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1. 

Curven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehr  punkt. 

Von 

Max  Greiner. 


Sind  die  Gleichungen  von  drei  Geraden: 

A  £5  OqX  -f- a^y  -f-  at  —  0 

gegeben,  so  stellt  die  Gleichung: 

jede  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  dar;  da  die  zehn  Coeffieicnten 
ax»).  immer  so  bestimmt  werden  können,  dass  die  Curve  durch  neuu 
gegebene  Punkte  geht. 

Soll  die  Curve  dritter  Orduung  Ä'3  im  Schnittpunkte  der  Geraden 
A  und  B  einen  Doppelpunkt  besitzen,  so  muss  ihre  Gleichung  F  =  0 
für  A  =  0  den  Factor  B*  und  für  B  =  0  den  Factor  A-  enthalten ; 
was  nur  der  Fall  ist,  wenn: 

«333  =  0  rt,3H  =  0  «233  =  0 

sind.   Es  wird  somit  die  Gleichung  von  Kt  mit  einem  Doppelpunkte : 
F=  aMAS  +  amBS+awAtB  +  amAB* 

wobei  durch: 

Teil  LIVHI.  l 


■ 
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•las  Tangenteopaar  des  Doppelpuuktes  dargestellt  wird. 

Soll  nun  die  Gerade  A  RUckkchrtaugente  der  Curve  werdeu,  so 
müsseu : 


0  and  ai23  =  0  sein. 


Da  jede  Cnrve  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  stets  einen 
Wendepunkt  besitzt,  so  lässt  sich  annehmen,  derselbe  falle  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Geraden  B  und  C  zusammen  und  C  sei  die  Wende- 
tangente, welche  sodann  mit  der  Curve  drei  aufeinander  fallende 
Punkte  gemeinsam  haben  müsste,  so  dass  für  C  =  0  die  Gleichung 
von  A'3  den  Factor  B*  erhalten  würde,  was  dann  der  Fall  ist;  wenn 
noch : 

ajn  =  0         a112  =  0         a)22  =  0  sind. 

Es  ergibt  sich  somit  für  eine  Curve  dritter  Ordnung,  wenn  dio 
Gerade  A  ihre  Rückkehrtangente,  C  die  Wendetangente  und  B  die 
Verbinduungslinie  des  Rückkehr-  und  Wendepunktes  ist,  die  Gleichung: 

F~  A2C—mB*  =  0  (1) 

Jede  durch  den  Rückkehrpunkt  R  gehende  Gerade  hat  die 
Gleichung: 

B  —  XA  =  0  (2) 

und  trifft  die  A'3  nur  noch  in  einem  einzigen  Punkte  />,  dessen  Coor- 
diuaten  A%  By  C  sich  als  1,  A,  mk$  ergeben,  so  dass  jeder  Punkt  der 
Curve,  abhängig  von  dem  einzigen  Parameter  A,  dargestellt  ist  durch : 

p  =  1,  A,  mX*  (3) 

Zu  jedem  Punkte  .<„,  y0  d(jr  Ebene  gehört  bezüglich  der  A3  eine 
gerade  und  eine  konische  Polare,  dercu  Gleichungen: 

J\0)  =  2AA0C()  -  3BmB0*+  CAJ  =  0  ) 
77(U)  ==  A*C0  —  3mB*B0+2ACA<)  -  0  i 

sind,  worin  A».  B(),  C0  diejenigen  Wrerte  bedeuten,  welche  die  auf 
der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  stehenden  Ausdrücke  der 
Gleichungen  A  =>  0,  B  —  0,  C  —  0  annehmen,  wenn  statt  der  vari- 
ablen Coordinaten  x,  y  diejenigen  des  Punktes  r0,  y0  eingeführt  wer- 
den.   Die  Gleichung  der  Curventangeute  T{p)  im  Punkte  p  ist  somit: 

7Xp)  =  2Amk*  —  3Bmis  +  C  =  0  (5) 

Jede  Tangente  der  A3  schneidet  dieselbe  noch  in  einem  Punkte 
/>',  welcher  der  zu  p  gehörige  Tangentialpunkt  genannt  wird,  dessen 
Coordinaten  sich  aus  (1)  und  (5)  ergeben,  wenn  man  aus 
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Gleichaugen  C  elirninirt,  ß  =»  n  setzt  und  berücksichtigt,  dass  die 
sich  ergebende  Gleichung: 

2W- 3i¥+l  =  0 

die  Doppel wurzel  u  =  ?  besitzen  muss,  so  dass  der  Tangentialpunkt 
/>'  dargestellt  ist  durch: 

/>'=—!,  2A,  8;»A3  (6) 

Hieraus  erkennt  man,  dass  auch  jedem  Punkte  p  ein  und  nur 
ein  Puukt  p  entspricht;  woraus  hervorgeht,  dass  von  einem  Punkte 
der  Curve  AT3  an  dieselbe  nur  eine  Tangente  gezogen  werden  kann. 

Soll  die  Tangente  'J\p)  den  Punkt  yln,  C0  enthalten,  so  muss 
sein: 

2A„mk3  —  3B0mk*  -f  C0  =~  0 

Die  Wurzelu  dieser  kubischen  Gleichung  sind  die  Parameter 
dreier  Puukte,  weshalb  an  die  Curve  A-:,  von  einem  beliebigen  Punkte 
aus  im  allgemeinen  drei  Tangeuten  gezogen  werden  können. 

Die  Bedingung,  dass  drei  Punkte  der  Ka  einer  Geraden  G  von 
der  Gleichung: 

G  =  ctA  +  ßB  +  yC^Q 

angehören,  ist: 

a+ßl+ymk*  -  0  (7) 

and  da  in  dieser  kubischen  Gleichung,  deren  Wurzeln  Aj,  k^,  k:i  seien, 
das  Glied  mit  k2  fehlt,  so  muss  zwischen  den  Parametern  dreier  Punkte 
der  Ay,  die  einer  Geraden  angehören  solleu,  die  Relation: 

*i  ~M«  +  *s  =  0  bestehen. 

Um  zu  erfahren,  wie  es  sich  mit  den  Tangentialpunkten  dreier 
Curveupunkte  einer  Geraden  verhält,  hat  man  nur  die  aus  den  Coor- 
dinaten  (6)  des  Tangentialpunktes 

%A  —  —  1  xll  =  2A         xC  =»  8m k» 

sich  ergebenden  Werte  für: 

d  und  m*3 — ö 

in  Gleichung  (7)  einzuführen,  so  folgt: 

ÜaA-4ßB—  yG'  =  0 

d.  h.  ,.Die  Tangentialpunkte  von  drei  einer  Geraden  angehörigen  Punk- 
„ten  der  A'3  liegen  ebenfalls  auf  einer  Geraden." 
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Diese  durch  die  Gleichung: 


<?'==  SaA  —  AßB  —  yC<=  0 


(8) 


dargestellte  Gerade  wird  die  Begleiterin  der  Geraden  G  genannt. 


67=  i*>+wOA+(ß'+rf')B+(r'+tif)C  -  0 
so  geht  G  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Geraden  mit  den  Gleichungen : 

a'A  +  ß'B  +  y'C  =  0  und  a">l-f  ß"B+  y"C  -  0 
dessen  Coordinaten  sind: 

*A0  -  0V'-  |Ty')       x/?0  -  /«"-  f  m1       xC0  -  «T~  a"0' 
Die  Begleiterin  von  G  hat  sodann  die  Gleichung: 

G'  =  -S(a'+iia")A  +  Mß'+tiß")B  +  (r'+(iy'')C  =  0 
und  geht  somit  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden: 

-$a'A  +  4ß'B  +  Y'C  =  0  -8u"A+iß"B+fC  =  0 

welcher  die  Coordinaten  hat: 

UFf-Wh  -8(vV'-yV);  - 32(«'/3"- «T)  =  -A>;  2i*0;  8C0 
Es  ergibt  sich  somit: 

„Dreht  sich  eine  Gerade  G  um  einen  festen  Punkt  q=A0,  B0i  C0, 
„so  dreht  sich  ihre  Begleiterin  ebenfalls  um  einen  Punkt  q'  =  —  v!0, 
„2i*0,  8C0."  (9) 

Die  Punkte  q  und  q'  heissen  conjugirte  Punkte. 

Ist  q  ein  Punkt  der  Curvc  A'8,  so  ist  q'  sein  Tangentialpunkt ; 
dem  Wendepunkte  W,  wofür  B0  =  C'0  =  0  ist,  entspricht  als  couju- 
girter  Punkt  ebenfalls  W\  ebenso  haben  sowohl  der  Rückkehrpunkt 
R,  als  auch  der  Schnittpunkt  S  von  Wende-  und  Rückkehrtangeute 
sich  selbst  zu  conjugirten  Punkten. 

Der  Schnittpunkt  einer  beliebigen  Geraden  G  mit  ihrer  Beglei- 
terin G'  heisst  der  begleitende  Punkt.  Da  nun  jeder  durch  q 
gehenden  Geraden  G  eine  bestimmte  durch  q  gehende  Begleiterin  G' 
und  umgekehrt  entspricht,  so  sind  die  beiden  Strahlenbüschel  q  und 
q  projectivisch  und  erzeugen  somit  einen  Kegelschnitt,  der  die  sämmt- 
lichen  begleitenden  Punkte  aller  durch  q  gehenden  Geraden  enthält. 
Den  Geraden  qW,  qS,  qR  cutsprechen  aber  im  Büschel  q'  die  Be- 
gleiterinnen q'  W%  q'S,  q'R,  woraus  hervorgeht,  dass  der  Kegelschnitt 
der  begleitenden  Punkte  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  ABC  geht. 
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Diese  Eigenschaft  würde  man  auch  aus  seiuer  Gleichung: 

BCA0  +  3ACB0  —  4ABC0  =  0  (10) 

ersehen,  welche  man  durch  Elimination  der  Grösse  fi  aus  den  Glei- 
chungen : 

G  =  ia'A+ß'ß+ ycy+^A+fB+fC)  -  0 

C?'=  (—  8ä^+4/Tä+  y'C)  +  fi(—Hc("A  +  4ß"B  +  fC)  -  0 

erhält,  wobei  angenommen  ist,  dass  alle  Geraden  G  den  Punkt  A0, 
B0,  C0  enthalten. 

Es  folgt  daher: 

„Dreht  sich  eine  Gerade  G  um  einen  festen  Punkt  q,  so  beschreibt 
„ihr  begleitender  Punkt  einen  Kegelschnitt,  der  den  Punkt  q  und  seinen 
„conjugirten  Punkt  q  und  ferner  den  Wendepunkt  Wy  Rückkehrpunkt 
„Ä  und  den  Schnittpunkt  S  der  Wende-  und  Rückkehrtangente  der 
„Curve      enthält44  (11) 

Ein  beliebiger  Kegelschnitt  ist  gegeben  durch  die  Gleichung: 

aA*+ßB*  +  yC*  +  aBC+bAC+cAB  •=  0 


und  die  Bedingung,  dass  derselbe  den  Punkt  p  der  Curve  Ks  enthält 
ist  daher: 

«+<3A*-f ymn(i+amV  +  bmXi  +  cl.  =  0    .  .  .  .(12) 

Die  sechs  Wurzeln  A1?  A,,  A8,  A4,  A5,  Aö  dieser  Gleichung  liefern 
die  Parameter  der  sechs  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  der 
Curve  Ktf  weil  aber  in  der  Gleichung  das  Glied  A5  fehlt,  so  folgt: 

Liegen  sechs  Punkte  der  Curve  Ks  auf  einem  Kegelschnitte,  so 
besteht  zwischen  ihren  sechs  Parametern  die  Relation:  Aj-f-A^+Aj 
+M-  A5+A6  =  0  (13) 

Um  zu  erfahren,  wie  es  sich  mit  den  sechs  Tangen tialpunkten 
p'  verhält,  die  zu  den  sechs  Schnittpunkten  des  Kegelschnittes  mit 
K3  gehören,  hat  man  nur  die  aus  den  Coordinaten  xA  «=>  —  1, 
xB  =  2A,  %C  —  8mA3  von  p  sich  ergebenden  Werte  von: 

.         B  J3__  C 

K~     2A  2~A 

in  (12)  einzusetzen,  so  folgt: 

Q4ttAi+16ßBi-\-yCi-{-4aBC—SbAC-32eAB  —  0  .  .  (14) 

d.  h.  „Bestimmt  man  zu  den  Schnittpunkten  eines  Kegelschnittes  mit 
.,der  Curve  Ks  die  Tangentialpunkte,  so  liegen  dieselben  wieder  auf 
„einem  Kegelschnitte." 
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Die  geraden  Polaren  zweier  conjugirter  Punkte  q  =  A0,  B0,  C0 
und  ^'=  —  ^0,  2B0,  86'0  bezüglich  Aj  haben  nach  (4)  die  Glei- 
chungen : 

JKq)  =  2AAi)C0-  'dBmBj  +  CAJ -=>  Q 
I(q')  =  l£AA<>CQ  +  y2BmB0*—CAo*  =  0 

Die  Gleichung  der  Begleiterin  von  P(q)  wird  erhalten,  wenn  man  in 
(8)  für: 

a  -  2A0C0         ß*  3ro  V         y  -  V 

setzt,  wodurch  folgt: 

d.  h.  „Die  gerade  Polare  eines  Punktes  q  hat  die  Polare  des  conju- 
„girten  Punktes  q  zur  Begleiterin."  (15) 

Die  konischen  Polaren  zweier  conjugirter  Punkte  q  uud  q  haben 
nach  (4)  die  Gleichungen: 

n{q)  =   A*C0  +  2ACA0-3mB*B0  =  0  > 

n(q')  =  4A*C0-  ACA0-$mB*B0~0    ]     '  *  **  1 

Die  Tangentialpunkte,  welche  zu  den  Schnittpunkten  von  JJ{q) 
mit  Ks  gehören,  liegen  nach  (14)  auf  einem  Kegelschnitte,  dessen 
Gleichung  aus  (14)  erhalten  wird,  wenn  man  darin  setzt: 

a  =  C0       ß  =  — 3m#0       y  =  0      o  =  0      b  —  2^       c  =  0 

wodurch  folgt: 

n(q')  =  0 

d.  h.  „Bestimmt  man  zu  den  Schnittpunkten  der  Curve  A'3  mit  der 
„konischen  Polare  Tl(q)  eines  beliebigen  Puuktes  q  der  Ebene  die 
„Tangen tialpunkte,  so  liegen  dieselben  auf  der  konischen  Polare  /!(*/) 
„des  zu  q  conjugirten  Punktes  7'."  (17) 

Nun  sind  aber  die  Schnittpunkte  von  IJ(q)  mit  A'3  die  Berüh- 
rnugspunkte  der  von  q  an  die  Curve  A's  laufenden  Tangenten ;  daher 
folgt: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  q  die  drei  Taugenten  an  A'3  und 
„bestimmt  zu  ihren  Berührungspunkten  die  zugehörigen  Tangential- 
„punkte,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  der  A';,  in  diesen  Puukten 
„in  einem  und  demselben  Punkte  q,  der  zu  q  conjugirt  ist,"    .  (18) 

Die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  r  =  „4,,  C\  bezüglich 
des  Kegelschnittes  Tl{q)  hat  die  Gleichung: 

.    P01  ^A^Co  +  AoC^-'SmBB^  +  CA^A,  -  0 
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Ist  r  der  Rückkehrpunkt  so  sind  At  ~  Bx  —  (),  somit 
Pn~A  =•  0;  ist  r  der  Schnittpunkt  S  von  Wende-  und  Rückkehr* 
Ungente,  also  ^1,  =  C,  =  0,  so  folgt:  P0I  =  D  =»  0;  und  füllt  r  mit 
dem  Wendepunkte  W  zusammen,  wofür  Zf,  =»  £*,  0  ist,  so  wird 
Pn  =  ACo-\-CA0  =>  0\  letztere  Gerade  geht  also  stets  durch  S  und 
bt  zur  Verbindungslinie  Sq  =  AC0~CAQ  0  bezüglich  A  und  V 
harmonisch.  Trifft  die  Gerado  AC0-\-CA0  —  0  die  Verbindungslinie 
RW=  B  in  /,  so  schneidet  der  Kegelschnitt  //(</),  »1er  nach  Obigem 
durch  R  geht  und  hierin  die  Rückkehrtangente  RS  ee  A  berührt,  die 
B  zum  zweitenmale  noch  in  einem  Punkte  >«,  der  zu  A*  bezüglich  W 
und  t  harmonisch  conjugirt  ist;  es  ergibt  sich  daher: 

„Die  konische  Polare  tl(q)  eines  beliebigen  Punktes  q  bezüglich 
„der  Curve  A'3  berührt  stets  die  Rückkehrtangente  im  Rückkehrpunkte 
Jl  und  liegt  ferner  so,  dass  die  Verbindungslinie  Ii  W  von  Rückkehr- 
«und  Wendepunkt  die  Polare  des  Schnittpunktes  S  von  Rückkehr- 
«und  Wendetangente  bezüglich  ü(q)  ist.  Die  Polare  des  Wendepunktes 
~W  bezüglich  Tl(q)  geht  stets  durch  S  und  ist  harmonisch  conjugirt 
..zur  Verbindungslinie  Sq  bezüglich  der  Wende-  und  Rückkehrtaugente. 
„Von  den  beiden  Tangenten,  die  von  S  an  /7(<y)  gehen,  ist  die  eiue 
„die  Rückkehrtangente  und  die  andere  berührt  TJ{q)  in  einem  Punkte 
„«,  der  auf  RW  liegt."  (19) 

Aus  (16)  folgt: 

n(q)  -  n(q')  =s  A(CA0  -  ACQ  =  0 

d.h.  „Die  konischen  Polaren  zweier  conjugirter  Punkte  q  und  q  be- 
rühren sich  im  Rückkehrpunkte  und  schneiden  sich  in  noch  zwei 
„Poukten,  deren  Verbindungslinie  stets  durch  den  Schnittpunkt  S  von 
..Wende-  und  Rückkehrtangente  geht  und  den  Punkt  q  enthält."  {20) 

Die  Gleichungen  der  konischen  Polaren  eines  Curvenpunktes  p 
und  seines  Tangentialpuuktes  p'  sind: 

ü(p)  —  A*wl*—$m£*l+2AC=  0  \ 
n(p')  =  HA*mk*  —  GmBn  —  2AC  =  0     f  * 

Die  Kegelschnitte  H(p)  und  n(p')  berühren  die  Rückkehrtangente 
A  in  R  und  die  Curve  A'3  beziehungsweise  in  p  und  //;  TJ{p)  ent- 
hält ferner  auch  noch  den  Punkt  />,  was  man  alles  leicht  aus  deu 
Gleichungen  (21)  erkennen  kann;  aus  den  Beziehungen 

2n{p)  —  n{p')  =  A(C-AmW)  =  0 

n(p)+n(p')  =  (Ak+ß)(AX-B)  =  0 

wwio  auch  aus  (19)  und  (20)  ergibt  sich: 
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„Die  konischen  Polaren  eines  Curvenpunktcs  p  und  seines  Tan- 
„gentialpuuktes  p'  berühreu  sich  im  Rückkebrpuukte  R  und  schneiden 
„sich  in  p\  haben  also  nur  noch  einen  Punkt  *  gemeinsam,  der  auf 
„der  Verbindungslinie  von  p  mit  dem  Schnittpunkte  S  der  Wende- 
„und  Rückkehrtangente  liegt  uud  zu  p  harmonisch  conjugirt  ist  bezüg- 
„lich  S  und  des  Schnittpunktes  v  von  spS  mit  der  Verbindungslinie  B 
„des  Wende-  und  Rückkehrpunktes.'4  (22) 

„Die  Polare  des  Wendepunktes  W  bezüglich  des  Kegelschnittes 
„77{/>)  geht  stets  durch  S  und  ist  harmonisch  zu  Sp  bezüglich  der 
„Wende-  uud  Rückkehrtangente.'1  (23) 

Der  vierte  gemeinsame  Punkt  s  der  Kegelschnitte  Il(p)  und  Tl{p) 
liegt  also  auf  den  Geraden: 

Al  +  B  =  0  und  C— AmK*  «=  0 

somit  sind  dessen  Coordinaten: 

xA  —  1  %B~  —  X         xC  —  mP 

so  dass: 


Für  drei  auf  einer  Geradcu  G  =  aA  -j-  ßB  -f-  yC  «=»  0  liegende 
Curvenpunkte  p  besteht  die  Relation: 

a-f/SA-f  ymk3  =  0 

so  dass  für  die  zugehörigen  Puukte  *  folgt: 

L  =  aA  —  ßB+  yC=0 

d.  h.  „Liegen  drei  Curvenpunkte  p  auf  einer  Geraden  G,  so  liegen 
„auch  die  vierten  gemeinsamen  Punkte  *  der  konischen  Polaren  der 
„Punkte  p  und  ihrer  Taugentialpunkte  p'  auf  einer  Geraden  L,  welche 
yß  iu  einem  Punkte  der  Verbindungslinie  B  von  Wende-  und  Rtick- 
„kehrpunkt  schneidet;  ferner  trifft  X  die  Wende-  und  Rückkehrtangente 
„  WS  und  RS  in  Punkten,  die  zu  den  Schnittpunkten  mit  G  bezüglich 
„W,  S  und  Ry  S  harmonisch  conjugirt  sind."  (24) 

Ist  G  die  unendlich  ferne  Gerade,  so  folgt: 

„Die  vierten  gemeinsamen  Punkte  *  der  konischeu  Polaren  je  eines 
„unendlich  fernen  Punktes  der  Curve  K3  und  seines  zugehörigen  Tan- 
„gentialpunktes  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  durch  die  Mitten 
„der  Wende-  uud  Rückkehrtangenten  WS  uud  RS  geht  uud  somit  zu 
„ß  W  parallel  ist."  (25) 
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Durch  Elimination  der  Grösse  A  aus  den  Coordinaten  von  s  folgt : 

A*C+  mB*  =  0 

d.  h.  ,.Alle  vierten  gemeinsamen  Punkte  «  der  konischen  Polaren  je 
„eines  Curvenpunktes  und  seines  Tangentialpunktes  liegen  auf  einer 
„Curve  derselben  Art,  wie  A's."  (26) 

Schneidet  eine  Gerade  G  =  aA  +  ßB  +  yC  =  0  die  Seiten 
A  =  RS,  B  =  RW,  C=SW  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Punk- 
ten a,  b,  c,  während  ihre  Begleiterin  G'  =  —  ÜaA  +  40J3  -|-  yC  =-  0 
dieselben  in  a',  c'  trifft;  so  hat  man  für  diese  Schnittpunkte  die 
Coordinaten : 

a  =  0,         ~ß  a'  =  0,    y,  -4(3 

4  =  y,    0,    -a  b'  =  y,    0,  8a 

e  =  ft  —  a,  0  c'ee  ß,  2a,  0 

Für  die  Schnittpunktcpaare  a,  a';  £»,  c,  c'  und  die  Ecken- 
paare Bs  S;  R,  W  und  S,  W  bestehen  also  die  unveränderlichen 
Doppelverhältnisse : 

(SRa'a)  =  4         ( WRb'b)  -  —  8  (  WSc'c)  -  -  2   .  (27) 

oder  weil  auch: 

(Sa'Ra)  =  —  3         (  Witt)  -  9  ( WVSc)  =  3 

so  folgt: 

(  Wc'Sc)  -  —  (Sa'Äa)  =-  |(  W/tt) 

Die  Relationen  (27)  gestatten  eiue  einfache  Construction  der  zu 
einer  gegebeneu  Geraden  G  gehörigen  Begleiterin  G' . 

Ist  G  die  unendlich  ferne  Gerade,  so  sind  die  Tangenten  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  A'3  die  Asymptoten  der  Curve.  welche  dieselbe 
ebenfalls  in  drei  einer  Geraden  liegenden  Punkten  schneiden  -, 
da  ferner  die  Verhältnisse: 


werden,  so  folgt: 


Sa       Wb  Wc 

Ra  —  Rb  —  Sc  "~  1 


„Die  drei  Asymptoten  der  Curve  schueidcn  dieselbe  iu  drei 
..Punkten  einer  Geraden  G'^,  welche  die  Seiten  des  Fuudamental- 
..dreiecks  in  Punkten      b',  c  derart  trifft,  dass: 

Ret'  "™  RbT  =~8  Sc'  ==~2-   ■  '  '(28) 


Hieraus  ergibt  sich  ein  einfaches  Constructionsverfahren  für  die 
Gerade 
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Um  zu  einem  gegebenen  Punkte  q  =  A0,  B0,  C0  seinen  conju- 
girtcn  Punkt  q'=i — A0,  2Z?0,  8C0  zu  bestimmen,  hat  man  nur,  wie 
aus  den  Coordinaten  ersichtlich  ist,  zu  den  Strahlen  RS,  RW,  Rq 
des  Büschels  R  und  zu  den  Strahlen  SR,  SW,  Sq  des  Büschels  >S, 
die  Strahlen  Rq'  und  Sq'  so  zu  construiren,  dass  für  beide  Büschel 
die  Doppelverhältnisse  bestehen: 

R(S  Wqq)  =  —  2  S(R  Wqq)       -  8 

dann  treffen  sich  die  gefundenen  Strahlen  Rq  und  Sq  im  gesuchten 
Punkte  q'. 

Man  kann  daher  auch  für  einen  gegebenen  Curveupunkt  p  seinen 
zugehörigen  Tangentialpunkt  p,  die  Curventangenten  in  p  und  p 
und  die  konischen  Polaren  beider  Punkte  p  und  p   auf  folgende 
Weise  construiren: 

Man  verbindet  p  mit  R  und  S  und  bestimmt  dio  Strahlen  Rp' 
und  Sp'  so,  dass  die  Doppclverhältnissc  : 

R(SWpp')  -  —  2  S(RWpp')  =  — 8 

bestehen-,  so  schneiden  sich  Rp'  und  Sp'  im  Tangentialpunkto  p,  trad 
/>/>'  ist  die  Curventangentc  in  p.  Bestimmt  mau  auf  Sp,  welche  RW 
in  v  schneidet,  einen  Punkt  *  so,  dass  (sj>vS)  =  —  1,  so  ist  *  ein 
gemeinschaftlicher  Punkt  der  konischen  Polaren  77(p)  und  fl(p')  der 
Punkte  p  und  p'.  Der  zu  Sp  bezüglich  SR  und  SW  harmonisch 
conjugirte  Strahl  St  trifft  RW  im  Punkte  t,  und  der  zu  R  bezüglich 
W  und  /  harmonisch  conjugirte  Punkt  u  ist  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnittes TJ(p).  Somit  geht  die  konische  Polare  Tl{p)  des  Punktes  p 
durch  die  Punkte  R,  p,  u,  *  und  hat  in  den  Punkten  i?,  «  und  71 
beziehungsweise  die  Taugeuten  RS,  uS  uud  />//.  Bestimmt  man  auf 
dem  Strahle  Sp',  der  RW  in  »'  trifft,  den  Punkt  *  so,  dass 
(sp'a'S)  =  — 1  und  verschafft  sich  auf  RW  die  Punkte  t'  und 
so  dass  {v't'UW)  =  —  1  uud  (7faY IV)  =  —  1  ist;  so  sind  von  der 
konischeu  Polare  des  Tangentialpunktes  ;/  die  Punkte  *,  y,  u,  p,  s' 
und  die  Taugenten  RS  und  n'S  bekannt. 

Sind  a,  b,  c  die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Curvcntaugeute, 
deren  Gleichung 

2Amk3—'dBmX*  +  C=*0 

ist,  mit  den  Seiten  A,  B,  C  des  Fundameutaldreiccks;  so  haben 
diese  Schnittpunkte  die  Coordinaten: 

a  ~  0,  1,  3mA* 
h  =  — 1,  0,  2mk* 
c  =    3,    2A,  0 
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Sind  p,  ca,  er  die  Winkel  dos  Fundamentaldroiecks  an  don  Ecken 
7»,  W,  S  desselben,  so  hat  mau  die  Beziehungen: 

a  _  3aA* 

Ra  =  - —  Sa  =  -. — 

sinp  sind 

üb—  ß-  Wl-^ 

sin  q  Bin  cd 

We  =  M  &  _  »L 

sin  co  sind 

weil  die  Abstände  der  Punkte  o,  A,  e  von  den  Seiten  A^  B,  C  er- 
halten werden,  wenn  man  ihre  Coordinatcn  mit  gewissen  Grössen 
»,  ß,  y  multiplicirt;  man  hat  nun  unabhängig  von  diesen  Grössen 
die  Relationen: 

Sa  sinp  Wb  ,«sinp  Wc     '2k  sin  d 

7ca  sin  d  7cA  sin  w  »SV-       ,\  siu  w 

Da  die  Grössen  m,  o,  p,  co  für  die  betrachtete  Cnrvc  Ka  von 
unveränderlichem  Werte  sind,  so  folgt: 

„Jede  beliebige  Tangente  der  Curve  K5  schneidet  die  Geraden 
7?<S,  RW,  WS  in  Punkton  a,  ä,  c  stets  so,  dass: 


-1  W* 


Wc:Sc  =  x[Äa:/&a] 
WV?:&;3  =  ii[W6:7t7/) 


(29) 


Geht  die  Tangente  durch  einen  gegebenen  Punkt  A<»  B01  C,„ 
so  ist: 

2mAs/l0  —  3mk*B0  +  C0  =  0 

and  setzt  mau  hierin  für: 

_  Sa   sind       .  _  Sa    Wc  sinw 

ifa  sinp  /ca  «Sc  sinp 

SO  folgt: 

Sa  .  Wc .  At>  sin  <a-\-Ra.Sc.  Cf)  sin  p  =  Sa  .Sc.  Bf,  sin  d 

oder  da  AtJ.  C(r  co.  p.  d  für  die  sämmtlichen  durch  A,r  B,„  C„ 
gehenden  Tangenton  unveränderlich  sind,  so  hat  man: 

Sa. Sc  =  Z.Sa.Wc+d.Ra  Sc 

Es  ergibt  sich  nun: 

«Schneiden  die  drei  Ton  eiuera  bHiebigm  Punkt/-  der  Ebene  an 
..die  Curve  Kx  gebenden  Tanzenten  die  Rü';kkehrtangente  RH  in  den 
..Pankten  a,.  a_  «,  und  die  W^ndetangente        in  den  Punkten  c„ 

..<^,  cj,  so  besteben  <ik  Relationen: 
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5«,  —  £  .Sa,  .Wcx  +  <5 .  Kax .  Sc, 
Sa,.  Sc,  =  e.Sas.Wcs  +  ö.Ila?  .Sc2 

„ wo rin  r  und  <J  zwei  coustante  Grössen  bedeuten."  (30) 

Zwischen  den  12  Abschnitten  besteht  also  auch  die  Beziehung: 
Sa, .  Sc, ,    Sa, .  Weu    /fo, .  Sc, 


Sa2  .  Sc8,  So, .  W c2,  Äo,  .  Sc2 
Sa3.&?3,     So^H^,  Äa3.Sc3 


=  0 


Die  Gleichung  der  Normale  N(p)  =  «A-\- ßB-\-yC  =  Q  eines 
Curvcnpunktes  p  =  1,  A,  mA3  wird  erhalten,  wenn  man  erstens  die 
Bedingung: 

aufstellt,  unter  welcher  die  Normale  den  Curveupunkt  p  enthält,  und 
zweitens  berücksichtigt,  dass  die  Normale  iV(p),  deren  Gleichung 

«(ooX  +  Ojy-f-o^-flJ^-f  Ä,y  +  i2)-f  y(c0a;  +  c,y+c,)  =  0 

ist,  senkrecht  zur  Tangente  T{p)  sein  muss,  deren  Gleichung  ist: 

2mA3(a0x  +  aly-J-as)  —  3m^V  4-6,j/  +  £2)  + fco* +     +      =  0 

Die  Geraden  N(p)  und  7tp)  stehen  aber  senkrecht  unter  der  Been- 
gung, dass 

2a0mA3  —  360mA*-f-c0  ,  gai  -f  ffi,  +  Yci  _  q 

ist.   Setzt  man  nun: 

2mk*(a0*+ai*)  —  'dmX*(a0b0-\-a1b1)-\-(a0c0-{-a1c1)  —  u 

2mA»(o0Jö  +  flI&1)-3mAW+*if)  +  (Vo+Vi)  -  » 
2mA3(a0f0+a,c,)  — 3mA2(Vo+^ei)+(co24-<?i2)  =  » 

so  geht  obige  Bedingungsgleichung  über  in 

ftu-{-|St?-f-  y,<?  =  ^ 
Eliminirt  man  aus  dieser  und  den  Gleichungen: 

die  Grössen  a,  0,  y,  so  folgt  für  die  Normale  im  Curvenpunkte  p  die 
Gleichung : 

\A     B  C 
N(p)  =  h      y  to 
Ii      A  mA8 
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Soll  N(p)  durch  den  Puukt  Ax,  Bu  C,  geheu,  so  hat  man  für 
den  Parameter  k  die  Gleichung: 

At(mkh>  —  kw)  -f  B^ic  —  mk*u)  -f  Cx(ku  —  v)  =  0 

welche  bezüglich  k  von  der  sechsten  Ordnung  ist,  da  die  Grössen 
«,  o,  tr  in  Bezug  auf  k  vom  dritten  Grade  sind;  somit  folgt: 

„Durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen  im  allgemeinen  sechs  Nor- 
„malen  der  Curve."  (31) 

Für  den  Rückkehrpunkt  ist  Ax  —  B,  «=  0,  also  geht  obige 
Gleichung  über  in 

ku-v  =  0 

d.  h.  „Durch  den  Rückkehrpnnkt  gehen  vier  Normalen  der  Curve."  (32) 

Sollen  die  Fusspunktc  der  sechs  durch  einen  Punkt  gehenden 
Normalen  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  so  muss  nach  (13)  in  der 
vorigen  Bedingungsglcichung  für  k  das  Glied  kb  fehlen,  was  dann  der 
Fall  ist,  wenn  ^,(V+V)  —  /?iMo  +  «A)  =0  ist;  d.  h.  der  Ort 
der  Punkte  A^B^  ist  sodann  eine  durch  R  gehende  Gerado,  deren 
Gleichung : 

AW  +  b^-Bia^  +  aM  -  ü 
auch  noch  die  Form  annimmt: 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  dieselbe  zur  Geraden  B  =  0  senkrecht 
steht;  somit  folgt: 

„Diejenigen  Punkte,  durch  welche  sechs  Curvennormalen  derart 
„gehen,  dass  ihre  sechs  Fusspunkte  einem  Kegelschnitte  angehören, 
fliegen  auf  einer  durch  den  Rückkehrpunkt  gehenden  Geraden,  welche 
„zur  Verbindungslinie  des  Rückkehr-  und  Wendepunktes  senkrecht 
„steht"  (33) 
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Herz-.  Beweis  des  Riemann' sehen  Satzes 


II. 

Beweis  des  Riemann'schen  Satzes  über 
algebraische  Functionen. 

Von 

Norbert  Herz. 


Bekanntlich  gilt  für  algebraische  Functionen  der  zuerst  von 
Riemann  bewiesene  Satz,  dass  eine  algebraische  Function, 
die  ebenso  verzweigt  ist,  wie  eine  gegebene  Function 
y  von  x  und  eine  endliche  Anzahl  von  U n stetigkei ten 
erster  Ordnung  hat,  sich  rational  dureh  y  und  x  aus- 
drücken lässt.  Den  Beweis  führt  Riemann  (Theorie  der  Abel- 
schen  Functionen  Art.  5.  und  8.  dadurch,  dass  er  von  dem  Abel'schen 
Integrale 

+  & ^  •••  +0m'm+fVi  +  <V2+         +«!»">  + COIlSt. 

das  in  m  Punkten  der  Fläche  unendlich  wird,  ausgeht,  und  die  Con- 
stanten u.  ß  so  bestimmt,  dass  die  Periodicitatsmoduln  an  sämmt- 
lichcn  Querschnitten  Null  werden,  wodurch  also  diese  Fuuction  dann 
eine  algebraische  wird.  Die  Zahl  der  noch  willkürlich  bleibenden 
Constanten  wird 

m  —  p  +  1 

und  da  sich  rationale  Ausdrücke  in  «  und  z  bilden  lassen,  welche 
m — p  +  1  willkürliche  Constanten  enthalten,  so  kann  durch  einen 
solchen  Ausdruck  jede  algebraische,  wie  s  verzweigte  Function  die 
in  m  Punkten  unendlich  von  der  ersteu  Ordnung  wird,  dargestellt 
werden. 
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Ohne  auf  die  Abel'schen  Integrale  überzugehen,  kann  man  diesen 
Salz  aoeh  wie  folgt  beweisen  *) : 

Sei  die  gegebene  Function  y,  für  welche  die  Riemann'schc  Fläche 
construirt  ist,  durch  die  algebraische  Gleichung  definirt: 

f(**9)  -M»hr  +fx(*hr- 1 ...  A~*(ßk+fM  -  o  a> 

Die  zu  suchende  Function  rauss  nach  einem  bekannten  Satze  als 
Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  «ten  Grades  in  u  und  mten 
Grades  in  x  sich  ergeben  [s.  Königsberger,  .,Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen"  L  pag.  178]  also  einer  Gleichung 
von  der  Form 

0(Xju)  =  <Po(x)""4-<Pi(^)"'-1+  .«  =  0  (2) 

Jede  der  Functionen  <fA(x)  ...  g>«(x)  hat  im  allgemeinen,  da  sie 
von  der  »nten  Ordnung  ist,  ro-f-1  Coustantc  •*).  <r0(f)  kann  ebenfalls 
von  der  m  ten  Ordnung  sein  oder  von  einer  niedrigeren  ^ ;  dann  hat 
sie  i»  resp.  n  Constante,  weil  durch  eine  Constante  stets  die  Glei- 
chung 2)  dividiert  werden  kann.  Soli  nun  u  in  m  gegebenen  in  der 
Endlichkeit  liegendeu  Punkten  ...  um  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  werden,  so  muss  man  q>0(x)  von  der  mten  Ordnung  an- 
nehmen und  die  m  Constanten  lassen  sich  darin  so  bestimmen,  dass 
ajßg  ...  am  Losungen  der  Gleichung  y^x)  *=  0  siud.  (Soll  statt 
dessen  u  in  einem  Punkte  a  von  der  rten  Ordnung  unendlich  wer- 
den, so  muss  für  diesen  Punkt  <f  (l(x)  nebst  den  r — 1  sten  Ableitungen 
verschwinden).  Also  ist  diese  Function  r/«ten  Grade»  vollständig  be- 
stimmt. Soll  hingegen  nur  in  p  <1  »«  Punkten  utat  ...  au  in  der 
Endlichkeit  unendlich  werden,  und  in  den  übrigen  m — u  Punkten  in 
der  Unendlichkeit,  so  wird  <pu(x)  von  der  fi  ten  Ordnung  anzunehmen 
sein,  und  die  fi  Coefticienten  lassen  sich  darin  so  bestimmen,  dass 
<p0(x)  die  Lösungen  a,  ns  ...  uu  hat,  und  ist  also  wieder  völlig  be- 
stimmt.  Die  Gleichung  (2)  enthalt  also  noch 


unbestimmte  Coefücienten,  für  welche  noch  gewisse  Bedingungen  ge- 
geben sein  können. 

Nun  sollen  die  Verzweigungspunkte  von  y  auch  Verzweigungs- 


•)  Ein  anderer  Be-»eu  in  ron  Cbri<torJ-l  in  den  Annalen  der  Mathematik 
v.  Brioschi  II.  Serie  Bd.  X.  gelben. 

•*)  Wenn  die*elb*r.  ron  einer  niedrigeren  Ordnong  werden,  so  braucht 
iMmytift  Coci6d^tea  der  büchtten  Potenzen  von  x  gleich  Null  zu  setzen. 


«(m  +  1) 
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punkte  für  u  sein.  Zweiblättrige  Verzweigungspunkte  werden  dort 
auftreten,  wo 

BO(xu)  „ 

-ST  -  0  <3> 

B0(xu) 

ist,  und  nicht  gleichzeitig  — verschwindet    Setzt  man  also  in 

diese  Gleichung  einen  Wert  x  =•  a,  welcher  Verzweiguugspunkt  für 
y  ist,  und  den  für  dieses  x  aus  (2)  folgenden  Wert  von  w,  so  muss 
die  Gleichung  (3)  erfüllt  werden.  Dieses  giebt  für  jeden  zweiblät- 
trigeu  Verzweigungspunkt  eine  Bedingung  zwischen  den  Constanten 
von  (2)  und  daher  für  w  Verzweigungspunkte  von  y  w  Bcdingungs- 
gleichungen  zwischen  denselben  *).  Die  beiden  Gleichungen  (2)  und 
(3)  werden  aber  noch  andere  Lösungen  gemein  haben,  die  aus  der 
durch  Elimination  von  u  aus  (2)  und  (3)  folgenden  Eliminations- 
gleichung 

V<*)-0  (4) 

erhalten  werden,  welche  von  2w(n—  l)ten  Gerade  ist  Zu  jeder  Lö- 
sung dieser  Gleichung  wird  sich  im  Allgemeinen  auch  nur  ein  Wert 
von  u  ergeben,  so  dass  die  Anzahl  der  zusammen  gehörigen  Werte- 
paare *  und  m  2m(n— 1)  ist.  Demgemäss  müssen,  wenn  zwei  oder 
mehrere  Werte  von  u  zusammen  fallen,  auch  notwendig  ebensoviele 
Werte  von  x  zusammen  fallen.  Unter  den  einfachen  Lösungen  von 
(6)  sind  jedenfalls  die  w  Verzweigungspunkte  von  y  enthalten,  da  für 
diese  die  Gleichungen  (2)  uud  (3)  also  auch  (4)  nach  der  getroffenen 
Constautenbestimmung  erfüllt  werden  müssen**).  Für  die  übrigen 
2m(n—  1)  —  io  Lösungen  dieser  Gleichung  muss  aber,  damit  die  Ent- 
wickelung  von  u  in  denselben  eindeutig  sei,  auch 

d®(xu) 

-tr  - 0  (5) 

werden.  Dann  fallen  in  diesen  Punkten  zwei  (oder  mehrere)  Werte 
von  u,  also  auch  zwei  (oder  mehrere)  Werte  von  x  zusammen,  d.  h. 


*)  Für  einen  rblattrigen  Verzweigungspunkt  kommen  noch  die  Bedin- 
gungen 

"KT  -  0   ...  -o 

hinau.  Es  fulgen  also  für  diesen  r —  1  Bedingungen,  wodurch  also  auch  für 
die  hier  festzustellende  Anzahl  ron  Bedingungen  ein  r  blättriger  Verzweigungs- 
punkt identisch  ist  mit  r—  1  zwei  blättrigen. 

**)  Die  w  Bedingungsgleichungcn  hatten  auch  daraus  erhalten  werden 
können,  dass  <P(x)  =  0  für  die  w  Verzweigungspunktc  von  y  werden  muss. 


über  algebraische  Gleichungen. 
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diese  Werte  von  x  müssen  doppelte  (oder  mehrfache)  Lösungen  von 

2m(n  —  1)  —  tc 

(4)  sein.  Setzt  man  nun  diese  — — ^  verschiedenen  Werte- 
paare von  r  und  u  in  (5)  ein,  so  ergeben  sich  noch  ebensoviel  Bc- 
dingungsgleichungen  *)  zwischen  den  Constanten  vou  (2),  sodass 
die  Anzahl  der  sämmtlichen  Bedingungsgleichungen  jetzt 

w  +  m(n  —  1)  —  ~  =w»(n—  l)-f  j 

ist  Da  die  Anzahl  der  noch  zu  bestimmenden  Constanten  ?i(m-j-l) 
gefunden  war,  so  bleiben  noch 

w  w 
n(wi-f-l)  —  7»(»  —  1)—  j  =n-f-»*  — 2 

Constanten  willkürlich. 

Nun  ist  ?r  =  2(/>-f-n)  —  2,  wenn  die  Ricmann'sehe  Fläche  2/>-{-l- 
fach  zusammenhängend  ist,  also  die  Zahl  der  noch  willkürlichen 
Coustanten 

die  linear  in  (2)  vorkommen. 

Nachdem  aber  dies  bewiesen  ist,  schliesst  sich  hieran  unver- 
ändert der  Artikel  8.  der  „Theorie  der  Abel'schen  Functionen" 
(s.  Riemann's  gesammelte  Werke,  pag.  107.). 

Wien,  im  October  1881. 


*)  Für  ein  pfaches  Wertepaar  wird  die  Anzahl  dieser  Bedingungsglci- 
chungen  um  p— 2  vermindert,  weil  die  Anzahl  der  einzusetzenden  Werte  um 
p  —  2  kleiner  ist.  Hingegen  gieht  die  Bestimmung,  dass  in  diesem  Punkte  ^ 
Werte  von  x  zusammenfallen,  2  neue  Bedingungsgleichungen;  es  muss 
nimlicb  für  diesen  Punkt  ausser 

*VX)  -  o 

cx 

c7-     =  °  -    Jx^  =0 


T«U  L1VUI. 
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HL 

Geometrischer  Ort  der  Punkte,  von  welchen 
aus  zwei  feste  Strecken  unter  gleichen  Winkeln 

erscheinen. 

Von 

Herrn  Dr.  Stamm  er, 

Oberlehrer  an  der  Realschule  tu  Düsseldorf. 


Zu  Coordinatenaxen  nehmen  wir  die  beiden  Geraden,  auf  welchen 
die  Strecken  liegen.  Bezeichnet  man  mit  «  den  Coordinatenwinkel 
und  mit  p,  p"  und  q\  q"  die  Abstände  der  Eckpunkte  der  Strecken 
von  dem  Coordinaten- Anfangspunkte  unter  der  bleibenden  Voraus- 
setzung, dass  p">p\  q">  q\  so  ist  die  Gleichung  des  geometri- 
schen Ortes: 


\x—p        x—p  ) 


sm 


i+(-JL*+  —)  cosW+  7 — — ^ 

\x — p       x — p  J  (x — p  )  (x — p  ) 

(tr£  8inu) 

wo  das  untere  oder  obere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  der  Punkt 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  Coordiuatenwinkels  liegt,  W  ir  unter- 
scheiden demnach  innere  und  äussere  Punkte*). 


*)  Es  mag  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass,  wenn  der  geometri- 
sche Ort  eine  der  Geraden,  anf  welchen  die  Strecken  liegen,  überschreitet,  die 
Winkel  nicht  mehr  gleich  bleiben,  sondern  sich  tu  Rechten  ergänzen. 


de 


zwei  Jette  Sirecken  unter  gleichen   Winkeln  erst  keinen. 
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Die  Gleichung  wird  befriedigt  durch  siu  m  —  0,  d.  h.  wenn  die 
Strecken  parallel  sind  oder  auf  derselben  Geraden  liegen.  Wir  haben 
daher  drei  Hauptfalle  zu  unterscheiden. 

A.    co  >  0. 

Bezeichnen  wir  die  Längen  der  Strecken  mit  2pt ,  2g,  uud  die 
Abstände  ihrer  Mitten  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  *)  mit 
/>„  qt,  so  ist  also 

P  —  P  =  %Pi    <l  —<L  =-  h\ 

(II) 

p"+p'  -  2fr   f+j  =  29s, 
und  die  obige  Gleichung  wird: 

(y* -f  2  xy  C08  u>  -f  *2)  ( j?^  ±  qtx)  —  2/),^*  —  2xy{pxq«  ±  juth )COS  tu 

T  -ft9!»  ±*(ä*-A^  =  0.  (III) 

Dass  diese  Gleichung  vom  ursprünglich  vierten  Grade  auf  den 
dritten  gesunken  ist,  liegt  darin,  dass  die  unendlich  entfernte  Gerade 
ebenfalls  zu  dem  geometrischen  Orte  gehört. 

Unsere  Aufgabe  soll  darin  bestehen,  zu  untersuchen,  iu  welchem 
Falle  der  geometrische  Ort  eine  Curve  des  zweiten  Grades  ist,  unter 
welchen  Bedingungen  also  die  linke  Seite  der  Gleichung  desselben 
in  zwei  Factoren  vom  ersten  und  zweiten  Grade  zerfällt,  die  Glei- 
chung mithin  die  Form  annimmt: 

(ay«  +  2&ry4-c*2-f  2<ly+2ex+ f)(Uy+mx  +  k)  -  0  (IV) 
Die  Vergleichung  der  beiden  Gleichungen  liefert: 


-  QPi 


am+2l>n 

=  p(2;>,  cos  m±qi) 

cn  +  2bm 

—  Q(±i2qlcosa+pl) 

cm 

-  ±?9i 

ak  +  %ln 

—  —  %QPi  9i 

ck  +  2em 

-  +  ZQPiVi 

bk  +  dm  +  en 

=  —  Q(  PiVt^PtVi)  cos  ta 

2dk+/n 

-  QPi(Zt*  —  'h*) 

2ek+fm 

=  0 

*)  Um  den  unnötig  langen  Ausdruck 
künftig  nur  Punkt  0  genannt  werden, 


zu  vermeiden,   »jII   «linker  I'unkt 
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Da  px  und  «j,  grösser  als  Null  sind,  so  sieht  man,  dass,  a,  c,  m, 
«  nicht  Null  sein  können.    Man  kann  also  a  —  1,  n  «=  j>,  setzen, 

wodurch  0  =  1  wird  und  m  =  + 

—  c 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  zweite  und  dritte  Gleichung  ein 
und  eliminirt  zwischen  beiden  Z>,  so  kommt: 

(c~l)(csy>12T2j>151ccos  a>  +  qi*)  =  0. 

Da  der  zweite  Factor  stets  grösser  ist  als  (cpJ — g,)*,  so  kann 
er  nicht  verschwinden ;  es  muss  also 

c=  1 

sein,  wodurch  die  zweite  Gleichung  liefert: 

b  —  COS  0). 

Substituirt  man  die  gefundenen  Werte,  so  erkennt  man,  dass  die 
Curve  des  zweiten  Grades  ein  Kreis  ist,  und  das  System  der  Glei- 
chungen wird: 

«■  —  ±  9i 
k  +  2dpt  -  -2Plq, 

k  ±  2eqx  =  +  2Ptqi 

k  COS  ö)  ±  tlqt  +  ep1  —  —  ( pxq%  ±  ptqx  )C08  o>  (V) 

2dk+fPi  =  Pl(qii-q12) 

während  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  ist: 

(y*  +  2xyc08<o  +  x*  +  2d2/  +  2ex+f)(p1z±qlx  +  k)  -  0  (VI) 

Die  letzte  der  Gleichungen  (V)  verlangt,  dass  entweder  k  =  0,  oder 
/  =  0,  dass  also  eine  der  beiden  Linien  durch  Punkt  0  gehe. 

I)  fc~*0. 

Dio  Gleichungen  sind  jetzt: 

d  =»  —  qt 
e  ■=  —  pt 
Tm*-PiPs  =  —  (Pi9i±/»29i)cosw 

Es  sind  hiernach  die  zwei  Bodinguugsgleichungeu  zu  erfüllen: 


Digitized  by  Goo< 


zwei  JeMe  Strecken  unter  gleichen   Winkeln  erscheinen. 


21 


Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  schreiben: 
und  die  zweite  nach  Division  durch  pipt: 

Pl     Pi         Pi  Pl 


+  ^C08  0>  — 1 

5t  _  H_Pi  

p'      ±-— cos» 
Pi 


(VII) 


Hierdurch  liefert  die  erste  der  beiden  Gleichungen: 

[l  "  (")*]  [>**sin*a,+M±£  -cosa»2]  -  0. 

Da  der  zweite  Factor  als  Summe  zweier  Quadrate  nicht  verschwinden 
kann,  so  muss 

(X)' " l'     S  -  * 1 

sein.  Hier  kann  nur  das  obere  Vorzeichen  gelten,  weil  der  Annahme  nach 
p,  urd  q%  beide  positiv  sind.  Substituirt  man  den  Wert,  in  (VII), 
so  erhält  man  qt  —  ^  Die  beiden  Strecken  sind  also  gleich,  und 
ihre  Mitten  sind  gleichweit  von  0  entfernt.  Dieser  Fall  ist  zu  ein- 
fach, um  weitere  Bemerkungen  zu  bedürfen. 

II.  /=0. 
Die  Gleichungen  heissen  jetzt: 

k  +  2dp1  —  —  2pl9s 
k  ±  2eqt  -  T  2pl9l 
fccos  o)  -r-rfgi-f-«Pi  =  —  (piöj  ±Fi5i)  ^>s  a> 
2<ife-  |»i(ft,-5i2) 
2ek  -  ±9l(V-^8) 
Sie  enthalten  die  3  Unbekannten  d,  e,  jfc,  so  dass  also  2  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  4  Grösseu  p  und  q  entstehen. 

Damit  nicht  durch  Division  durch  eine  Function  dieser  Grössen 
möglicherweise  ein  Fall  verloren  gehe,  darf  man  nicht,  wie  es  am 
einfachsten  scheint,  die  Unbekannten  aus  den  beiden  ersten  und  den 
den  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen,  sondern  nur  aus  dreien. 
Dazu  eignen  sich  am  besten  die  3  ersten,  weil  sie  zu  Gleichungen 
des  ersten  Grades  führen.   Man  erhält  aus  ihnen: 
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/>!*  +  9i*T2p,<7,  COS  CO 
,        -r-o         7>lP2  ±  9l'/2  ~  +7Vh)C03  CO 

* "  +  * 'h       Pi'+fli*? 2££  cos  co  (IX) 

Die  gesuchten  Bcdingungsgleichungen  erhält  man  durch  Substi- 
tution dieser  Werte  in  die  noch  unbenutzten  letzten  beiden  Glei- 
chungen (VIII).  Man  erhält  indes  bequemere  Gleichungen,  wenn 
man  vorher  einmal  diese  Gleichungen  durch  einander  dividirt  und 
das  anderemal  sie  addirt,  nachdem  man  die  erste  mit  pl  und  die  an- 
dere mit  +2,  multiplicirt  hat.  Bedenkt  mau,  dass  /^-Hzi^TSftPjCoscu 
stets  grösser  als  Null,  und  man  demnach  dadurch  dividiren  darf,  so 
bekommt  man 

± <Zi( Pi  +  <Zi  COS  co)  ( p*2  -  pS)  =Pt{pt  COS  co  +  qt)  ($,8— fc*)  (X) 

(j>1<?2  T  P2?l)  [±  4pi<Z^7>l  P2  ±  9l'/2  —  (Pili  ±  7>2<?l)  COS  CO) 

—  (Pi<te  ±Pi*li)(Pi*  +  <li*T  tyrtiMS  co)]  =  0 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  wird  befriedigt,  indem  man  einen  der 
beiden  Factoren  der  Null  gleich  setzt. 

a)  Es  sei  zuerst 

PiQi  +  Prti  -  0  (XI) 
Dadurch  wird  die  erste  Gleichung  zu 

(pJ—Pi*)  (l»iS+5i8:F2pi?j  cos  co)  =0. 

Da,  wie  schon  bemerkt,  der  zweite  Factor  nicht  Null  werden 
kann,  so  muss  sein 

ft  =  ±*i 

mithin  auch 

92  =  ±  tfi- 

Dieser  Fall  besteht  demnach  darin,  dass  die  beiden  Strecken  im 
Tunkte  0  zusammen  stossen;  die  gerade  Linie  des  geometrischen 
Ortes  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  freien  Enden  der  Strecken; 
der  Kreis  schrumpft  wegen  d  =  c  —  0  in  den  Punkt  Ü  zusammen. 
Der  Wechsel  in  den  Vorzeicheu  hat  weiter  keine  Folge,  als  dass  au 
die  Stelle  des  Winkels  co  sein  Nebenwinkel  tritt.  Innerhalb  des 
Winkels,  der  von  den  beiden  Strecken  eingeschlossen  wird,  giebt  es 
keine  Punkte,  welche  der  Aufgabe  genügen. 

b)  Setzt  man  zweitens  den  zweiten  Factor  in  der  zweiten  Glei- 
chung (X)  gleich  Null,  so  lässt  sich  die  Gleichung  schreiben: 
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Pi  (Pi  ¥    cos  a>)  (p!9sT3mi)  =+<2i(Pi  cos  w+g,)  (Sp^tTPtft)  (XII) 

Verbindet  man  diese  Gleichnng  mit  der  ersten  Gleichung  (X) ,  indem 
man,  um  keine  Bedingung  zu  verlieren,  kreuzweise  multiplicirt,  so 
erhält  man: 

<  /»,  T  9i  cos  co)  ( Pl  cos  o)  +  qt)  [(/»,<?t  T  fyrti)  (q%  — 

+  (3/>wsT^>^l)(^'^^-Pl2)(?ls,]  -  o 

Die  beiden  ersten  Factoren,  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  betreffen 
Fälle,  welche,  wie  wir  später  sehen  werden,  in  dem  allgemeinem 
enthalteu  sind,  so  dass  wir  sie  hier  nicht  zu  betrachten  brauchen. 
Es  muss  also  der  dritte  Factor  verschwinden.  Durch  einfache  Um- 
formung erhält  man: 

Da  das  Verschwinden  des  ersten  Factors  schon  unter  a)  seine 
Erlndigung  gefunden,  so  haben  wir  nur  die  Bedingung  zu  betrachten : 

Insofern  die  Vorzeichen  der  rechten  Seite  von  denen  auf  der 
linken  Seite  unabhängig  sind,  ersetzt  diese  Gleichung  4  Gleichungen, 
von  welchen  sich  zwei  (mit  dem  Vorzeichen  —  vor  Pfqt)  auf  die 
äussern  und  zwei  auf  die  innern  Punkte  beziehen.  Um  die  weiteren 
Entwickelnngen  übersichtlicher  zu  gestalten,  empfiehlt  es  sich  das 
Vorzeichen  von  qt  auf  beiden  Seiten  zugleich  wechseln  zu  lassen, 
wodurch  wir  die  beiden  Doppelgleichuugen  erhalten: 

a')  ftfcT/Wi  —  T^Mii        b')  PrtzTptft  =  ±%Pi<l\  (XIII) 

wobei  wir  festsetzen,  dass  in  jeder  derselben  die  beiden  obern  und 
ebenso  die  beiden  untern  Vorzeichen  zusammen  gehören  sollen.  Zu 
jeder  der  beiden  Gleichungen  gehört  als  zweite  Bedingung,  je  nach 
der  Zweckmässigkeit  entweder  die  Gleichung  (XII)  oder  die  erste  der 
Gleichungen  (X).  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  jede  der  früher 
gefundenen  Bedingungen  ftTtfi  cosw  —  0,  p,cos  to^fqt  «•  0,  durch 
Verbindungen  mit  den  letztern  Gleichungen  zu  solchen  Werten  vou 
und  qs  führt,  welche  die  Gleichungen  (XIII)  befriedigen,  wodurch 
die  oben  aufgestellte  Behauptung  bewiesen  ist. 


Die  Verbindung  der  ersten  der  Gleichungen  (XIII)  mit  (XII) 
liefert: 
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a')   *=+2Ml^+^T2^— , 

.   n  Pl  T  gl  COS  »  

e  =  ±  2Pl9l    jj^B   (XV) 

Die  Gleichung  b')  liefert  diesslben  Werte,  nur  mit  umgekehrtem  Vor- 
zeichen. 

Bedenkt  man,  dass  der  in  allen  Ausdrücken  vorkommende  Nen- 
ner nichts  ist  als  das  Quadrat  der  dritten  Seite  des  Dreiecks,  dessen 
andere  Seiten  px  und  qt  sind  und  den  Winkel  co  oder  180° — t»  ein- 
schliessen,  so  kann  man  die  Ausdrücke  construiren.  Sie  lehren  uns, 
dass  zu  jedem  Werte  von  px  und  qx  vier  Werte  von  Pi  und  also 
vier  verschiedene  Lagen  der  Strecken  gehören.  Versucht  man  an- 
derseits Pl  und  5,  durch  p2  und  q2  auszudrücken,  so  gelangt  man  zu 
Gleichungen  des  3ten  Grades,  so  dass  die  Aufgabe  auch  dann  immer 
möglich  ist,  wenn  die  Mitten  der  Strecken  gegeben  sind. 

Zur  weitern  Behandlung  der  Aufgabe,  namentlich  zur  geometri- 
schen Deutung  der  aualytischen  Ergebnisse,  ist  es  zweckmässig,  die 
Grössen  p',  q,  p  \  q",  also  die  Lage  dor  Endpunkte  der  Strecken  an 
Stelle  von  p„  </„  j»2,  qt  wieder  einzuführen.  Zu  dem  Ende  müssen 
aber  die  vier  Gleichungen  (XIII)  getrennt  behandelt  werden: 

«)  Mj-Mi  =  -2mj- 

Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

Pi(</2  +  '/i)-<?i(P2-7>i)  =  0  (XVI) 

d.  h. 

ft*"-«if>'    oder  P"-p':q»-q'~pf:q". 

Die  zweite  Bedingung  liefert  die  Gl.  (X),  welche  hieruach  (uud 
unter  Berücksichtigung  von  </2*— 9i2  =  tfV;  P^—pf^p'p")  g»ht: 

(p'—q"cosa>)p"=  (p'cosw-g'V 

oder 

py+'/V'-Hj»V+pV)cosü>  »  0  (XVI)b 

d.  h.  „die  Gerade,  welche  von  den  Coordiuatenaxen  die  Stücke  p\ 
„</"  abschneidet,  steht  senkrecht  auf  der  Geraden,  welche  die  Ab- 
schnitte p",  </  bestimmt." 

Die  Proportion  (XVI)  lässt  sich  schreiben: 

n  t 
ii  l    i  „f  V         i  ii 
P   2"T7  2  = '  vn  ' 
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d.  h.  die  Gleichung  p"y-\-q'x  =  p'q"  wird  befriedigt  durch  y  =  ~r  , 

x  =  oder,  mit  andern  Worten,  die  zweite  der  eben  ge- 
nannten Geraden  wird  durch  die  erste  halbirt. 

Verfahrt  man  in  gleicher  Weise  mit  den  übrigen  drei  Gleichun- 
gen (XUI),  so  findet  man: 


Allgemein  lässt  sich  hiernach  die  Beziehung,  welche  zwischen 
den  Lagen  der  vier  Endpunkte  der  beiden  Strecken  stattfinden  muss, 
in  folgende  Worte  fassen. 

„Die  Gerade,  welche  einen  Endpunkt  einer  Strecke  mit  einem 
„Kndpunkt  der  andern  Strecke  verbindet,  steht  senkrecht  auf  der 
„Verbindungslinie  der  beiden  andern  Endpunkte  und  halbirt  die- 
selbe." 

Insofern  die  Lage  der  Endpunkte  in  Bezug  auf  den  Punkt  0 
durch  die  Vorzeichen  in  den  Proportionen  und  durch  die  Bedingung 
p"Z>p'->  <l'7>  9*  teils  bestimmt  wird,  teils  unbestimmt  gelassen  ist, 
könnte  man  noch  weitere  Fälle  unterscheiden,  die  aber  wieder  zum 
Teil  in  einauder  Übergehn,  wenn  man  den  Winkel  w  mit  seinem 
Scheitelwinkel  oder  einem  seiner  Nebenwinkel  vertauscht  Alle  diese 
Fälle  kann  mau  unter  folgende  zwei  zusammenfassen:  Entweder  liegen 
die  Endpunkte  jeder  der  beiden  Strecken  auf  derselben  Seite  des 
Scheitels  0,  oder  eine  der  beiden  Strecken  wird  durch  0  geteilt. 
Ein  dritter  Fall,  wo  beide  Strecken  durch  0  geteilt  wurden,  ist  nicht 
möglich,  da  die  Bedingung  '/'!>0,  p">«ü,  '/'<0,  p  <0  mit  jeder 
der  vier  Proportionen  in  Widerspruch  steht. 

Geometrische  Construction  der  Strecken, 
a)  Gegeben  P'  und  Q". 

1)  Man  verbindet  P'  mit  Q"  und  errichtet  in  der  Mitte 
M  von  P'Q"  eine  Senkrechte,  welche  die  Schenkel  von  a  in  P" 
und  Q'  schneidet  (Fall  y). 


■I"v       "      — <    n        i         ii  jii 

ö)   p  —p:q  —  q  =>p       q  ; 

Pip"— </"coso>)  =  tfV'cosoo  —  q") 


(XVII) 


26  Stammer:  Geometrischer  Ort  der  Punkte,  von  welchen  aus 


2)  Man  errichtet  in  einem  beliebigen  Punkte  C  von  P'Q" 
eine  Senkrechte,  welche  die  Schenkel  in  A  und  B  schneidet,  ver- 
bindet O  mit  der  Mitte  2V  von  AB,  und  zieht  durch  den  Durch- 
schnittspunkt M  dieser  Verbindungslinie  mit  P'Q"  die  P"Q'  \\  AB. 
(Fall  a). 

3)  Man  macht  P'P"  —P'Q*  uud  zieht  durch  P'  die  P'Q" 
senkrecht  zu  P"Q".   (Fall  ß). 

Dass  nie  alle  4  Fälle  zugleich  bei  gegebenem  P'  und  Q"  statt- 
finden können,  lehren  die  Vorzeichen  in  den  Proportionen  (XVII) 
und  (XVII). 

Der  Fall  <5)  erfordert,  dass  entweder  Q"  oder  P'  auf  der  andern 
Seite  von  O  liege.    Ist  letzteres  der  Fall,  so  macht  man  Q"Q' 
Q"P'  und  zieht  durch  Q"  die  Q"P'  senkrecht  zu  P'Q. 

b)   Gegeben  P'  und  P". 

Man  schlägt  mit  dem  Radius  P'P"  =  p  — p  Kreise  um  P'  und 
P",  deren  vier  Durchschnittspunkte  je  nach  der  Lage  von  und 
P"  die  Punkte  Q'  oder  Q"  liefern.  Die  Aufgabe  bietet  4  Lösungen, 
wenn  (//'— />')2  >»  (//sin  co)*;  sie  gibt  nur  2  Lösuugeu,  wenn  nur 
die  zweite  Ungleichheit,  aber  nicht  auch  die  erste  stattfindet;  sie 
lässt  endlich  keine  Lösung  zu,  wenn  die  zweite  Ungleichheit  nicht 
erfüllt  wird.  Dieses  Ergebniss  wird  auch  auf  analytischem  Wege  be- 
stätigt, wenn  mau  aus  den  beiden  zu  jedem  der  vier  Fälle  gehörigen 
Bedingungsgleichuugen  nach  Elimiuation  von  tf*  den  Wert  von  q'  be- 
stimmt. Wenn  z.  B.  p  und  p"  positiv  sind,  also  die  Strecke  P'P" 
ganz  auf  einer  Seite  vou  O  liegt,  uud  p>  j/'sin  w,  so 
liefert  der  um  P"  beschriebene  Bogen  zwei  Punkte  Q",  während  Q' 
auf  der  Halbirungsliuie  von  Wkl.  Q" P" P'  liegt  (Fall  «);  der  Bogen 
um  P'  bestimmt  einen  Punkt  Q"  (Fall  ß)  und  einen  Punkt  Q'  (Fall 
a);  so  dass  wir  hier  den  Fall  y  zweimal  und  die  Fälle  ß  uud  a  je 
einmal  erhalten.  Dass  unter  der  Voraussetzung  der  Fall  6  nicht 
statt  finden  kann,  liisst  sich  folgendermassen  beweisen:  Da  hier 
>  o,  so  erfordert  die  Proportion  für  6  (XVII),  dass  </"<0, 
mithin  auch  </'<;ü.  Elimiuirt  mau  </  zwischen  den  zwei  Bedingungen, 
so  erhält  mau: 

/>V'2  +  v"2-W'cosu>)  -  2/)'VVcos(ö~7"). 

Nach  der  Voraussetzung  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  ne- 
gativ, während  der  Coefficient  von  p  positiv  ist,  so  dass  p  negativ 
sein  muss.   Hiermit  ist  bewiesen,  dass  im  Falle  d  die  eine  Strecke 
ganz  auf  der  Verlängerung  des  Schenkels  des  Winkels  «  liegt,  und 
~»^ere  durch  O  geteilt  wird. 
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c)  Gegeben  P'  und  Q'. 

1)  Man  macht  P'P"  -  P'Q'  und  halbirt  Wkl.  P"P'Q'. 

2)  Man  macht  Q'Q"  =»  Q'P*  und  halbirt  Wkl.  P'Q'Q". 

Hierbei  können  jedoch  je  nach  der  Lage  der  gegebenen  Punkte 
die  Punkte  Q"  und  P"  so  zu  liegen  kommen,  dass  P"  zu  P*  und 
P'  zu  P"  wird  u.  8.  w. 

Noch  einige  andere  Beziehungen  mögeu  hier  Platz  finden: 

1)  Wegen  MQ'  =  MP"  ist  in  dem  Dreieck  OQ'P" 

P'P".Ü^'^  OP'.  Q'QT, 

i  h. 

(P"-P) :  i<f- <l)  -  p' :  7"    also  (XVI). 
Aeholich  in  den  übrigen  Fällen. 

2)  Die  Bedingungsgleichung  (XVIb) 

(p'— fl"  COS  CO)  p"  mm  (pC08  (0  —  </')'/' 

lässt  sich  auch  schreiben 

p'(p"—  7'coso))  =  f/'(//'cosw  —  7'). 

Setzt  man  hierin  für  7"  seinen  Wert  ^3  a  aus  der  zuge- 
hörigen Proportion,  so  kommt: 

(yw«N «o  -y(p"<»8  (o  -7'), 

und  weun  man  von  beiden  Seiten  p"(p"—  r/'cosco)  abzieht: 
2(p"-/0(p"—  g'coso))  -  />"*  +  7'*- Wcos«, 

oder 

p"~p':  ivV'2+'/2-V7'cosa>  -  V7/'HV2-VV^<»:/>"--7'cos(» . 

Dasselbe} liefert  uns  die  Figur,  wenn  wir  Q'D  senkrecht  OP"  fällen: 
denu  P'P":MP  '=*  P"Q'i  P'D. 

Dieses  Ergebniss  lässt  uns  unter  anderm  die  Bedeutung  des  oft 
wiederkehrenden  Ausdrucks  p*+72  +  2/)7COS  <o  erkennen. 

Geometrischer  Ort 


1)   Die  Gerade. 
Ihre  Gleichung  ist  (VI) 
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ftir±«,*--*,  wo  k  -  +  2W|.  ftt+^tf— — 
Aus  (XIV)  folgt 

gi'— P*  =  Pt—Pi . 

pi2+ql*+2plq1CO*ü>  2p, 

mithin  ist 

*  c  T$i-(p«— Px)  —  Tp'gi? 

daher,  wenn  wir  uns  auf  den  Fall  a)  beschränken,  die  Gleichung  der 
Geraden 

Setzt  man  hierein  aus  der  Gleichung  (XVI)  für  p,  seinen  Wert 
\r,  so  ist  die  Gerade: 

p'p+tf*  -i»V', 

dies  heisst,  die  Gerade  verbindet  die  Punkte  P\  Q". 

In  den  andern  3  Fällen  besteht  die  Gerade  aus  den  Verbin- 
dungslinien 

P'Q'  für  0);      7>"Q'  für  y);       P"Q?  für  d). 

Das  Ergebniss  ist  so  einfach,  dass  ein  Hinweis  auf  die  Figur 
überflüssig  erscheint  Es  sei  nur  bemerkt,  dass  vorauszusehu  war, 
dass  der  geometrische  Ort  durch  zwei  Endpunkte  gehn  muss.  Da  näm- 
lich nach  der  Annahme  k  ^  0,  die  Gerade  mithin  die  Schenkel  des 

Winkels  w  schneidet,  so  kann  das  nur  in  den  Endpunkten  der 
Strecken  geschehn,  in  so  fern  von  jedem  anderen  Punkte  des  Schen- 
kels des  Winkels  aus  die  auf  demselben  liegende  Strecke  unter  dem 
Winkel  O  erscheint,  während  der  Winkel,  unter  dem  sie  von  einem 
ihrer  Endpunkte  aus  gesehn  wird,  jede  beliebige  Grösse  haben  kann. 

2.   Der  Kreis. 
Seine  Gleichung  ist 

,/  +  2xy  COSQ)  +x*  +  2dy  +  2ex  =  0, 

WO 

,         .  «    „  Vi  +  gl  C08co  

«-tWMpS+tftZp^coM 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  «),  so  erhält  man,  #cnn  mau  für 
p1  seinen  Wert  aus  p^q"  =  p'y,  einsetzt, 
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p' —  fl"C080J 


d  -  2p'qi  p'*-\-q"*-2P'q"coato 


Schreibt  man  den  Nenner  />'(j>'—  g"cosco) —  q'ip'cosa — q')  und 
benutzt  die  erste  der  Gleichungen  (XVI  b),  so  wird 

i  _  2giPV 

p  q  —p  q 

und  anter  Benutzung  von  ptq"  —  p'^ 

2 

Ebenso 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  daher 

y2  -f  2a#  COSO)  -f-  x*  —  qy  —  p"x  —  0 ; 

d.  h.  Der  Kreis  geht  durch  die  Punkte  0,  P",  Q\  also  durch  die 
beiden  Endpunkte  der  Strecken,  durch  welche  die  Gerade  des  geo- 
metrischen Ortes  nicht  geht. 

Wiederholt  man  die  Entwickelung  für  die  übrigen  3  Fälle,  so 
findet  man: 

ß)  Gerade  durch  P',  Q',        Kreis  durch  P",  Q", 
Man  bat  daher  allgemein  den  Satz: 

„Die  Senkrechte  in  der  Mitte  einer  Dreiecksseite  AC  schnei- 
det von  den  beiden  andern  Seiten,  von  den  Punkten  A,  C  an 
„gerechnet,  solche  Abschnitte  AD,  CE  ab,  dass  der  dem  Dreieck  um- 
schriebene Kreis  der  geometrische  Ort  der  Punkte  K  wird,  von 
„welchen  aus  die  beiden  Abschnitte  unter  gleichen  Winkeln  erscheinen." 

Als  Folge  hiervon  gilt  der  Satz: 

„Die  Verbindungslinien  der  Teilpunkte  1K  E  mit  den  Punkten 
„der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises  stehen  in  einem  Constan- 
zen Verhältnisse  " 

„Die  Verbindungslinien  EA,  CD  schneiden  sich  auf  der  Peripherie 
„des  Kreises." 
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B.   Die  Strecken  sind  parallel. 

Nimmt  man  zur  y  Axe  des  schiefwinkligen  Coordinatcnsystems 
die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  bcidcu  Strecken  und  legt  die 
x  Axe  parallel  zu  diesen,  so  ist,  wenn  der  Coordinateuwinkel  mit  cu, 
die  Strecken  mit  2p  und  2q  und  die  auf  der  y  Axe  gemessenen  Ab- 
stände der  Strecken  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  bl%  b» 
bezeichnet  werden, 

I  j — Ismo)  I  — , —  Ismo) 

\X—p      x-\-p  )  \x—q      X-\-q  )  

oder  « 
(yi 4. x* 4. 2^  coso))y(p  +  «)  - r(&iP  =F*rf+ 2ftäP  T  2^) 

—  T  + 2^(&i  (f>  T  g)coso)  (XIX) 
+ tiS&th  ±pq)(pTq)  + Vp T  Vd 

—  2xeoim(p  T  2)^1*2  —  &A@tJ*T,  ^is)  HF  pq(b*P  +  ^12)  —  0. 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  bedeutend,  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  auf  den  Aebnlichkeitspuukt  der  beiden  Strecken 
legen  und  zwar  auf  den  äussern  oder  innern,  je  nachdem  der  geome- 
trische Ort  für  die  äussern  oder  die  innern  Punkte  gesucht  wird,  also 
je  nachdem  in  der  Gleichung  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen 
gelten  soll.  Diese  Bestimmung  ist  stets  ausführbar  mit  Ausnahme 
des  Falles,  wo  bei  gleichen  Strecken  die  äussern  Puukte  gesucht 
werden,  weil  dann  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  ins  Unendliche 
rückt.  Sehen  wir  von  diesem  Falle  vorläufig  ab,  so  ist  btq  =  ±6Äj>, 
also  die  Gleichung  der  Curve 

(y 2  4-  x* + 2xy  C08(o)y(p  +  q)  —  y2(bi  P  T  %) 
—  x2(btp  +  btf)  4  2xy{by  -f-&2)  (p  If  q)C03C0 

+ ±pq)(p  T  2)  +  hP(h  —  *»)]+  2*  cos  a> .  bxb^{p  T  q)  =  0. 

Führt  man  noch  den  Abstand  2h  der  Mitten  der  Strecken,  also 
2h  =  bt—bl  ein,  so  ist 

1       _M-       ,   _  ±2gA 

^  pTq'    h~~P  +  <i 

und  die  Gleichung  wird 

(y* + x*  +  2xy  cos«)  [y(  p  T  q)*  -  Wp*  -  q*)]  ±  pqy[u>* +(pT  2)*] 

±_Spqh2x  COS (0  —  0  (XX) 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit 
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(uy*  -}-  2bxy  COS  co -\~cx*-\~2dy-\-  2cx  +  /)  (ny  +  ww  4"      —  0 

oder 

(ay*+  2*y  C08Q)  +  car*)  (ny-j-  *»*  +  *)  4"  2dny* -\- 2{<lm  -\-  eu)ry  -f-  2em** 

-f.0(2«tt+*/) */)+/*  =  °> 

so  erkennt  man  sofort,  dass 

m  —  0 
a  =  c  —  1 
i  ■=  cos u 
=  —  2A(p*— </*) 

n  —  (i>T  g)f. 

Da  p  und  positive  Grössen  sind,  und  für  p  =  q  das  obere  Zeichen 
ausgeschlossen  ist,  so  kann  7t  nicht  Null  sein.   Daraus  folgt  weiter: 

d  «=  e  =  0, 

nf=±pq[ih*+(pTq)*l 

Da  hiernach  /  nicht  Null  sein  kauu,  so  verlangt  die  Gleichung 
fk  =  ü,  dass 

k  «=  0,  also  = 
2eJfc+m/  =»  0  =  x  8pgA*cos<a,  also  cos  co  -=  0. 

Die  Bedingung  ist  also,  dass  die  Strecken  gleich  sind  und  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mitteu  senkrecht  auf  ihneu  steht.  Dann  ist  die 
Gerade 

y  =»  0,  und  der  Kreis  yt-\-xi  =  hi-\-pt, 

ein  Ergebniss,  welches  keiner  weitern  Bemerkung  bedarf.  Es  bezieht 
sich  natürlich  nur  auf  die  inner n  Punkte,  weil  die  Bedinguug  ;>  =  </ 
lautet,  und  in  diesem  Falle,  wie  oben  angegeben,  das  obere  Vorzeichen 
Ton  q  keine  Gültigkeit  hat.  Es  bleibt  also  noch  der  geometrische 
Ort  der  äussern  Punkte  zu  suchen,  wenn  die  Strecken  gleich  sind. 

Legt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf  den  innern 
Aehnlichkeitspunkt,  also  in  die  Mitte  der  Verbindungslinie  der  Mitten 
der  Strecken,  so  ist  b%  = — 6,  und  die  Gleichung  (XIX)  wird,  weil 
jetzt  das  obere  Zeichen  gilt  und  p  —  q  =  0, 

?/»-*> (XXI) 

Sie  stellt  eine  gleichseitige  Hyperbel  dar,  bezogeu  auf  ein  Paar  zu- 
geordneter Durchmesser.    Da  sie  befriedigt  wird  durch  y^x^n 
*  =  XJ>>  so  geht  die  Hyperbel  durch  die  4  Endpunkt 
Die  Gerade,  welche  zum  geometrischen  Orte  gebort,  ist  \u_ 
liehe  gerückt,  indem  die  ursprüngliche  Gleichui 
Grad  gesunken  ist 
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Das  erlangte  Ergebniss  enthält  den  Ausdruck  einer  Eigenschaft 
der  gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezug  auf  ein  Paar  paraller  und  vom 
Mittelpunkt  gleichweit  abstehender  Sehnen.  Um  zu  erkennen,  ob 
diese  Eigenschaft  eine  allgemeine  ist,  denken  wir  uus  zwei  solcher 
Sehnen  einer  gegebenen  Hyperbel  gezogen,  und  dies  zu  ihrer  Richtung 
gehörige  Paar  zugeordneter  Durchmesser  construirt.  Die  Gleichung 
der  Hyperbel,  auf  dieselben  bezogen,  ist: 


Sind  dann  bt  und  —  bt  die  Abschnitte,  welche  die  Sehnen  auf  der 
y  Axe  bestimmen,  so  findet  man  für  die  Länge  der  Sehnen 


was  stets  mit  der  Gleichung  (XXI)  stimmt,  wenn  p>l>.  Man  erhält 
dagegen  p  <  wenn  man  die  Sehneu  im  Abstände  p  dem  imagiuären 
Durchmesser  parallel  zieht.  Wir  haben  also  den  allgemein  geltenden 
Satz  gefunden: 

„Je  zwei  parallele  und  in  gleichen  Abständen  vom  Mittelpunkte 
„gezogene  Sehnen  der  gleichseitigeu  Hyperbel  werden  von  allen 
„Punkten  der  Curve  aus  (welche  nicht  zwischen  den  Sehnen  liegen) 
„unter  gleichen  Winkeln  gesehen." 


Dieser  Satz  entspricht  offenbar  dem  Satze  von  den  Peripherie- 
winkeln  im  Kreise. 


Zu  der  Gleichung  (XXI)  ist  noch  zu  bemerken,  dass  sie  uus 
lehrt,  dass  die  Strecken  entweder  Punkte  desselben  Zweiges  oder 


verschiedener  Zweige  der  Hyperbel  verbinden,  je  nachdem  p  ^  h. 

Die  Axeu  der  Hyperbel  halbiren  die  Winkel,  welche  die  Verbindungs- 
linie der  Mitten  der  Strecken  mit  der  auf  dieser  Linie  in  ihrer  Mitte 
senkrecht  stehenden  Geraden  bildet.  Wenu  h  =  p,  artet  die  Hyperbel 
in  zwei  auf  einauder  seukrechte  Gerade  aus,  welche  die  Enden  der 
Strecken  kreuzweise  verbinden.  Es  ist  dies  zugleich  der  Grenzfall 
von  A.  II.  b,  wenn  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  zu  Parallelen 
werden  und  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  der  Strecken  sich 
gegenseitig  halbiren.  Wenu  die  Verbindungslinie  der  Mitten  auf 
deu  Strecken  senkrecht  steht,  so  habeu  wir  die  schöue  Beziehung, 
dass  zugleich  die  innern  Punkte  des  geometrischen  Ortes  auf  einem 
Kreise  und  einer  Geraden  und  die  äussern  Punkte  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  liegen. 


oder 


zwei  fette  Strecken  unter  gleichen   Winkeln  erscheinen. 
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Da  ferner  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  auch  Wkl.  P'MQ'  = 
P"MCt'  (wo  M  ein  Punkt  der  Curve)  und  P'Q'Q'T"  ein  Parallelo- 
gramm ist,  so  lässt  sieb  der  gefundene  Satz  auch  folgendermassen 
aussprechen : 


,Der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte,  von  welchen  aus  die 
„gegenüberliegenden  Seiten  eines  Parallelogramms  unter  gleichen 
„Winkeln  erscheinen,  ist  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche  durch 
„die  Ecken  des  Parallelogramms  geht";  oder 

Die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
eingeschriebenen  Parallelogramms  erscheinen  von  jedem  Punkte  der 
Hyperbel  aus  unter  gleichen  Winkeln. 

C.   Die  Strecken  liegen  auf  derselben  Geraden. 

Behält  man  die  Bezeichnungen  unter  (A)  bei  und  nimmt,  da  hier 
von  innern  Punkten  nicht  die  Rede  sein  kann,  zum  Anfangspunkt 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt 
der  Strecken,  so  erhält  man  wegen  Ptqs  =  ptfj,  als  Gleichung  des 
geometrischen  Ortes: 

y[Wi  —pi)  (y* +**  +j>i9i)  -fj>2*2i  —  PI?**]  —  0. 

Der  geometrische  Ort  besteht  also  aus  der  Geraden  y  =  0  und  dem 
Kreis  (y2-f  x*-f  piqi)  (qi  —  pj+pfa  —  Pite*  =  *>• 

Bezeichnet  man  den  Abstand  der  Mitten  der  Strecken  mit  ^, 
so  ist 

fh  Pi 

und  da  ferner  bei  der  Wahl  unseres  Coordinatensystems  der  Fall 
tfi  =  Pi  ausgeschlossen  werden  muss,  und  man  daher  durch  qx—  />, 
dividiren  darf,  so  erhalten  wir: 

Der  Kreis  hat  mithin  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt  zum  Mittel- 
punkt und  zum  Radius  — - — Vpiqi(gi — (<Zi—  pi)*)- 

5i  Pi 

Es  besteht  zwischen  den  Grössen  p  und  q  keine  andere  Bedin- 
gung als  die,  dass  gi^>(q1 — Pi)8  oder,  wenn  wir  festsetzen,  dass 
einfacher  g  >  g, — pv   Es  gilt  also  allgemein  der  Satz: 

„Der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte,  von  welchen  zwei  in 
„einer  Geraden  liegende  Strecken  unter  gleichen  Winkeln  erscheinen, 
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„ist  die  Gerade  selbst  und  ein  Kreis,  der  zum  Mittelpunkt  den  äussern 
„Aehnlichkeitspunkt  der  Strecken  hat." 

Wenn  der  Unterschied  der  Längen  der  beiden  Strecken  sich 
verringert,  so  wächst  der  Radius,  und  der  Mittelpunkt  rückt  weiter 
fort,  bis  für  ql  =  px  der  Radius  unendlich  gross,  der  Kreis  also  zu 
einer  auf  den  Strecken  senkrechten  Geraden  wird. 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  auf  elementar-geometrischem  Wege 
beweisen.  Ist  nämlich  M  ein  Puukt  des  geometrischen  Ortes,  so  soll 
Wkl.  P'MP"  =  Q'MQ"  sein.  Die  Inhalte  der  Dreiecke  P'MP"  und 
Q! MQ"  verhalten  sich  daher  einerseits  wie  die  Producte  der  diese 
Winkel  einschlicssendcn  Seiten,  andrerseits  wie  die  Grundlinien  2pt 
und  2qv  Bezeichnet  man  die  Verbindungslinien  von  M  mit  den  End- 
punkten der  Strecken  mit  u„  «j,  v„  t?8,  so  bat  man  demnach: 

«,.«,  :Vl.v9  =  2Pl:2qv 
Da  aber  auch  Wkl.  P'MQ'  -  P"MQ",  so  ist  ebenso 

*i  •    :  "* •  *>*  =  9+Pi  ~  Qi  '9—Pi  +  Qi- 
Die  Multiplication  der  beiden  Proportionen  liefert: 

«i :  »8  =  "VW^-r-Pi  —  3i) :  Vqi(9  ~ Pi  +  «Zi)- 

Da  hiernach  m,  und  t>2  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen,  so 
ißt  der  Ort  des  Punktes  M  ein  Kreis  u.  8.  w. 


Zusammenstellung: 

Geometrischer  Ort. 


Bedingung. 

A.  Die  Strecken  liegen  auf  zwei 
Geraden,  welche  sich  im  Punkte 
O  schneiden  und  einen  belie- 
bigen Winkel  <o  einschliessen. 

I.  Die  Strecken  sind  gleich,  und 
ihre  Mitten  haben  gleiche 
Abstände  von  O. 


Die  Halbirungslinio  des  Winkels 
und  der  Kreis  durch  die  vier  End- 
punkte der  Strecken.  —  Innere 
oder  äussere  Punkte,  je  nachdem 
die  Mitten  der  Strecken  auf  den 
Schenkeln  von  o>  oder  seines  Ne- 
benwinkels liegen. 
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II  a.  Die  Strecken  sind  ungleich 
und  stossen  im  Punkte  O 
zusammen. 


IIb.  Die  Strecken  ungleich  und 
beliebig,  aber  so  gelegen, 
dass  die  Verbindungslinien 
ihrer  Endpunkte  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen  und 
die  eine  derselbeu  von  der 
andern  halbirt  wird. 

B.  Die  Strecken  sind  parallel; 
dann  müssen  sie  gleiche  Länge 
haben. 

I.  Sie  befinden  sich  in  beliebiger 
gegenseitiger  Lage. 


II.  Ihre  Mitten  liegen  senkrecht 
übereinander. 


C.  Die  Strecken  liegen  in  einer 
Geraden.  Länge  und  gegen- 
seitige Lage  beliebig. 
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Die  Verbindungsgerade  der  freien 
Eudpunkte  und  der  Punkt  O.  — 
Nur  äussere  Punkte,  wenn  die 
Strecken  auf  den  Schenkeln  selbst 
(nicht  der  Verlängerung)  liegen. 

Die  Verbindungslinie  zweier  End- 
punkte, welche  die  andere  halbirt, 
und  der  Kreis  durch  die  beiden 
andern  Eudpunkte  und  den  Punkt 
Ö.  —  Teils  innere,  teils  äussere 
Punkte. 


Die  äussern  Punkte  bilden  eine 
gleichseitige  Hyperbel ,  welche 
durch  die  Endpunkte  der  Strecken 
geht. 

Für  die  äussern  Puukte  die 
gleiehseitige  Hyperbel;  für  die 
inuern  der  Kreis  durch  die  End- 
punkte der  Strecken  und  die  Ge- 
rade, welche  in  der  Mitte  der- 
selben zu  ihnen  parallel  gezogen 
ist. 

Die  Gerade,  auf  der  die  Strecken 
liegen,  und  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt der  äussere  Aehulichkcits- 
punkt  der  Strecken  ist.  Sind  die 
Strecken  gleich,  so  wird  der  Kreis 
zu  einer  auf  den  Strecken  senk- 
rechten Geraden. 


Schlusswort.  Wenn  auch  die  vorliegende  Untersuchung,  viel- 
leicht mit  Ausnahme  der  beiden  Sätze  von  dem  dem  Dreiecke  um- 
geschriebenen Kreis  und  der  gleichseitigen  Hyperbel,  nichts  wesentlich 
Neues  geliefert  hat,  so  dürfte  doch  die  Untersuchung  selbst  nicht 
ganz  ohne  Interesse  sein  und  jedenfalls  das  Verdienst  in  Anspruch 
nehmen,  auf  die  Beziehungen  (A.  II.  b)  der  Strecken  hingewiesen  zu 


t 
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haben,  bei  denen  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  auf  einander 
senkrecht  stehen,  und  die  daher  zwei  Seiten  eines  Deltoids  bilden. 
Wenn  ferner  die  elementar-geometrische  Behandlung  der  Aufgabe 
zum  Teil  weit  einfacher  und  rascher  zum  Ziele  geführt  haben  würde, 
so  hat  die  analytische  Behandlungsweise  den  entschiedenen  Vorzug, 
die  Frage  vollständiger  zu  erschöpfen  und  die  Gewissheit  zu  bieten, 
dass  kein  möglicher  Fall  übersehen  worden. 
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IV. 


Infinitärer  Hauptwert  und  approximative 

Entwickelung. 


Ist  lim {/(»):  tp(n)\  =  1  fttr  n  -=  ao,  so  folgt,  dass  für  ein  hin- 
reichend grosses  n  die  Werte  von  f(n)  und  <p(n)  auf  eine  gewünschte 
Anzahl  von  Decimalstellcu  (von  der  ersten  von  0  verschiedenen  an 
gerechnet)  übereinstimmen  müssen.  Doch  kann  die  Annäherung  eine 
äusserst  langsame  sein.  Einen  solchen  Fall  hat  SchlömUch  in  seiner 
Nachschrift  zu  Schröders  Aufsatz:  „Bestimmung  des  infinitären  Wer- 
tes des  Integrales 


Schlöm.  Zschr.  XXV.  106—117.  —  welche  das  Resultat  ergab : 

limfCMlog*»)  =  1 

ans  Licht  gezogen,  indem  er  den  Wert  von  nCH  für  n  <=  1000001 
auf  4  Stellen  berechnete  und  eine  bedeutende  Abweichung  in  2.  Stelle 
fand.  Die  Erklärung  des  ümstandes  ergiebt  sich,  wenn  man  den 
infinitären  Hauptwert  durch  eine  Reihe  ergänzt,  deren  Rest  von  be- 
kannter Ordnung  in  Bezug  auf  n  ist. 

Eine  solche  Entwickelung  suchte  ich  anfangs  mit  Hülfe  ent- 
sprechender Ergänzung  des  Gauss'schen  Ausdrucks  für  r(x)  zu  ge- 
winnen, welcher  unmittelbar  den  Hauptwert  des  nten  Binomial- 


enten  f ttr  n  =  a>  enthält.   Es  zeigte  sich  nun,  dass  dies 


Von 


R.  Hoppe. 
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uuntttzcr  Umweg  ist.  Gleichwol  scheint  mir  die  Reihe  für  den  qo  sten 
Biuomialcoefficienton,  und  noch  mehr  für  das  Product  der  arithmeti- 
schen Reihe,  woraus  sich  jener  zusammensetzt,  wegen  häufiger  An- 
wendung für  sich  von  Iuteresse  zu  sein.  Ich  will  daher  letztere 
Entwickelung  vorausschicken,  obgleich  ich  die  ursprünglich  beabsich- 
tigte nachher  unabhängig  davon  herleite. 

§.  1.   Infinitäror  Hauptwert  und  approximative  Ent- 
wickelung dos  Products  der  arithmetischen  Reihe. 

Nach  dem  taylorschcn  Satze  entwickelt  ergeben  sich  die 

x  —  b%     x  —  b      x%  x 

— ä-log— \  il0«;  -—log» 

+  fei  JKi+l)  W  +  (m+  l)(m  +  2)  \x-kb) 

k=m  1  /b\k        1     /     b  \m+l 
log(*-*)-log*  =  -£  -^-  —  ^—^J 


wo  c  die  Grundzahl  der  nat.  Logarithmen,  die  k  Grössen  zwischen 
0  und  1  bezeichnen.   Multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit 
die  dritte  mit  Ah,  setzt  h  =  1,  2,  . .  n  und  nimmt  die  Summe  aller, 
so  kann  man  dio  A  so  bestimmen,  dass  sich  die  Summen  nach  k 
sämmtlich  heben,  und  es  bleibt: 

x  —  b,    x  —  b     x.    x     log(z  —  b)  —  log« 

— lo*  —  -  b lo*  e  +      — 2  =  logx-f-Ä 

wo 


1       / _b  \m+1  1     (  h  \ 

hzzm  /      h  \m+l 


Setzt  man 

a?  =  a-f-  ftZ» 

und  summirt  von  p  =  1  bis  fi  =  w,  so  kommt: 
.  log  ^—  log  ~e  h  i  log  a  -  i  log(a  +  n£) 


4 
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Die  Reibe  der  R  convergirt  offenbar;  wir  können  setzen: 

ß=ee 
et  =  £  R 

Sei  überdies 

Q  =  2:  Ä 

,U=M+1 

Dann  hat  man: 

X  log(o -f  fib)  =  log  | c [— J  J  j 

and  zwar  ist 

0  _  ut  [  \  r_*_T-+l_  _j  r    &  ]m+i 

Ist  bzhw. 

Äk  -  ,4a  i   A"h  =  0  für      T  0 
v4'a  -  0;  -  —  if«  für  Ah  <  0 

wo  Q'  die  positiven,  —  Q"  die  negativen  Terme  des  allgemeinen 
Gliedes  enthält,  so  hat  Q  eine  untere  Grenze,  wo  in  Q'  die  X  =  0, 
in  Q"  die  1  =  1,  eino  obere  bei  umgekehrter  Bestimmung.  Setzt 
man,  wo  die  A  =  1,  +  1  für  so  kommt  zu  der  Reihe  für  k  —  0 
nur  das  Anfangsglied  (i  «=  n  hinzu.  Folglich  ist  die  Reihe  für  k  =>  0, 
nämlich 

beiden  Grenzen  gemeinsam,  und  man  hat: 
(     l        *=«•  )  (  b 
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Die  A  worden  bestimmt  durch  die  Bedingung: 

iW)-^+3/*(t-i)4-,=o  (2) 

Zufolge  derselben  ist  %  —  0. 

Die  Relation  (2)  ist  eine  von  denjenigen,  welche  die  bernoulli- 
schen  Zahlen  erfüllen,  wenn  man  setzt: 


daher  ist 


<-l)*-iÄ 

^»  =  0;      ^-i  =  2A(2A-iy 


A  4A  +  1  =  ...    i    lUylJ    ,    0s  ;      -4  4A-1 


(4A  +  l)(4A  +  2)'       44-1  ~4Ä(4Ä+1) 
Gl.  (1)  lässt  sich  nun  schreiben: 

m  +  1 


(3) 


ö  ~        2A(2A-1)  Vo+W 


wo  Q  zwischen  den  Grenzen  enthalten  ist: 

m  +  1 


h  — — — 

-  ^  -V  B2l(m  +  2)4»-l  <  (m  +  l)(ro+2)(^±^)  Q 


m — 1 


<l+2;     52A+l(m-t-2)4A+l  (4) 
A=0 


§.  2.   Bestimmung  dos  constanton  Factors. 

Die  Grösse  R  hängt  ab  von  a,  ä,  ji,  daher  c,  und  mit  ihm  c 
nur  von  a,  ä,  to.    Schreibt  man  demgemäss  dafür  c(a,  A)  und  setzt 

6  =  1,  und  -z  statt  a,  so  kommt: 
Dies  verglichen  mit  Gl.  (3)  giebt: 
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Ferner  ist  nach  der  Gauss'schen  Gleichung 

~c(07T),Un\l1  +  nJ  C     I  40,1) 

folglich 

Um  c(0,  1)  zu  finden,  hat  man  nach  GL  (3)  für  a  —  1,  6  —  2 
und  <*  =  2,  b  =-  2: 


ni(2^+i)»<Ki,2)(  f^j  * 

tau  /2n4-2\«*+2  . 


II( 

T 

Beides  multiplicirt  gieht  mit  Substitution  des  Wertes  zur  Linken: 


<K2, 1)     _  («^Y*1^.-*-* 
c(l,  2)c(2,  2)-  \2n+2/ 

Der  Grenzwert  für  n  =  oo  hiervon  ist,  da  die  S  verschwinden. 

Setzt  man  für  die  e  ihre  Werte  (5),  so  kommt: 

C(0, 1)  2Af)  r(2).2l  _ 
T(3)  <K0,1)  *(0,1) 


c(0,  1)  =  2VfR 
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Die  gesuchte  Formel  wird  demzufolge: 


insbesondere  für  a  =  0,  b  =  1 : 

.!  -=  2VFR  (?)"+'es  (7) 

Ä==*=i  2A(2/»-l)«2*-i~~  * 
und  um  auf  den  Gauss'schen  Ausdruck  Anwendung  zu  machen: 


/  oV 

J^H-f»    V1  +  «j 


.m+l 

Ucberall  bedeutet  Q  eine  Grösse  von  der  Ordnung  r»-«-1  ohno  diese 
näher  zu  bestimmen. 

Auf  die  ersten  Glieder  berechnet,  wird,  wonn  man 

_b  

X  a-\-nb 

setzt, 


12"    360"    1  1260  1680' 

1  ,  1     ,    1    8      JL39_  3  _     571_  A  ,  163879 
C"  5=3  1  +  12*+288X      51840*       2488320x       20901 8880x  + 


§.  3.  Recurrcntc  Bestimmung  des  Intograls 
Nach  Multiplication  mit  xH  ergiebt  die  Summation: 
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tt=O0 


Hiernach  stellt  sich  das  gesuchte  Integral  dar  als  Cocfficient  von  x* 
in  der  Entwicklung  von 

 1  

Multiplicirt  man  mit  dem  Nenner 


*=•  (-l)'s*  _  Iog(l  +  *) 
die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man: 


(9) 


k=<x>  n~k 
k=Q 


i=0  *  —  w+l 
Der  consta nte  Torrn  ist 

-K0  -  1 
nach  dessen  Subtraction  bleibt: 


*=•  /"=*       Km  1  \ 


Daher  werden  die  K  recurrent  bestimmt  durch 


«=*— 1  V 
2 


1 

k 


(10) 


Hieraus  findet  man  für 

n  -  1,     2,  3, 


4, 
19 


7 

  275 

2'    12'    24*    720     160'    60480'  24192 


5, 
3 


6» 
863 


Eliminirt  man  alle  einem  bestimmten  vorhergehenden  K,  so  erhält 
man  den  Ausdruck: 


(-1)— itf„  = 


i 

i 

i 
l 

n 
1 


1 

i 


0 

1 
i 


o 

0 

1 


0 

0 

0 


»+1 


1        1  JL 

n — 1  n — 2  n — 3 

1         1  1 

H  n — 1  » — 2 


— =  ...  1 
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§.  4.  Transformation  des  Integrals  KH. 
Man  bat: 

1  l 

Kn  -  (-«*-' £ M"fa  =  \\f »(l-t«)(2  ~»)...  (n-l-u)au 

1 

JL     rUr(n  —  u)Bu 

~n\J  r(l-u) 
0 

1 

—  y^r(l  +  «)i>-u)  sin  2Ru  Su 

-  gj-jj      a»*sin2Ru  f-^u.»-«-ie<c V e-«v«fo 

*  b  o  o 

oder  nach  Substitution  von  vw  für  t>: 


1     n  f*  vucv 

Die  Ausführung  der  Integration  nach  u  crgiebt: 


log2t>+4R* 


Setzt  man  hier  »»+1  für  n  und 


i 

v  =  r  »  — 1 


so  kommt: 


-  1    /  *  

0     log*(r  «-1)  +  4R2 


(12) 


logs 

Dieser  Ausdruck  ist  es,  den  wir  bei  Eutwickclung  der  K  zugrunde 
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§.  5.    Entwicklung  von  A"M+i  für  grosse  n. 

Der  Logarithmus  im  Nenner  des  Ausdrucks  (12)  verschwindet 
zwar  einmal  innerhalb  der  Integralgrenzeu,  doch  findet  dies  sehr  nahe 
bei  r  =  0  statt.  Für  r  >  »»-«,  wo  a  beliebig  positiv,  ist  er  im  Gegen- 
teil stets  mit  n  zugleich  =>  oo .    Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 


N—  log*(r  '•— 1)  +  4R» 
so  convergirt  die  Reihe 

(r  >  »-«) 


1    *=-  H)W 


i=0 


l0g2*+2(r  «_1) 


Zu  fernerer  Entwickelung  hat  man  die  für  x*  <  16R*  conver- 
girende  Reibe: 

das  ist  für  x  —  -  log  -  s 

n  r 

l  log? 
log(r         l)  =  iog  — (1+4) 


n 


WO 


1  I  1 

log? 
log  — 


kti    H2h)l   \  »  / 


(13) 


Für  r  >  «-«  ist  log  -  <  alogn:  -  log    unendlichklcin  für  n  =»  ao, 

r  n  r 

a  fortiori  der  aussenstehende  Factor  von  ^,  und  die  Klammer  endlich, 

also  jedenfalls  J  <  1.    Demnach  kann  man  aufs  neue  entwickeln: 


log- 


3-2 


J  f 

(r        I)  =  ^lo 


log- 


\\  -2*-2 


1  I  j=q      \  n  / 


log 


log 
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1\~*  /.  IV 

(14) 


(  lOg  \\    \=0D  h        ( log  }\ 


Letztere  Entwickelung  beruht  auf  der  Entwickelung  von  Potenzen 
unendlicher  Reihen,  die  nach  Potenzen  einer  Grösse  fortschreiten; 
das  Resultat  geordnet  nach  Potenzen  derselben  Grösse  muss  wiederum 
convergiren,  wenn  die  Grenze  der  Convergenz  der  ursprünglichen 
Reihe  nicht  erreicht  wird. 

Führt  man  die  gefundenen  Werte  ein,  so  kommt: 

k=ao  *==» 

^=  2:  (-l)*(2R)2*  2  (- 


i  =*iÖ(-l)*(2R) 


Ä=a0  f  log-\ 

\   n  / 

V=*>( lOg"^  A-<7  A 

2R)2*  £  I  ~ ^  a£  cg-k  (— 2Jfc— 2)* 


1\* 

oder: 


2-Mlog  -J  (r>«-«)  (15) 


Von  jetzt  an  müssen  wir  die  r  auch  nach  oben  zu  begrenzen. 

Sei 

n-«<r<l-«-0  (16) 

dann  wird 

alogn  >  log  -  >  —  log(l  —  n-ß)  >  n"»* 

log(«logn)  '°gl0gL 

logn  logn    ^  P 

Daher  ist  das  Mittelglied,  solange  es  positiv  ist,  unendlichkleiu  ftir 
n  =  oo ,  wenn  es  negativ  ist,  übersteigt  sein  absoluter  Wert  nicht  /?, 
bleibt  mithin,  wenn  wir  ß  <  1  setzen,  stets  <  1.  Hiernach  con- 
vergirt  auch  die  Reihe: 


,  1\ -2*-*-2  /  \\f 

l      log-\  /=08  ( log  log  -I 

4 
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§.  6.  Rest. 

Das  Integral  des  unbegrenzten  Reihenausdrucks  zwischen  r  =  0 
und  r  =  1  giebt  keine  convergente  Reihe;  daher  ist  es  notwendig 
die  Entwicklung  zu  begrenzen  und  den  Rest  zu  berechnen.  Wendet 
man  die  Reihe  an  bis  g  =>  /i  und  f  —  v  und  setzt: 


g=u  ( log  ~\  h=ff  i 
Jf-  2:  (-1)*(2R)»  £  \    —  I  2:  <v_Ä(-l/(-2*-2)Ä  X 


/=»  (loglog  ^) 


so  wird 


1  1  1 


000 
Nach  dem  taylorschen  Satze  hat  der  Rest  die  Form: 

/  IX**1 

log  -  \      /  loglog  -  \ 

-r)  W/  e 

und  zwar  bleibt  Q  innerhalb  endlicher,  von  beiden  Dignanden  un- 
abhängiger Grenzen,  wenn  dieselben  innerhalb  der  Grenzen  der  Con- 
vergenz  variiren,  wenn  also  r  der  Bedingung  (16)  genügt.  Es  lässt 
sich  aber  beweisen,  dass  dies  Verhalten  fortdauert,  wenn  r  über  die 
obere  Grenze  hinaus  bis  1  wächst 

Zunächst  haben  die  Reihen  nach  g  und  f  lauter  positive  Termc. 
Die  Reihe  nach  k  würde  nicht  aufhören  zu  convergiren,  wenn  man 
den  Factor  (—1)*  wegliesse,  so  dass  überhaupt  alle  Terme  positiv 
werden. 

Ferner  lässt  sich  der  Rest  der  Reihe  (17)  leicht  angeben:  die 
Summe  von  f—  v+1  bis  f=  00  ist  nämlich 


(log  log  -\ 

(_l)A+r+l(_2*-Ä_2)r+1 


/  l\2*+A-H>+3 
(logn  —  A  log  log  ) 

wo  1  eine  Grösse  zwischen  0  und  1  bezeichnet.   Wächst  hier  r  von 
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l  —  n-ß  bis  1,  so  wächst  auch  — log  log-,  welches  bestand  ur  positiv 

ist,  folglich  nimmt  der  Factor  Q,  welcher  den  Zähler  des  Ausdrucks 
nicht  enthält,  über  r  =  l  —  n-ß  hiuaus  beständig  ab,  und  Q  bleibt 
endlich  von  r  bis  r  —  1. 


§.  7.  Integration. 
Setzt  man  log  -  —  *,  so  wird 

1  00 

^(log^  (loglog IJdr  -  j* t-*t*(\ogtydt 
und,  wenn  (Q)  einen  Mittelwert  von  Q  bezeichnet, 

/rar  <-  ro^  rpBr  («y^fr+g 

J  Pdr<(Q)J  ^+i(logn),+i 
Dieses  Teilintegral  ist  zu  ergänzen  durch 


Da  nun  iV  >  4R8,  so  ist 

TT 


Ferner  ist  für  0  <  r  <  n~ö  und  hinreichend  grosse  n 

[log(alogn)]/  <  (log log  j-Y<  log*  <  r"2Ö>T) 


daher 


(log  *)'  (loglog  lj<  (log  y+1<  r-» 
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Da  nun       Mdr  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Termen  dieser  Form 

b 

mit  endlichen  Coefficienten  besteht,  so  überschreitet  sein  Wert  nie 

Cf 

ein  Constant-Vielfaches  von  n~2,  und  da  a  beliebig  gross  genommen 
werden  kann,  so  folgt,  dass  die  Grösse  (18)  gegen  den  andern  Teil 
des  Restes  verschwindet  und  durch  Addition  dessen  Form  nicht  ändert. 
Setzt  man 

e  -  «2)r(»fi>G»+2) 

so  wird  der  Rest 

l 

e 


o 

and  die  resultirende  Entwickelung  lautet: 

k—co  g—u       k—g  k 

9- 


(19) 


1         (  k=oo  g—H        k—g  k 

Äifi-  -irziT     2  (-1)*(2R)2*  2  «r*  Z  c9-h  X 

n  log'n  ( t-Q  g=0  >-o 

wo  8  zwischen  endlichen  Grenzen  variirt,  wenn  n  ins  unendliche 
wächst. 


§.  8.    Numerische  Berechnung  der  Coefficienten. 

Es  mögen  zuerst  die  Coefficienten  c  für  p  =  4  berechnet  wer- 
den.  Zur  Abkürzung  sei 

x  =  nlogl;  y  =  lo&* 

dann  lauten  die  Gl.  (13)  (14) 


/,D2y(1  +  12      1440  +  ' ") 


folglich  ist 


einzeln 


4  **-\*+ü-aB+--"J 


0=cd  0 

*=0 
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9V  2  ■•   .  35   i    x%         x*  I 

,f0  C'X'~  1  +  6  +  ^44_72Ö~864O"t■••• 
0=«>  '  ,   X  , 

2:         i  + --f- ... 

woraus  die  für  unsern  Zweck  genügenden  Werte: 
*  a       Ä     o      i      o  2        l      i  J_ 

Ferner  ist,  wenn  man 

r f  x 

1M  =  p- 

setzt,  11,  l_ 

Lasst  man  nach  drei  successivon  Differentiationen  x  in  1  übergehen, 
so  erhält  man: 

"7!  ^  ',s 

r^^-r-i)  4r(^+i)r^4-i)  3/^+1)  ,  i2T^+w^±L) 
— Jl  ^  T  ^ 

-   ^  6      16  W 

Ausserdem  ist  bekannt: 

^(1)    =»—0,57721  56649 

=  —  2~2*k-*  =  —  2,40411  38064 
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Aus  obigen  Gleichungen  geht  hervor: 
rf(g  +  l)  =g 

r»(g+l)  =  g 
r*{g+l)  =  <? 
r'T(g+l)  -g 


m>M+  4  w/'-f  6         3  ty'* + 


Dies  giebt  folgende  Tabelle  über  IV)(0-fl): 


9 

/  = 

0 

i  i 

2 

3 

4 

0 

1 

-0,5772157 

1,978112 

—5,44487 

23,5615 

1 

1 

0,4227813 

0,823681 

0,48946 

1,7820 

2 

2 

1,8455687 

2,492930 

3,44996 

5,5218 

3 

6 

7,5367060 

11,169927 

17,82873 

30,3661 

4 

24 

36,1468240 

59,75314 

104,82453 

192,7758 

Ordnet  man  den  Ausdruck  nach  Potenzen  von  logn  und  von  n, 
so  hat  er  die  Form: 


„0  I 


e 


n\Qg*n  \ /=0  g^o  (logn)/»*  1  (logn)"+ 1       1  j 
und  die  Cocfficienten  bis  p  =  4,  v  =  4  giebt  folgende  Tabelle: 


9 

(0,  g) 

(2,  9) 

(3,  g) 

(4,  9) 

Ü 

1 

— i,1444ai 

— 3,93027 

l,UUÖl 

19,985 

1 

0 

1 

1,26836 

—14,7971 

—36,833 

2 

0 

0,166667 

1,30759 

5,4598 

—42,952 

3 

0 

0 

0,75 

6,7684 

28,692 

4 

0 

—0,016667 

0,04969 

14,7691 

29,827 

Bezeichnet  Hfl  den  fiten  Näherungswert  von  K„  für  fi  =»  v,  und 
setzt  man 

so  erhält  man  die  Tabelle: 

n  -  3 
ho  =  0,04 


4 

5 

6 

i 

0,096 

,  0,185 

0,219 

!  0,365 

,  ".117 

0,482 

welche  zeigt,  dass  sich  die  x, 
stark  von  1  differirend,  sowol 


leinen  Zahlen  noch 
iuch  \om  »  raten 

1     ~  4* 
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zum  zweiten  Näherungswert  schnell  der  Grenze  nähern.  Die  folgen- 
den Näherungswerte  haben  auf  die  kleinen  Zahlen  keine  Anwendung, 
da  x2  erst  bei  n  —  9  anfängt  positiv  zu  werden. 

Für  n  =  1000001  wird 

106#0  =  0,00523921 
106#i  -  0,00480522 
10*H2  =  0,00469750 
106//a  —  0,00469920 
10GHA  —  0,00470207 

Der  letzte  Näherungswert  differirt  vom  Hauptwert  in  gleichem  Sinne 
und  noch  etwas  stärker  als  der  von  Schlömilch  gefundene.  Da  jedoch 
das  letzte  Glied  der  Reihe  grösser  ist  als  das  vorletzte,  während 
jedes  viel  kleiner  sein  müsste  als  das  vorhergehende,  so  ist  der  an- 
genommene Wert  von  n  noch  viel  zu  klein,  damit  die  vierfache  Cor- 
rection  eine  sichere  merkliche  Annäherung  bewirken  könnte.  Ist 
aber  «  hinreichend  gross,  dass  die  vte  Corrcction  wirksam  sein  kanu, 
so  ersieht  man  hieraus,  dass  alle  Terme  mit  negativen  Potenzen  von  « 
weit  ausser  dem  Bereiche  der  bestimmbaren  Decimalstellen  liegen, 
dass  also  stets  fi  =  0  gesetzt  werden  kann. 


Digitized  by  Google 


A  Ibers:  Die  StitenproportionaUn  eines  Dreiecks  etc. 


53 


V. 


Die  Seitenproportionalen  eines  Dreiecks  und 
die  Proportionaldreiecke  desselben. 


Von 

Herrn  J.  Albers, 

Lehrer  der  Mathematik  io  KarUruhe. 


Es  gibt  in  der  Mathematik  Sätze  von  ausserordentlicher  Frucht- 
barkeit. Wir  erlauben  uns,  einen  derartigen  Satz,  der  trotz  seiner 
Einfachheit  noch  wenig  bekannt  sein  dürfte,  hier  mitzuteilen  und 
einige  der  vielen  Anwendungen,  deren  er  fähig  ist,  daran  zu  knüpfon. 
Der  Lehrsatz  lautet  (vergl.  Fig.  1—4): 

Wenn  man  in  irgend  einem  Dreieck  ABC  den  Winkel  ACD  = 
ABC  macht,  also  einen  Dreieckswinkel  in  einem  Endpunkte  an  die 
gegenüber  liegende  Seite  legt,  so  ist: 

1)  AC*  —  AB.  AD,  d.  h.  die  dem  Winkel  ABC  gegenüber  liagendo 
Dreiecksseito  ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen 
der  durch  CD  geteilten  Dreiecksseite  und  einem  Abschnitte  der- 
selben ; 

AB  AC 

2)  -Jw^-Qjy  d-  h-  CD  ist  die  vierte  geometrische  Proportionale 
zu  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  in  der  angegebenen  Reihenfolge. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergibt  sich  leicht  aus  der  Achn- 
lichkeit  der  Dreiecke  ABC  und  ACD.  * 
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Legt  man  auch  den  Winkel  BAC  an  der  gegenüber  liegenden 
Seite  in  C  an,  macht  also  Wkl.  BCE  —  BAC,  so  ist  auch  das  Drei- 
eck BCE  cv>  ABC,  somit 

1)    BC*  -  AB.BE, 
*'    AC  CE 

Es  ist  aber  auch    ^-  gg,  oder  ^D«  somit  gg= 

oder  CD  —  CJS,  und 

3)    CD8  =  CE*  -  ^4/? .      (Dreieck  -AZ>£  cvj  C£#). 

Wir  nennen  nun  CD  resp.  GS  eine  Scitcnproportionale  des 
Dreiecks  ABC  und  das  gleichschenklige  Dreieck  CDE  ein  Propor- 
tionaldreieck von  ABC.  Mau  sieht  leicht,  dass  jedes  Dreieck  der 
Zahl  nach  sechs,  der  Grösse  nach  drei  Seitenproportionalcn  und  drei 
Proportionaldreicckc  hat.  Zur  Unterscheidung  bezeichnen  wir  die 
Seitenproportionalcn  als  zu  derjenigen  Seite  des  Dreiecks  gehörig, 
welche  sie  teilen,  so  dass  also  zu  jeder  Seite  zwei  gleiche  Propor- 
tionalen gehören.  Das  von  diesen  als  Scheukelu  gebildete  gleich- 
seitige Proportionaldrcieck  bezeichnen  wir  ebenfalls  als  zu  der  Drei- 
ecksseite gehörig,  zu  welcher  die  Proportionalen  gehören.  Die 
Grundlinie  eines  Proportionaldreiecks  ist  die  doppelte  Projection 
einer  Seitenproportionale  auf  der  zugehörigen  Dreiecksseite. 

Ist  Wkl.  ACB>R%  so  ist  auch  Wkl.  ADC>  K,  und  die 
Punkte  D  und  E  fallen  zwischen  A  und  B,  sowie  CD  und  CE  inner- 
halb des  Dreiecks  (Fig.  L). 

Ist  Wkl.  AGB  =■  Ä,  so  ist,  wenn  Wkl.  ACD  =  ABC,  auch 
Wkl.  BCD  —  CAB  und  Wkl.  ADC  —  R,  ebenso  Wkl.  BEC  —  Ä, 
es  fallen  somit  D  und  E,  CD  und  CE  zusammen  (Fig.  2.) ;  CD  resp. 
CE  wird  zur  Höhe,  AD  und  BE  werden  die  Projcctioneu  der  Ka- 
theten. Es  ist  sonach  der  bekannte  Lehrsatz,  welcher  wegen  seiner 
Wichtigkeit  xax'  Qojfiv  „der  Satz  vom  rechtwinkligen  Dreieck" 
heisst,  ein  besonderer  Fall  unseres  Lehrsatzes. 

Ist  Wkl.  ACB  <  /?,  so  hat  man  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Ist  Wkl.  ACB  grösser  als  jeder  der  beiden  andern  Winkel, 
so  fallen  D  und  E  zwischen  A  und  B,  jedoch  D  näher  zu  B  und 
E  näher  zu  A  (Fig.  3.). 

2)  Ist  Wkl.  ACB  gleich  einem  der  beiden  andern  Wiukel,  so 
fällt  einer  der  Punkte  D  oder  E  auf  B  resp.  A,  somit  eine  der 
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Seitenproportionalcn  mit  einer  Dreiecksseitc  zusammen.  Sind  alle 
drei  Winkel  des  Dreiecks  gleich,  so  fällt  das  Proportionaldreicck  mit 
seinem  ursprünglichen  Dreieck  zusammen. 

3)  Ist  Wkl.  ACB  der  kleinste  Winkel  des  Dreiecks,  so  fallen 
die  Punkte  D  und  E  auf  die  Verläugerungen  von  AB  und  CD  und 
CE  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  (Fig.  4.). 

Aus  unserm  Lehrsatze  ergeben  sich  folgende  Constructionen: 

1)  Con8truction  einer  mittleren  geometrischen  Proportionalen 
zwischen  zwei  gegebenen  Geraden  a  und  b. 

Man  macht  (Fig.  5.)  AB  =  a,  AD  —  b,  legt  in  A  den  Winkel 
BAx  beliebig  an,  errichtet  Ay  senkrecht  Ax  und  in  der  Mitte  von 
AD  ein  Lot,  welches  Ay  in  O  schneidet,  beschreibt  um  O  mit  OA 
einen  Kreis,  zieht  durch  /;  eine  Parallele  zu  Ay,  welche  den  Kreis 
in  C  schneidet,  so  ist  CA  die  gesuchte  Proportionale  zu  a  und  b. 

Es  muss  der  Winkel  BAx  so  klein  gewählt  werden,  dass  dio 
durch  B  gezogeno  Parallele  den  Kreis  O  schneidet  oder  berührt. 
Im  letzten  Falle  ist  Wkl.  OCB  =  R  —  OAx  und  da  Bx  |  BC,  so 
muss  O  auf  AC  fallen,  oder  Wkl.  ACB  =  R  sein,  d.  h.  in  diesem 
Falle  geht  die  Construction  in  die  übliche  über. 

2)  Construction  einer  vierten  geometrischen  Proportionalen  zu 
den  drei  Geraden  c,  a  und  b. 

Man  construirt  aus  AB  =  c,  BC  =  a  und  AC =-  b  das  Dreieck 
ABC  und  macht  Wkl.  ACD  =  ABC,  so  ist  CD  dio  vierte  geome- 
trische Proportionale. 


Die  Umfangs8tückc  der  Proportionaldreiecko  lassen  sich  leicht 
durch  jene  des  ursprünglichen  Dreiecks  ausdrücken.  Der  Einfach- 
heit wegen  bedienen  wir  uns  nunmehr  folgender  Bezeichnungen; 

a,  b  und  c  für  die  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks ;  dem  ent- 
sprechend 

o,  ß  und  y  für  die  Winkel  des  Dreiecks; 

p,y  ptl  und  pm  für  die  Seitenproportionalen,  wobei  p,  zu  a,  p"  zu 
by  pm  zu  c  gehört;  dem  entsprechend 

n»„  ro„  und  mM  für  die  Grundlinien  der  Proportionaldreiecko. 


A.  Für  die  Winkel  des  Proportionaldreiecks  CDE  ergibt  sich 
(Fig.  1—4): 


II. 
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1)  Wkl.  CDE  —  DAC+ACD  —  a-f-0,  ebenso  CED  — 
folglich  Wkl.  ADC  «=  ÄEC  —  y; 

2)  Wkl.  DCE=2R-CDE-CED=*2R—  2(o+/5)  =  y-(«+/3). 
Je  nachdem  der  Winkel  <  Vergeben  sich  folgende  Fälle: 

Wkl.  CDE  -  a-f-0,  wenn  Wkl.  ACB>R  (Fig.  1.), 
-  Ä»  „  »  »  «=■  J?  (Fig,  2.), 
=  y.  »      *i      N    <  Ä  (Fig.  3.  u.  4.), 

während  der  Nebenwinkel  von  CDE  =  a-f-  0  wird. 

Wkl.  DCE  =  y  —  («+ßh  wenn  Wkl.  ACB>R  (Fig.  L), 
-  0  »  »     =  Ä  (Fig.  2.), 

<«+W)  n  »      <  Ä  (Fig,  3.  u.  4.). 

In  derselben  Weise  lassen  sich  die  Winkel  der  andern  Propor- 
tionaldreiecke bestimmen. 

B.   Für  die  8eiten  des  Proportionaldreiecks  CDE  ergibt  sich: 

1)  CD  -  CE  =  Pm=~  ; 

c 

2„)  DE  -  AB-AD-BB=  AB-lg- gl.^W, 
wenn  Wkl.  ACB>  R  (Fig.  1.); 

wenn  Wkl.  ^CÄ  <  i?  (Fig.  3.  u.  4.), 
so  mit  allgemein 

DE=  .«»T («'+*»)     ,  «*-(«'+*»> 

Ist  Wkl.  y4C5  =  Ä,  so  ist  ZXE  =  0.  also 

±         &  -     °0   oder  ±*a+(a*+*3,)-0, 

somit 


C.  Für  8ämmtliche  Seiten  der  Proportionaldreiecke  erhalten  wir 
daher  folgende  Ausdrücke: 
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.,  x  bc  ac  ab 

_      g»T  (*'+**)       ,  a'-ft'  +  c») 
2)  m,    —  T  -  =  ±   ~  

m»  -  ±   6  ±   Ä  

m*» 0  x       *  =  x  : — ■ —  • 


IIL 

Ad  das  Vorhergehende  lassen  sich  eine  Roiho  von  Folgerungen 
knüpfen. 

1)  Ans  C.  1)  des  vorhergehenden  Abschnittes  orgibt  sich 

a*b*<* 

Pi  P,r  Pm  —  —g-  = 

d.  h.  das  Product  der  Seitcnproportianalcn  ist  gleich  dem  Producto 
der  drei  Seiten  eines  Dreiecks. 

2)  Ebenso  folgt: 

i  JL    .*     _L.  .1. 

pt~~he'    p„  ~~  ac'    pm~~  ab 

und  durch  Addition 

3)  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  C.  1)  (Cap.  IL)  mit  2  und 
dividirt  sie  in  die  Gleichungen  C.  2),  so  erhält  man 

a)  bei  stumpfwinkligen  Dreiecken: 

2pt  2^~»   wenn  WkL  «  > 

2p,  2oc  -  P>Ä. 

^      c»— («'+»») 

nan  ist 
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—  cos(ß  +  y)     —  cos  « 
«=  cos(a-f-y)      —  cosß 
=  cos(a-fjS)  =  —  cosy; 


2*; 


daher 


a8- 

-(A8  +  c8) 

2bc 

&8- 

(a*+c8) 

2ac 

c8- 

(«»+»«) 

2ad 

—  —  COS0       „     £8  =  a2-\-c*  —2accosß 


—  — cosy       „     c8  =  a2+6*  —  2a£cosy. 
0)  bei  spitzwinkligen  Dreiecken: 

,  wenn  «  <  Ry 
i 


»»,  68-f-c8 —  a8 
to^  _  a8+c8~&8 


nun  ist 

TO. 


_  q8  +  *8-c8 
2P///-        2a*      '  " 

cosa,  =  cosß    und         =  cosy; 


2Ä     —     2p.  -  — '    —  2A 
daher  ebenfalls 

a*  «=  A8-J-c8 — 2£ccosy    u.  8.  w. 

Aus  Vorstehendem  ergibt  sich  auch: 

to  .  .  tu  .  min  a 
—± — a — =  =  cosa.  cosp.  cosy 

mrm44.  mM  —  2a  COS  a .  2b  cos  ß .  2c  cos  y. 


oder 

4)  Aus 
nnd 


bc 


folgt 


to,  —  p,  —  £ —  ,  wenn  Wkl.  a  >  Ä 

und 

TO,  — p,=   ~  ,       „          „       «  <  Ä  iSt. 
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Ebenso  findet  man 


m 


ii 


Pu  = 


> 


±c*qZ(a*  +  b*)-ab 


Wkl.  ß  >  J? 
,  Wkl.  y  <  R. 


Tritt  nun  der  Fall  ein,  dass  die  Proportionaldreiecke  gleichseitig 
werden,  also  mt  =  p,  u.  s.  w.,  so  wird 


±«»qr(«i»+6*)  — oft 


0 
0 
0 


oder 


*,+**+*<?(conda  >  Ä)   oder  a* 


l>~  —  a*  +  c*+ac(condß  >  7?) 
^  =  a*  +  &*-fo*(condy  >  /?) 


i'-f-c1  —  Äc(conda<  7?) 
o*  +  c*  -  ac  (cond  ß<^R) 
a*-f-A2  —  aZ>  (cond  y  <  7?) 


0)  ferner  im  ersten  Falle  Wkl.  o  =  120°,  im  zweiten  a  —  60°, 
ebenso  Wkl.  ß  =  120°  oder  Wkl.  ß  —  60°  und  Wkl.  y  —  120°  oder 
y  =  60°.  Denn  wird  z.  B.  mw  =  also  CZ>  =  DE  (Fig.  1.,  3 ), 
so  wird  auch  Wkl.  DCE  =  CDE  und  somit  (vergl.  II.  A.  2),  wenn 
Wkl.  y  >  R, 


da  nun 
so  folgt 


Wkl.  y-(«+  /?)  =  oder  |  =  a+/}; 

Wkl.  a+y  —  2Ä, 

2J? 


r+i- 


120°; 


oder,  wenn  Wkl.  y  < 

Wk.  a-f  ^-y  =  y 

«+£+y-y  -  2y 
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daher 


=  cos(0  +  y)  cos« 

jga.    _  co8(«-r-y)  -  —  cos/3 

771 ... 

^    =cos(a  +  /3)  =  ~co8y; 

 2^  =  —  0080    0(*er   a*  —  ^-{-c* — 2äccosa 

^^"^--coag      „     b*  =  a*+c*-2accosß 

<?' -(«'  +  &»)  2  *.  o  7, 

  =»  — cos  y       „     cs  =  a^-j-^  — 2a£cosy. 

ß)  bei  spitzwinkligen  Dreiecken: 

~  =   2bc  "  W0Dn  a  <  Ä> 


nun  ist 


2j>„  =  2ac  '  »  P<*"' 
2^  2ai      '  " 


±a2  +  (**+c2) 
 a  

bc 


a'-(h*  +  c*)-bc 
m, — p,  «=  ,  wenn  wkl.  <x  ^>  Jt 

m—p,=   "  ,  »     a  <^  H  ist. 


daher  ebenfalls 

rt*  =  Äf  +  c2 — 26ccosy   u.  s.  w. 
Aus  Vorstehendem  ergibt  sich  auch: 

771 .  .  771    .  771... 

— - —   =  cos  a.  cos  0.  cos  y 

oder 

mr  mu.  mm  =  2a  cos  o .  26  cos  ß .  2c  cos  y. 

4)  Aus 

nnd 
folgt 
und 


Digitized  by  Google 


US*  mht  WL.  i  -  $  -  u-i  Iii  7  -  w.x 

b.     - jjw     =  r*  r*  , 


7+^  =  21? 

y=  ^=  1*>\ 

Wk.  «  +  0-y«y 

«+0-fy-y  -  2y 

y-2*-60* 
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Ist  somit  mm  —  so  ist  entweder  c*  =  a*-f-£*-{-a6  und  Wkl. 
y  -  120°,  oder  c*  -  a*+Ä*  —  oÄ  und  y  =  60°,  d.  h. 

In  einem  Dreieck  ist  das  Quadrat  über  einer  Dreiecksseite  gleich 
der  Summe  der  Quadrate  über  den  beiden  andern  Dreiecksseiten, 
vermehrt  oder  vermindert  um  das  aus  ihnen  gebildete  Rechteck ,  je- 
nachdera  der  von  diesen  eingeschlossene  Winkel  gleich  |  oder 

ist. 

Dieser  Lehrsatz  ist  nicht  neu,  nur  die  Ableitung  aus  Lehrsätzen 
der  Planimetrie,  in  welcher  er  nunmehr  neben  dem  pythagoräischcn 
Lehrsatz  als  besonderer  Fall  des  unter  No.  3.  dieses  Cap.  abgelei- 
teten Satzes  aufgeführt  werden  kann. 

Welches  sind  hiernach  die  einfachsten  Constructionen  der  Aus- 
drücke:   

X  -  Va*  +6»  ±ab 

und 

Selbstverständlich  gilt  auch  die  Umkehrung  des  obigen  Lehr- 
satzes: 

Ist  das  Quadrat  einer  Dreiecksseite  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  andern  Dreiecksselten  vermehrt  oder  vermindert  um  das 
aus  ihnon  gebildete  Rechteck,  so  beträgt  der  von  diesen  eingeschlossene 
Winkel  $  oder 

Löst  mau  die  Gleichungen  unter  a)  dieses  Capitels  nach  den 
andern  Seiten  auf,  so  erhält  man  beispielsweise  aus  c*  =  a2 -f-&*-f-a£ 

«=  g  

und   

Zfa±YAc*-3a* 

wobei  die  obern  Vorzeichen  gelten,  wenn  y  —  120°,  die  untern,  wenn 
y  =  60°  ist. 

Da  der  Wurzelausdruck  nie  imaginär  werden  kann,  also  nur 
4c*  —  3ö2^0  sein  kann,  so  geht  hieraus  hervor,  dass  in  jedem 

Dreieck,  in  welchem  ein  Winkel  120°  oder  60°  beträgt,  das  Quadrat 
der  doppelten  diesem  Winkel  gegenüber  liegenden  Seite  nie  kleiner 
als  das  dreifache  Quadrat  einer  der  andern  Seiten  sein  kann. 
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Nur  wenn  b  >  <?,  also  Wkl.  y  =-  60°  ist,  kann  4**—  3A*  -  0 

b  a 

werden;  dann  ist  entweder  a  «=  ^  oder  £  =  g 
Soll  a=b  werden,  also 

i-T  g  

so  muss  entweder 

=       oder  &=^V3, 
wenn  Wkl.  y  =  120°  oder  b  —  c  sein,  wenn  Wkl.  y  60°. 


IV. 

Mit  Hülfe  der  Stücke 'der  Proportioanaldreiecke  lassen  sich  leicht 
folgende  Fomeln  ableiten. 

Drückt  man  die  Höhen  des  ursprünglichen  Dreiecks  durch  ht, 
h„  und  hm  aus,  so  ergibt  aus  den  Fig.  1.,  3.  und  4.,  dass 

v=p„'-(^),-(p„+^)(p„-^) 

Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  für  p  und  m  die  entsprechen- 
den früher  gefundenen  Werte,  so  erhalten  wir: 

Ä<  *  K  U  ±        £  jU  T        S5  ) 

-  ^V(a+Ä  +  c)(6-fc-a)(a-fc-6)(a+6-.c) 
oder,  wenn  a+&+c  =  2* 


Entsprechend : 


Ä/  =  ?yÄ(.-«)(.-6)(t-e). 
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hm  =  2c  is{s-n){s-b){,  --c)- 
Somit  ist  der  Flächeninhalt  F  des  ursprünglichen  Dreiecks: 
F=  f  .  bf  -  %  =  y.(.-a)(.-4,((-c). 

Auch  hier  haben  wir  keine  neuen  Sätze;  aber  die  Einfachheit 
der  Ableitung  mit  Hülfe  der  Eigentümlichkeiten  der  Proportional- 
dreiecke ist  in  die  Augen  springend.  Ncnes  wird  jedoch  das  folgende 
Capitel  bringen,  welches  über  die  Seiten  halbironden  Transversalen 
eines  Dreiecks  (iMittellinien,  Schwerlinien)  handelt 


V. 

Wenn  wir  mit  tt,  t„  und  tm  die  zu  den  Dreiecksseiten  a,  b  und  e 
gehörigen  Schwerlinien  bezeichnen,  so  ist  bekanntlich: 


Somit  ist 


'      X  a  *  a  ±  2a 

oder 

'  "  2a 

wenn  Wkl.  a  >  Ä;  und 

_  (2<,+a)(2<,-a) 
m'  -  2a^  ' 

wenn  Wkl.  a  <  Ä.   Ist  Wkl.  a  —  Ä,  so  wird  ro,  —  0,  somit 

a*  —  4<,*  oder  a  —  2<; 

d.  h.  im  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  die  Hypotenuse  doppelt  so  gross 
als  die  zugehörige  Schwerlinie  und 
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*»+«•- 

gebt  nun  über  in 

Ebenso  wird,  wenn  a  «=»  2<,,  Wkl.  «  —  Ä  und  6*-fc*  —  a2 
(der  Pyth.). 

Die  entsprechenden  Formeln  für  to„  und  mw  sind: 

O+aijO-ag,  (>,+»(>,-» 

m"  26  *  26 

(c-f  2tJ(g— 2<J  (2<w-fc)  (2<w  — c) 

m-~  2c  "     m'"  2« 

Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  gleichzeitig,  dass  die  zu  einem 
stumpfen  Winkel  gehörige  Schwerlinie  kleiner  als  die  halbe  gegen- 
über liegende  Seite,  dagegen  die  zu  einem  spitzen  Dreieckswinkei 
gehörige  Schwerlinie  grösser  als  die  halbe  gegenüber  liegende  Seite 
sein  muss. 

Bezeichnen  wir  das  Verhältniss  der  Seite  a  zu  ihrer  zugehörigen 

a 

Schwerlinie  mit  a,  setzen  also  j  «=  n  oder 

a 

a  =  nti     resp.    t,  =  -i  » 

so  gehen  die  Formeln 

_  {a+%){a-%)  (q  t,  +  a)  (2t,  -  a) 

to,  —  2<j  ouer    "*/  —  2a 

über  in 

a(»'-4) 

Da  nun  aber  auch 

TO,  -  ±             fl  ±  ä  ' 

so  ist 

o*—  (6»-f  c*)      a(n*  —  4) 
a*  =      2n»  ' 

somit 

6*  +  c»_  n'+4  _a«^  2n» 

a»    "    2n*      0d6r  6*+c*  — n*  +  4 

d.  h.  durch  das  Verhältniss  einer  Dreiecksseite  zu  ihrer  Schwerlinie 
ist  auch  das  Verhältniss  des  Quadrates  dieser  Seite  zur  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  andern  Dreiecksseiten  bestimmt. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  folgendes: 
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Beschreibt  man  mit  der  Schwerlinio  AD  >=  t,  des  Dreiecks  ABC 
um  die  Mitte  der  Seite  BC  =  a  einen  Kreis  und  verbindet  irgend 
einen  Punkt  A  desselben  mit  B  und  C,  so  ist  (Fig.  6.): 

I.   Das  Verhältniss  der  Quadrate  dieser  Verbindungslinien  zu 

dem  Quadrate  der  Seite  BC  constant  und  zwar  ^  wenn  a.t~ n 
ist,  somit  auch 

H.   die  Summe  der  Quadrate  dieser  Verbindungslinien  constant, 

z.  B. 

AB*  +  BC*  —  B&  +  EC*. 

Der  Grund  liegt  einfach  darin,  dass  in  allen  Dreiecken,  welche 
auf  diese  Weise  entstehen ,  eine  Seite  a  und  ihre  Schwerlinie  t,  die- 
selbe Grösse  haben,  so  mit  auch  ihr  Verhältniss  n  stets  dasselbe 
bleiben  muss. 

Vorstehenden  Sätzen  lässt  sich  auch  noch  folgende  Form  geben: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Spitzen  aller  Dreiecke  Ober  der- 
selben Grundlinie,  bei  welchen  das  Verhältniss  der  Summe  der  Qua- 
drate der  beiden  andern  Seiten  zu  dem  Quadrate  der  Grundlinie 
gleich  ist,  ist  die  Peripherie  des  Kreises,  welcher  um  die  Mitte  der 
Grundlinie  mit  der  zugehörigen  Schwerlinie  beschrieben  wird. 

n'4-4 

Wird  n  «=  2,  so  finden  wir  abermals,  weil     ^   =»  1  wird, 

-^y-  =  1   oder   a*  =  Ä*+c*. 

Hieran  lassen  sich  eine  Reihe  von  Aufgaben  knüpfen.  Wie  muss 
z.  B.  das  Verhältniss  von  o  zu  t4  sein,  wenn  b*-{-c*  =  2a2  sein  soll? 


Ist 
so  ist 

also  auch 

somit 
oder 


b*+c*  -  2a», 

a»  *» 

2n*  ~J> 
«  =  KV3 

«^RVS   und  t,=^3. 


Will  man  dieses  in  einen  Lehrsatz  zusammenfassen,  so  erhält 


Digitized  by  Google 


und  die  Proportionatdreiecke  desselben.  ß5 

Ist  die  zu  a  gehörige  Schwerlinie  des  Dreiecks  (a,  6,  c)  gleich 
der  halben  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks,  welches  dem  Kreise  mit 
dem  Radius  a  einbeschrieben  ist,  so  ist  das  Quadrat  der  Seite  a  halb 
so  gross,  als  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  andern  Dreiecks- 
seiten. 

Soll  b*-{-c?  —  3a2  sein,  so  muss 

2      5a2      5a  a 

**  —  X  =  2"  2 

and  wenn 

sein  soll,  so  muss 

^"  =   j  sein. 

Diese  Resultate  lassen  sich  ebenfalls  leicht  in  Lehrsätze  formulireu. 

Ä24-c2 

Soll  allgemein  das  Verhältniss       —     v  sein,  so  muss 

2V2t;  — 1 
n  =     0  , —  sein. 
2v  —  1 

Setzen  wir  das  Verhältniss 

—  a—  =  r,    also   62-|-c2  =  o2 


a 

a*  +  c* 
&2 

a2  +  62 


so  erhält  man  durch  Addition 

dieses  Verhältniss  ist  also  constant,  wie  die  Winkelsumme  des 
Dreiecks 


Aus 

folgt: 

ebenso 

Twl  Livin. 


a2  —  t>,a2  . 
f»,  —  i   —  —  ±a(l  —  vl); 
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6*  — v  b* 

und 

±  ±c(l  —  vj 


c 

oder  auch 


oder 


„  —  b+m« 
v"-  b 

v ...  —   . 

c 

Aus  diesem  ergibt  sich: 

m,.m„.mm  =  ±  abc(l  —  v,)  (1  —  vj  (1—  vj 


uud 


Da 

so  ist 


d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Dreieckssciteu  ist  gleich  eiuem 
Rechtecke,  gebildet  aus  der  dritten  Seite  und  ihrem  Ueberschuss  über 
die  Grundlinie  des  ihr  zugehörigen  Proportionaldreiecks,  wenn  der 
gegenüber  liegende  Winkel  grösser  als  ein  rechter  ist;  ist  dieser 
Winkel  aber  kleiner  als  ein  rechter,  so  besteht  die  andere  Seite  des 
Rechtecks  aus  der  Summe  der  dritten  Seite  und  der  Grundlinie  ihres 
Proportionaldreiecks ;  ist  der  Winkel  ein  rechter,  so  geht  das  Recht- 
eck in  das  Quadrat  der  dritten  Seite  über,  weil  die  Grundlinie  des 
Proportionaldreiecks  dann  gleich  Null  wird. 

n*4-4 

Ist  t,  mm  0,  so  wird  n  =ao   und    2n*  a  i»  80mit 

2  (b*+  c*)  =  a*, 
denn  in  diesem  Falle  wird 

.  a 
b  -  c  -  2* 

Ist  F  der  Flächenraum  des  ursprünglichen  Dreiecks  und  fx  der 
Flachcnraum  des  a  zugehörigen  Proportionaldreiecks,  so  verhält  sich 
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Ferner  aus 


oder 


Aus  dem  Vorstehenden  lassen  sich  durch  Auflösung  der  auf- 
gestellten Gleichungen  nach  andern  darin  enthaltenen  Grössen  viele 
Beziehungen  zwischen  dem  Dreieck  und  seinen  Proportionaldreiecken 
ableiten.  Sobald  man  die  Stücke  der  Proportionaldreieckc  unter  die 
gegebenen  Stücke  bei  gcomctriscbeu  Coustructiousaufgaben  aufnimmt, 
werden  alle  möglichen  Umformungen  der  gebotenen  Gleichungen  von 
grossem  Nutzen  sein.  Durch  Verwendung  der  Stücke  der  Propor- 
tionaldreiccke  lässt  sich  die  Zahl  der  geometrischen  Constructions- 
Anfgaben  bedeutend  vermehren. 

Im  folgenden  Capitel  wollen  wir  noch  einige  Anwendungen  der 
vorhergehenden  Sätze  machen. 


Lehrsatz.  Wenn  man  um  die  Endpunkte  einer  Dreiecksseite  mit 
den  beiden  andern  Seiten  Kreise  beschreibt ,  so  schneiden  diese  die 
beiden  andern  Seiten  in  Punkten,  welche  mit  den  Endpunkten  der 
ersten  Seite  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen.  Auf  derselben 
Peripherie  liegt  der  Durchscbnittspunkt  der  Höhen  des  Dreiecks,  und 
der  Radius  des  Kreises  ist  so  gross  wie  der  Radius  des  dem  Drei- 
ecke umbeschriebenen  Kreises. 

Vorauss.  AC  «=  AFl  (Fig.  7.  u.  8.) ,  BC  —  BFt,  AG  und  BJ 
Höhen  des  Dreiecks  ABC. 

Behaupt  Die  Punkte  A,  B,  F„  Ft  und  H  liegen  auf  der  Peri- 
pherie eines  Kreises,  dessen  Radius  gleich  dem  des  ABC  um- 
beschriebunen  Kreises  ist. 


VI. 
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Beweis.  Man  ziehe  das  zu  AB  gehörige  Proportionaldreieck 
CDEy  und  verbinde  Ft  mit  F%.   Dann  ist 

Wkl  CAFt  -  y_(c  +  /5) 
CAB  =  o 

FXF%C  -  ß 
AF*B  =  o-f/5 


Wkl.  F1AB+BFiF1  =  «+0+7  =  211, 

also  liegen  die  Punkte  A,  B,  Fx  und  F8  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises. 

Ferner  halbirt  AG  Wkl.  FtAFt  und  Bogen         und  Z*J  Wkl. 
und  Bogen  /i-Fi;  folglich  schneiden  sich  die  Höhen  auf  dem 
Kreise,  der  durch  A,  B,  Ft  uud  Fs  geht, 

Nun  ist  &ACEOJ  ABF%  uud  BCD  CO  BAFt ,  daher 

AC      AB  BD  BF\ 

ÄE-ÄF,  UDd  B~CB~AB* 

somit 

^.B.^JS  M       ^42*.  AD 

 DDd   ^"  Tc- 

Wenn  nun  4#  —  c,       —        «  6,  JM7  —  BF,  —  a,  so  ist 
AE  =  DE±AD  =  ±-  K^L-J±ci-±—t~ 

c  c  c 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  für  AF%  und  BFU  so  er- 
halten wir: 

c(c'  —  q*) 

c  c*  — a* 


Nun  verhält  sich 


 • 

a 


ABC  AC 


ABF9     AFt      c*—  a8 

oder 

4#FS  =     &,     .  ABC. 
Ist  aber  r  der  Radius  des  ABF%  umbeschriebenen  Kreises,  so  ist 


und  die  Proportionaldreiccke  desselben. 
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AB.BF2.AFt 


ac 


b 


abc 


^  .  ABC 


AABC 


Dieser  letzte  Ausdruck  ist  aber  auch  der  Radios  des  Kreises,  welcher 
darch  die  Punkte  A,  B  und  C  geht,  folglich  ist  der  Radius  des 
Kreises,  welcher  durch  A,  B,  F„  Ft  und  //  geht,  gleich  dem  Radius 
des  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebeuen  Kreises. 

Folg.  I.  Ist  O  der  Mittelpunkt  des  ABC  umbeschriebenen  Krei- 
ses, OM  senkrecht  auf  AB  und  OjiW,  so  ist  01  der  Mittelpunkt 
des  Kreises  A,  B,  Fly  F9  und  //. 

Wir  nennen,  um  uns  leichter  ausdrücken  zu  können,  das  &ABH 
das  dem  £\>ABC  correspondirende  Höhendreieck  und  den  Kreis  0, 
den  dem  Kreise  O  correspondirenden  Höhenkreis. 

Folg.  H.  Für  &ABC  ist  der  Durchschnittepunkt  der  Höhen 
in  H,  für  ABU  in  C.  Es  ist  somit,  wenn  ABU  das  ABC  correspon- 
direude  Höhendreieck  ist,  auch  umgekehrt  ABC  das  ABU  correspon- 
dirende Höheudreieck.  Wo  schneidet  deshalb  ein  mit  BH  um  B 
beschriebenen  Kreis  die  Seite  AH  und  der  mit  AH  beschriebene  Kreis 
BH?  Ebenso  ist,  wenn  0,  der  Mittelpunkt  des  O  correspondirenden 
Höhenkreises  ist,  auch  O  der  Mittelpunkt  des  Ok  correspondirenden 
Höhenkreises. 

Folg.  III.  Für  alle  Dreiecke  über  der  gemeinsamen  Grundlinie 
AB)  deren  Spitze  auf  der  Peripherie  von  O  liegt,  liegt  der  Durch- 
schnittspunkt der  Höhen  auf  dem  correspondirenden  Höhenkreise, 
während  die  Fusspunkte  derselben  auf  dem  über  AB  beschriebenen 
Halbkreise  liegen. 

Folg.  IV.  Errichtet  man  in  der  Mitte  M  einer  beliebigen  Strecke 
AB  die  Lote  OM  —  OxM  und  beschreibt  um  M  mit  MA,  um  O  mit 
OA  und  um  0,  mit  ÖXA  Kreise,  so  wird  jede  durch  A  oder  B 
gehende  Gerade  (mit  Ausnahme  von  AB)  stets  von  jedem  Kreise 
nur  in  einem  Punkte  geschnitten,  wobei  A  und  B  nicht  mitzählen, 
und  die  zwischen  die  drei  Kreise  fallenden  zwei  Abschnitte  der  Linien 
sind  gleich  gross.   {CG  =  GF\  CJ=JFt). 

Folg.  V.  Bei  allen  auf  AB  errichteten  Loten  sind  die  zwischen 
die  Peripherien  der  Kreise  O  und  0,  fallenden  Abschnitte  constant 


=  00, ;  z.  B.  CH  =  OOj. 

Folg.  VI    Zieht  man  BO  und  BOt,  so  ist  Wkl.  01BO=CBFt  '1 
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denn  Wkl.  MOß  —  AHB,  somit  Wkl.  Ot  BM  =  CBH  und  OBOt  = 
CBF%.  Deshalb  £>  0,^0  oo  C^F,  oo  CDE  (dem  zu  42*  gehörigen 
Proportionaldreiecke). 

Folg.  VII.  HFX=*HC=HF%\  denn  Wkl.  HCF,  =  ACN  = 
ABH=  Al%H. 

Lehrsatz.  Fällt  man  von  dem  Mittelpunkte  des  umbeschriebenen 
Kreises  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte,  verlängert  sie  um 
sich  selbst  und  beschreibt  um  ihre  Endpunkte  Kreise  mit  dem  Ra- 
dius des  umbeschriebenen  Kreises,  so  gehen  diese  Kreise  stets  durch 
zwei  Ecken  des  Dreiecks  und  den  Durchschnittspunkt  seiner  Höhen, 
während  die  Senkrechten  gleich  den  obern  Abschnitten  der  Höhen 
(jene  Teile  von  der  Dreiecksecke  bis  zum  Durchschnittspunkte)  sind. 

Voraussetzung.  0Mt  senkrecht  BC\  0M9  senkrecht  AC,  0Af3 
senkrecht  Aö;  OM1=M1Ou  0M%  =  M% 02,  0M,  =  3/30s;  OA=OtA 
-  OtB  =  085;  AG,  BV  und  CN  Höhen  (Fig.  9). 

Behauptung.  003  «=  CH,  00%  —  BH,  00J  =  Äff;  die  Kreise 
0,,  0,  und  08  gehen  durch  zwei  Ecken  des  Dreiecks  ABC  und 
durch  H. 

Beweis.  Dass  008  =  CH  und  der  Kreis  03  durch  A,  B  und  H 
geht,  ist  früher  nachgewiesen  und  hier  nur  der  Vollständigkeit  wegen 
aufgenommen.  Um  das  andere,  welches  eigentlich  eine  notwendige 
Folgerung  des  Vorhergehenden  ist,  nachzuweisen,  ziehe  man  AOP 
und  verbinde  P  mit  0,  so  ist 

Wkl.  BAP  —  HAC  (vorhergeh.  Satz) 
Wkl.  CAB  =  CAB 

Wkl.  CAP^HAB, 

folglich  HB  =  0P=2il/20  =  00a.  Nun  ist  aber  auch  002  senk- 
recht  42?  und  BH  senkrecht  AC,  somit  00,  #  2*//.  Zieht  man  also 
OtH  und  05,  so  ist  OtH  =  05,  folglich  liegt  H  auf  der  Peripherie 
des  Kreises  02;  dass  dieser  Kreis  auch  durch  A  und  C  geht,  folgt 
aus  der  Construction. 

Ebenso  beweist  man,  dass  00,  =  AH  und  AO  =  OxH,  sowie, 
dass  der  Kreis  0,  durch  BC  und  #  geht.  Es  giebt  somit  3  cor- 
respondirende  Höhenkreise. 

Folg.     &00,0f  ^  C  ist  der  Mittelpunkt  des  dem 

&00j02  umbeschriebenen  Kreises,  H  der  Mittelpunkt  eines  Höhcn- 
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kreiscs  von  OO10r)  Os  der  Durchschnittspunkt  der  Höhen  des  Drei- 
ecks OtOOt.^  OOxOt  ^  ABC.  Anf  den  Loten,  welche  auf  BC  er- 
richtet werden,  schneiden  die  Kreise  O  and  O,  stets  Stocke  ab  gleich 
AH,  auf  den  Loten,  welche  auf  AC  errichtet  werden,  schneiden  die 
Kreise  O  und  Ot  stets  Stücke  ab  gleich  BH.  Die  gemeinsame  Tan- 
gente an  die  Kreise  O  und  Ox  ist  gleich  der  Centrale  und  gleich 
AM,  u.  s.  w. 

Was  die  Punkte  0,  öj,  0,  für  das  Dreieck  ABC  sind,  sind  -4, 
B  und  C  für  das  Dreieck  OOxO%. 
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VL 

Die  Schraubenregelfläche. 

Von 

Franz  Schiffner. 


Durch  Drehung  einer  Geraden  G  um  eine  andere  Gerade  A 
können  entstehen: 

1.  Kegel  oder  Cylinderflächon,  wenn  sich  G  und  A  im  Endlicheu 
oder  Unendlichen  schneiden  und  G  nur  um  A  rotirt. 

2.  Hyperboloide,  wenn  sich  G  uud  A  kreuzen  und  erstere  Go- 
rade um  letztere  nur  rotirt. 

3.  Schraubeuflächen,  wenn  sich  G  und  A  im  Endlichen  schneiden 
und  G  bei  der  Drehung  um  A  in  der  Richtung  vou  A  gleichmässig 
vorrückt.    (Sind  G  und  A  parallel,  dann  entsteht  wieder  ein  Cylinder.) 

4.  Schraubenregelflächen,  wenn  sich  G  und  A  kreuzen  und  G 
bei  der  Rotation  um  A  in  der  Richtung  von  A  gleichmässig  vorrückt 

Da  in  der  darstellenden  Geometrie  von  den  Flächen  der  Gruppe  4 
gewöhnlich  nur  eine  specielle  Form,  die  entwickclbare  Schraubenflächo 
(und  zwar  als  Tangentenfläche  einer  Helix)  behandelt  wird,  so  wollen 
wir  uns  hier  mit  einer  allgemeinen  Fläche  dieser  Gruppe  beschäftigen, 
und  der  Einfachheit  halber  annehmen,  die  Drehungsachse  A  sei  ver- 
tical,  die  erzeugende  Gerade  G  zur  verticalen  Bildebene  parallel. 

Wird  noch  gesagt,  dass  sich  G  nach  einer  einmaligen  Umdrehung 
in  der  Richtung  A  um  das  Stück  h  weiter  bewegt,  so  ist  die  Schrauben- 
regelfläche bestimmt  Um  sie  darzustellen,  können  wir  uun  entweder 
einzelne  Punkte  der  Geraden  G  oder  diese  selbst  in  ihrer  Bewegung 
verfolgen. 
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Das  Bewegungsgesetz  für  einzelne  Punkte  von  G  ist  dasselbe 
wie  für  die  Gerade  G:  jeder  Punkt  muss  um  A  rotiren  und  dabei 
gleichmässig  in  der  Richtung  von  A  vorrücken.  Da  dies  das  Bildungs- 
geseiz  der  cylindrischen  Schraubenlinie  (Helix)  ist,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  der  Geraden  G  eine  Helix  und  die  ganze  Fläche  besteht  daher 
aus  einem  System  cylindrischer  Schraubenlinien  mit  der  Achse  A  und 
mit  gleichen  Ganghöhen  A,  denn  jeder  Punkt  muss  bei  einer  einmaligen 
Umdrehung  um  dasselbe  Stück  wie  die  Gerade  G  vorrücken.  Weil 
die  Entfernung  der  erzeugenden  Punkte  von  A  ungeändert  bleibt,  so 
muss  der  Punkt  p  (pA  in  der  Figur),  welcher  der  Achse  A  am  näch- 
sten liegt,  auch  immer  der  nächste  bleibeu  und  sein  Weg  begrenzt 
daher  gleichsam  die  Fläche  nach  innen  zu  und  bildet  die  Eiuziehungs- 
oder  Kehllinio  der  Fläche.  Ihre  horizontale  Projectiou  ist  zugleich 
die  horizontale  Contour  der  Fläche. 

Um  die  erzeugende  Gerade  G  in  einzelnen  Lagen  darzustellen, 
bat  man  zu  bedenken: 

1.  Dass  G  um  A  rotirt,  also  immer  die  gleiche  Entfernung  von 
A  behält  (die  horizontale  Projection  G'  muss  daher  von  A'  immer 
um  A'p  abstehen)  und  ein  Rotationskegel  (Richtungskegel)  mit  der 
Achseurichtung  A  existiren  muss,  dessen  Erzeugende  mit  entsprechen- 
den Erzeugenden  der  Scbraubeuregeltiäehe  parallel  sind. 

2.  Dass  jeder  Punkt  der  Geraden  G  eine  Helix  mit  der  Achse  A 
und  der  Ganghöhe  h  beschreibt.  Der  Punkt  p  z.  B.  durchläuft  die 
Linie  p0p1pi  ....  Man  wird  deshalb,  um  G  in  irgend  einer  Lage 
zu  bestimmen,  aus  A'  den  Kreis  po'ftW  •  •  •  beschreiben,  einen  Ro- 
tationskegel Sk  mit  der  beliebigen  Spitze  S  und  der  Achsenrichtung  A 
zeichnen,  dessen  eine  Erzeugende  g  mit  G  parallel  ist,  die  cylindrische 
Schraubenlinie  7?0p,/>2 .. .  construiren,  und  nun  Gn  unter  den  Bedin- 
gungen bestimmen,  dass  Gn'  den  Kreis  j'oPi  . .  •  tangirt,  einer  Er- 
zeugenden gH  des  Kegels  Sk  parallel  ist  und  durch  den  Punkt  pH 
gehen  muss. 

In  ihrer  Gesammtheit  bilden  die  Geraden  Gn  die  verlangte 
Schraubenregelfläche. 

Man  sieht,  dass  G  nach  einer  einmaligen  Rotation  wieder  die 
Richtung  der  Ausgangslage  hat  und  nur  um  A  erhöht  liegt;  deshalb 
wird  die  Fläche  aus  einer  Reihe  paralleler  Streifen  bestehen,  die 
einander  congruent  sind  und  von  denen  jeder  um  h  höher  liegt  als 
der  vorhergehende.  Aus  diesem  Gruudc  haben  wir  in  der  Figur  nur 
den  durch  einmalige  Umdrehung  der  Geraden  G  entstandenen  Flächen- 
teil £0^16  gezeichnet  und  G  oder  Gi  in  der  Bewegung  nach  abwärts 
bis  G0,  in  der  Bewegung  nach  aufwärts  bis  Gu  verfolgt. 
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Die  Fläche  geht  eigentlich  ins  Unendliche  und  besitzt  dort  einen 
vielfachen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  in  A%  weil  ihr  Richtungskegel 
ein  Rotationskegel  mit  der  Achsenrichtung  A  ist  In  diesem  un- 
endlichen Kreise  begegnen  sich  die  einzelnen  Parallelstreifcn.  In  der 
Figur  haben  wir  die  Fläche  begrenzt:  durch  die  Spur  in  der  hori- 
zontalen Bildebene  und  durch  die  Schraubenlinie  *4$0$i  •  •  $ie»  welcho 
der  Punkt  $  der  Geraden  G  beschreibt. 

Die  Spur  der  Fläche  in  der  horizontalen  Bildebene  ergibt  sich 
als  Verbindungslinie  der  Schnitte  einzelner  Erzeugenden  mit  der 
horizontalen  Bildebene,  kann  aber  auch  direct  und  unabhängig  von 
den  Flächenerzeugenden  construirt  werden. 

Ist  a  der  Neigungswinkel  der  Geraden  G(G4)  mit  der  horizon- 
talen Projectionsebene  und  hn  die  Höhe  des  Punktes  pH  über  der 
horizontalen  Bildebene,  so  haben  wir,  weil  die  Ilorizontalneigung  von  G 
bei  der  Bewegung  constant  bleibt:  p4'*/= A4cotga  und  j>n*n  /in  cotga. 
Daraus  folgt:  />»'*„' :  j>/«/  =  h„  :  ä4  oder  (pn'*»  — Pi*i)  * Pi*i 

(hn—hj-.hi.   Wächst  also  z.  B.  A4  um  -\  so  nimmt  auch  der  Ab- 
stand des  betreffenden  Spurpunktes  sH  vom  Berührungspunkte  pn'  um 
lA^-  zu.   In  der  Figur  ist  die  Höhenzunahme  von  Punkt  zu  Punkt 
h.  h 

gleich  j  =  16«  es  wächst  daher  auch  die  Strecke  p's'  von  Punkt  zu 
Punkt  um 

Der  Spurpunkt  der  Erzeugenden  jedes  Punktes  und  die  Hori- 
zontalspur der  Fläche  lassen  sich  daher  genau  ermitteln.  Damit  ist 
eine  neue  Methode  zur  Construction  einzelner  Erzeugenden  gegeben. 

Die  horizontale  Projection  der  Fläche  wäre  sonach  vollständig 
bekannt:  der  Kreis  poPi'ps  ■  •  •  bildet  die  Contour,  dio  Curvo  80sxa% . . . 
die  Spur  in  der  horizontalen  Projectionsebene.  Die  verticale  Pro- 
jection der  Fläche  wäre  in  so  fern  bestimmt ,  als  die  von  den  verti- 
calen  Projection  der  Erzeugenden  umhüllteu  Curven  die  Aufriss- 
Contour  bilden  müssen  —  wie  man  einzelne  Punkto  dieser  Contour 
findet,  wird  später  gezeigt  werden. 

Die  Ebene  der  Tangenten  eines  Flächenpunktes  ist  im  allge- 
meinen bestimmt  durch  zwei  diesen  Punkt  enthaltene  Flächen- 
tangenten. Da  bei  allen  Regelflächen  dio  Erzeugende  eines  Punktes 
P  für  diesen  auch  eine  Tangente  u.  z.  eine  Haupttangente  dor 
Fläche  ist,  so  brauchen  wir  zur  Bestimmung  der  Tangentenebene  des 
Punktes  P  nur  noch  eine  daselbst  berührende  Gerade  zu  suchen. 
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Am  leichtesten  wird  sich  jene  Gerade  finden  lassen,  welche  die  von 
P  bei  der  Drehung  erzeugte  Helix  in  P  taugirt  Diese  Schrauben- 
linie projicirt  sich  horizontal  als  Kreis,  und  ihre  Berührungsgeraden 
erscheinen  im  Gruudriss  als  Tangenten  dieses  Kreises ;  für  die  Punkte 
p  fallt  also  die  horizontale  Projection  der  Erzeugenden  und  die  der 
Tangenten  ihrer  Schraubenlinie  in  eine  Gerade,  woraus  folgt,  dass 
die  Berührungsebenen  der  Punkte  p  auf  der  horizontalen  Bildebene 
senkrecht  stehen.  Dies  zeigt  uns  wieder,  dass  die  Helix  PoPiP»--- 
eine  Contourlinie  der  Fläche  ist. 

Für  einen  beliebigen  andern  Punkt  P  hat  man  die  Tangente  Pa 
der  durch  ihn  gehenden  Schraubenlinie  zu  construiren;  die  Erzeu- 
gende von  P  und  Pa  bestimmen  die  Berührungsebene.  In  der  Figur 
liegt  P  auf  der  Helix,  welche  *4  beschreibt,  Pt  auf  der  Schrauben- 
linie des  Punktes  *6,  weshalb  die  Spurpunkte  ff  und  at  beziehungs- 
weise von  P'  und  Pt'  um  die  Länge  der  Bögen  sAfP'  und  *6'P,'  ab- 
stehen. Hat  man  aber  die  Berühruugsebenen  von  drei  Punkten  einer 
Erzeugenden  (?,  dann  kann  man  zu  jedem  Punkte  derselben  die  ent- 
sprechende Tangentenebene,  und  ebenfalls  den  Berührungspunkt  jeder 
durch  G  gehenden  Ebene  bestimmen,  indem  man  sich  auf  den  be- 
kannten Satz  stützt,  dass  das  Doppelverhältniss  von  vier  Tangenten- 
ebenen, welche  durch  dieselbe  Erzeugende  gehen,  dem  Doppel- 
verhältnisse ihrer  vier  Berührungspunkte  gleich  ist.  So  wurden  in 
der  Figur  aus  den  Tangentenebenen  EP*  Ep  und  Ep*  der  drei  Punkte 
j>7,  P  und  Pt  die  Berührungsebene  des  Punktes  *7  und  der  Berüh- 
rungspunkt C  jener  Ebene  bestimmt,  welche  durch  G7  normal  zur 
verticalen  Bildebene  gelegt  werden  kann,  indem  im  ersten  Falle  der 
Strahl  Eh**  des  Büschels  EhpEkp*  so  gefunden  wurde,  dass  dieses 
Büschel  projectivisch  der  Punktreihe  s1p1PPi  ist  und  im  zweiten 
Falle  jener  Punkt  C  der  Punktreihe  p/P'P,'  gesucht  wurde,  welcher 
dem  zur  Projectionsachse  senkrechten  Strahle  des  projectivischen 
Strahlenbüschels  der  Horizontalspuren  der  drei  Tangentenebenen 
entspricht.  Der  so  erhaltene  Punkt  C  ist  ein  Punkt  der  verticalen 
Contour;  Q"  wird  also  in  C"  die  Umrisslinie  im  Aufriss  berühren. 

Es  kann  aber  auch  der  Umstand  mit  Vorteil  ausgenützt  werden, 
dass  die  Berührungsebene  des  unendlichen  Punktes  einer  Flächen- 
erzeugenden (d.  i.  die  asymptotische  Ebene  dieser  Erzeugendon)  zur 
Tangentenebene  der  entsprechenden  Erzeugenden  des  Richtungskegels 
parallel  ist.  Die  Trace  der  Ebene,  welche  die  Fläche  im  Punkte 
*15  berührt,  und  der  Punkt  c,  in  welchem  die  Erzeugende  GiS  die 
verticale  Contour  tangirt,  wurden  in  der  Figur  mit  Benutzung  der 
Tangentenebenen  in  den  Punkten  p15,  P0  und  des  unendlichen  Punktes 
von  Gi&  bestimmt. 
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Der  Richtungskcgel  Sk  hat  zwei  Berührungsebenen  —  längst  den 
Erzeugenden  g4  und  glt  —  welche  auf  der  verticalen  Bildebene  senk- 
recht stehen:  es  sind  daher  auch  die  asymptotischen  Ebenen  jener 
Flächenerzeugenden  vertical  projicireud,  welche  die  Richtung  der 
Geraden  g±  und  gxi  haben.  Es  sind  das  die  Flächenerzeugenden  (?4, 
<7,2,  etc. ;  diese  berühren  also  die  Aufrisscontour  in  ihrem  un- 
endlich fernen  Punkte,  sind  daher  Asymptoten  der  verticalen  Contour. 
Betrachten  wir  unter  diesem  Gesichtspunkte  die  Aufrisscontour  näher, 
so  erkennen  wir  in  ihr  eine  zusammenhängende  Linie,  die  z.  B.  nach 
links  gehend  dem  unendlicheu  Punkte  von  G4  sich  nähert,  von  die- 
sem rechts  wiederkehrt  und  nun  auf  der  rechten  Flächenseite  bis  zum 
unendlichen  Punkte  der  Geraden  G12  sich  ausdehnt  und  von  da  wieder 
auf  die  linke  Flächenscite  übergeht  etc. 

Mit  Benutzung  der  asymptotischen  Ebenen  der  einzelnen  Erzeu- 
genden können  wir  auch  jene  Punkte  N  der  Erzeugenden  auffinden, 
welche  ihrer  Nachbarerzeugeuden  am  nächsten  liegen,  und  in  ihrer 
Gesammtheit  die  Strictionslinie  der  Regelflächo  bildon.  Die  Tangen- 
tialebenen solcher  Punkte  N  müssen  nämlich  Normalebenen  jener 
asymptotischen  Ebenen  sein,  die  den  durch  N  gehenden  Erzeugenden 
entsprechen.  In  unserem  Falle  sind  die  asymptotischen  Ebenen  den 
Berührungsebenen  eines  Rotatiouskegels  parallel,  also  haben  die  Tan- 
gentialebenen der  Punkte  N  mit  jenen  Normalebenen  des  Richtungs- 
kegels gleicho  Stellung,  welche  durch  eine  seiner  Erzeugenden  gehen. 
Solche  Ebenen  stehen  hier  aber  auf  der  horizontalen  Bildebene  senk- 
recht. Da  wir  als  die  Berührungspunkte  horizontal  projicirender 
Ebenen  schon  früher  die  Punkte  PoPiPs--  bezeichnet  haben,  so 
erkennen  wir  in  der  Helix  PoPiPs  --  aucn  die  Strictionslinie  der 
RegelHäche.  Das  konnte  man  wohl  gleich  vermuten,  weil  der  Punkt 
p  als  der  Rotationsachse  A  am  nächsten  liegend,  den  kleinsten  Weg 
beschreiben  wird,  um  zu  seinem  Nachbarpunkte  zu  gelangen. 

Wären  die  Berührungspunkte  jener  Tangentenebenen  der  Fläche 
zu  suchen,  welche  durch  einen  gegebenen  Puukt  L  gehen,  dann  würde 
man  durch  L  und  einzelne  Flächenerzeugende  Ebeueu  legen  und  nach 
Obigem  die  Berührungspunkte  ermitttcln.  Durch  einen  stetigen  Zug 
verbunden  geben  diese  Puukte  die  Selbstschattengrcnze  der  Fläche 
für  die  centrale  Beleuchtung  aus  dem  Punkte  L. 

Bei  Parallelbeleuchtung  in  der  Richtung  der  Geraden  l  wird  die 
Schattongrenze  auf  der  Fläche  gefunden,  indem  man  durch  einzelne 
Flächenerzeugendc  Ebenen  legt,  welche  zum  Lichtstrahle  l  parallel 
sind,  ihre  Berührungspunkte  sucht  und  diese  verbindet.  Will  mau 
die  Asymptoten  dieser  Selbstschattengrcnze  haben,  dann  legt  man 
parallel  l  berührende  Ebenen  au  den  Richtungskegel  Sk  und  findet 
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in  den  Berübrungskanten  die  Richtung  solcher  Erzeugenden,  deren 
unendliche  Punkte  der  Selbstschattengrenze  angehören. 

Die  ebenen  Schnitte  der  Schraubenregelfläcbe  ergeben  sich  als 
die  Curven  der  Schnittpunkte  einzelner  Erzeugenden  mit  der  Schnitt- 
ebene E.  Die  Tangente  der  Schnittlinie  in  einem  Punkte  wird  als 
die  Durchschnittsgerade  der  Ebene  E  mit  der  Tangentialebene  der 
Fläche  in  diesem  Punkte  erhalten;  ihre  Asymptoten  construirt  man 
nach  demselben  Grundsatze.  Die  Ebene  «,  welche  durch  S  parallel 
zu  E  gelegt  wird,  schneidet  den  Richtungskegel  Sk  im  allgemeinen 
nach  zwei  Geraden,  die  den  Flächenerzeugenden  parallel  sind,  dereu 
asymptotische  Ebenen  der  Ebene  E  in  den  verlangten  Asymptoten 
begegnen.  So  wird  z.  B.  die  Spur  der  Fläche  in  der  horizontalen 
Bildebene  gar  keine  reelle  Asymptote  besitzen  —  wir  haben  deshalb 
nach  Obigem  die  Tangenten  derselben  in  den  Punkten  «7  und  *,5 
construirt  —  während  die  Flächenspur  2  in  der  verticalen  Projec- 
tionsebene  die  Geraden  G^G^'G^"  etc.  zu  Asymptoten  haben  muss. 

Eisenstadt  im  Juli  1881. 
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VII. 

Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Von 

Eduard  Mahler. 


In  der  Abhandlung  „Ueber  gewisse  Systeme  von  Kegelschnitten, 
die  mit  einander  projectivisch  sind,  und  deren  Erzeuguiss"  *)  zeigten 
wir,  dass,  wenn  durch  K—  kK'  =  0  ein  Kegelschnittbüschel  gegeben 
ist,  und  F=0  die  Gleichung  jenes  Kegelschnittes  ist,  der  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  das  von  irgend  einem  seiner  Punkte  an  Ä'  =  0 
gezogene  Tangentenpaar  harmonisch  geteilt  wird  durch  das  von  die- 
sem Punkte  an  K'  =  0  gezogene  Tangentenpaar,  durch 

2K-k\K(-+-+-)  +  K']  +  — —  F=0  A) 

ein  System  von  Kegelschnitten  gegeben  ist,  von  der  Beschaffenheit, 
dass  das  von  einem  beliebigen  Punkte  irgend  eines  Kegelschnittes 
des  Systems  an  den  demselben  A-Werte  entsprechenden  Kegelschnitt 
des  Büschels  gezogene  Tangentenpaar  harmonisch  geteilt  wird  durch 
das  von  diesem  Punkte  an  K  =  0  gezogene  Taugeutenpaar.  Wir 
sahen,  dass  es  ebenso  ein  System  von  Kegelschnitten  gibt,  das  diese 
Eigenschaft  bezüglich  Ä"  —  0  besitzt  und  durch  die  Gleichung: 

F —  k  [X  '(a,  +  a,  +  a8)  +  JST]  +  2k*K'  =  0  B) 

gegeben  ist 

Wir  suchten  auch  daselbst  das  Erzeuguiss  des  Systems  A)  und 

des  gegebenen  Kegelschnittbüschels,  sowie  das  Erzeugniss  des  Sy- 


*)  Archir  der  Math.  u.  Phys.  Bd.  LXVI.  pag.  358. 
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stems  A)  und  des  Systems  B)  und  fanden  gewisse  Beziehungen  der- 
selben. Nun  haben  wir  hier  die  Aufgabe  allgemein  gefasst,  indem 
wir  jenes  System  von  Curven  suchten,  welches  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  das  von  einem  beliebigen  Punkte  irgend  einer  Curve  des  Systems 
an  den  dieser  entsprechenden  Kegelschnitt  des  Büschels  K — XK'  =  0 
gezogene  Tangentenpaar  durch  das  von  diesem  Punkte  an  einen  der 
Fundamentalkegelschnitte  (K  oder  Kf)  des  Büschels  gezogene  Tan- 
gentenpaar in  einem  bestimmten  constanten  Doppel  Verhält- 
nisse d  [die  in  der  erwähnten  Abhandlung  gegebene  Aufgabe  ent- 
spricht dem  spec.  Werte  d  =  —  1]  geteilt  wird.  Das  betreffende 
System  ist  ein  System  von  Curven  4.  Ordnung,  von  denen  jede  von 
der  Eigenschaft  ist,  dass  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des  den 
Kegelschnitten  des  Büschels  gem.  sich  selbst  conjug.  Dreiecks  sich 
in  2  Punktepaare  gruppiren,  die  durch  die  Ecken  jenes  Dreiecks 
harmonisch  geteilt  werden. 

Es  seien  wieder: 

K  =  ffjar,2  -|-  OjX22  -f  -  asx^2      0  und 

die  Gleichungen  der  Fundamentalelemente  eines  durch  K —  XKt  =  0 
gegebenen  Kegelschnittbüschels,  so  ist  das  von  einem  Punkte  x'  an 
K  —  0  gezogene  Tangentenpaar  gegeben  durch : 

—  +  +  »8*3*3')*  ra  0  O 

und  das  von  diesem  Punkte  an  K — XKt  =  0  gezogene  Tangenten- 
paar ist  gegeben  durch: 

[te-AteH-(*-W+(*--A)V]  x 

[(«,  -  W+  (er,  -  kW*  +  («,  -  A)*s'*] 
-  [(«,  -  X)xlx1f  +  («f  -  X)x&'  +  («,  -  A)*3*8']*  -  0  D) 

Nun  soll  das  durch  D)  gegebene  Tangentenpaar  durch  das  Tangenten- 
paar C)  in  einem  constanten  Doppelvcrhältniss e  d  geteilt 
werden,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  es  soll  das  durch 

[(«i  -       +  («,  -        •  [(«i  -  ~  X)*, '»+  («8  -  *)*,'*] 

-  [(«,  -        '  +  («,-  -  0  D') 

gegebene  Punktepaar  durch  das  Punktepaar 
in  einem  constanten  DoppelverhaJtnisse  d  geteilt  werden. 


80  Mahler:  Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Es  ist  dies  der  Fall,  wenn 

&—cd/l'  -  0  E) 
ist,  wobei  0,  J,  /S'  und  c  folgende  Bedeutung  haben: 

8  -  or1(^^  +  «3x3'«)(«8-A)[(«1-A)x/*  +  (as-^'2] 

+  («1  -*)  [(«*  -  +  («S  -  A)*3'*] 

also  gleich  dem  mit  x3'a  multiplicirten  Polynome,  das  gleich  Null 
gesetzt,  die  Gleichung  B)  auf  pag.  359  des  LXVI.  Bandes  des  Archiv 
f.  Math.  u.  Phys.  gibt; 

d  ist  die  Discriminanto  von  D')  und  somit  gegeben  durch: 

J  -  («1-A)(«8-;)[(a2--A)^'2+(a3-A)^^].[(«1-A)a:l^4-(a8-A)x3'^ 

^'  ist  die  Discriminanto  von  C)  und  somit  gegeben  durch: 
J'  —  ffia8[oÄa;2'8  +  a3X3'*].fo1i/8-f  a3xs'2]  —  cr1i^cr^*x1'*x1',; 

Nun  ist  aber: 

JJ'  -  a:3'*a1a^as(a1--A)(a1-i)(a3--A)i^'(i^'-Xi^1,), 

wenn  das  Substitutionsresultat  von  x'  in  K  mit  Ä"  und  das  Substi- 
tutionsresultat von  x'  in  Kx  mit  JT/  bezeichnet  wird. 

Wird  nun  8*— cJJ'  =  0  durch  x8'4  dividirt  und 

ca,«,«^«,  —  *)  («a  —  A)  (or8  —  X)  =  fi 

gesetzt,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung  4.  Grades  in  x'  als  Glei- 
chung des  gesuchten  Systems: 

e*-nK'(K'—  IKX')  =  0 

oder  wenn  statt  x  x  gesetzt  wird : 

ea  —  pK{K-  XKJ-Q  E') 

Jedem  bestimmten  Werte  von  A,  also  jedem  bestimmten  Kegel- 
schnitte des  Büschels  K—  XKt  =  0  entspricht  ein  bestimmter  Wert 
von  n  und  somit  eine  bestimmte  Curve  4.  Ordnung  des  Systems  E'). 

Denkt  man  sich  nun  dem  A  und  somit  dem  p  einen  bestimmten 
Wert  beigelegt,  so  haben  wir  es  mit  einer  bestimmten  Curve  des 
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Systems  E')  zu  tun.  Nun  kommen  aber  in  der  Gleichung  dieser 
Curve  die  Grössen  «j,  x3  blos  im  4.  und  2.  Grade  vor,  d.  h.  die 
Gleichung  dieser  Curve  ist  so  beschaffen,  dass,  wenn  sie  mit  x^  =  0 
verbunden  wird  und  wir  somit  die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit 
der  Fundamentaldreiecksseite  a?3  =  0  suchen ,  wir  eine  Gleichung 


Sind  also  die  Lösungen  dieser  Gleichung  und  so  haben  wir 
für  -  folgende  4  Werte: 


d.  h.  die  4  Schnittpunkte  einer  Curve  des  Systems  E')  mit  einer 
Fundamentaldreiecksseite  gruppiren  sich  in  2  Punktepaare,  die  durch 
die  Ecken  jenes  Dreiecks  harmonisch  geteilt  werden.  Wir  haben 
daher  folgenden  Satz: 

„Zu  jedem  Kegelschnittbüschel  gehört  ein  System  von  Curven 
„4.  Ordnung,  das  so  beschaffen  ist,  dass  jedem  Kegelschnitte  des 
„Büschels  eine  Curve  des  Systems  von  der  Eigenschaft  entspricht, 
„dass  das  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  4.  Ordnuug  an 
„den  entsprechenden  Kegelschnitt  gezogene  Tangentenpaar  durch  das 
„von  diesem  Punkte  an  einen  der  Fundamentalelemento  des  Kegel- 
„schnittbüschels  gezogene  Tangentenpaar  in  einem  constauten  Doppcl- 
„verhältnisse  geteilt  wird.  Ferner  hat  jede  dieser  Curveu  4.  Ordnung 
„die  Eigenschaft,  dass  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des  den 
„Kegelschnitten  des  Büschels  gem.  sich  selbst  coujug.  Dreiecks  sich 
„in  2  Punktepaare  gruppiren,  die  durch  die  Ecken  jenes  Dreiecks 
„harmonisch  geteilt  werden,  so  dass  die  Schnittpunkte  jener  Curven 
„4.  Ordnung  auf  jeder  Seite  des  den  Kegelschnitten  des  Büschels 
„gem.  sich  selbst  conjug.  Dreiecks  Punktepaare  einer  Involution 
„bilden,  deren  Doppelpunkte  die  Dreiecksecken  sind." 

Einem  bestimmten  Werte  von  d  entspricht  —  wie  wir  sahen  — 
bei  einem  Parameter  k  ein  System  von  Curven  4.  Ordnung.  Einem 
anderen  Werte  von  d  würde  beim  selben  Parameter  A  ein  anderes 
System  von  Curven  4.  Ordnung  entsprechen.  Legt  man  nun  dem  d 
der  Reihe  nach  alle  unendlich  vielen  zwischen  — oo  und  -f-00  gele- 
genen Werte  bei,  und  sucht  zu  jedem  dieser  Werte  von  d  das  dem 
Parameter  X  entsprechende  System  von  Curven  4.  Ordnung,  so  erhält 
man  unendlich  viele  Systeme  von  Curven  4.  Ordnung  der  oben  ge- 
nannten Eigenschaft. 


4.  Grades  in  xt  und  x%  erhalten,  welche 


So  entspricht  dem  Werte  d=—  1  der  Wert 
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0  =  0 

also 

und  daher  das  System  ö2  —  0  oder  0=0,  d.  i.  das  auf  pag.  359 
dos  LXVI.  Bandes  dieser  Zeitschrift  gefundene  System  von  Curven, 
was  auch  natürlich  ist,  da  d=—  1  dem  Falle  der  harmonischen 
Teilung  entspricht. 

Sucht  man  das  dem  Werte  d  «=  + 1  entsprechende  System,  so 

nZJj]  ist,  c  =  *> ,  also  n  —  oo ,  und  somit 

K(K—  XA\)  =0  F) 

als  gesuchtes  System  von  Curven  4.  Ordnung  der  oben  genannten 
Eigenschaft 

Wir  sagten,  dass  jedem  Werte  von  l  ein  bestimmter  Kegelschnitt 
des  Büschels  und  eine  bestimmte  Curve  4.  Ordnung  des  Systems  ent- 
spricht; welches  ist  nun  die  dem  Werte  X  =  oo  oder  die  dem  Kegel- 
schnitte JTj  =0  entsprechende  Curve  des  Systems  E')? 

Zu  diesem  Behufe  dividiren  wir  Gleichung  E')  durch  X*  und 
setzen  im  Resultate  X  =  oo.   Wird  durch     dividirt,  so  haben  wir: 

und  wird  X  —  oo  gesetzt,  so  haben  wir : 

F*  —  c  «tofccfa  KKX  =0  G) 

als  Gleichung  der  dem  Werte  X  =»  co  d.  i.  dem  Kegelschnitte  ^=0 
entsprechenden  Curve  4.  Ordnung  des  Systems  E'),  wobei  F  den 
linken  Teil  der  Gleichung  C)  auf  pag.  360  des  LXVI.  Bandes  dieser 
Zeitschrift  bedeutet  und  somit  F*=  Q  die  Gleichung  jenes  Kegel- 
schnittes ist,  der  der  Ort  des  Puuktes  ist,  dessen  Tangeutenpaar  an 
AT,  =  0  harmonisch  geteilt  wird  durch  das  an  K  =  0  gezogene 
Tangentenpaar. 

Es  ist  klar,  dass  es  ebenso  ein  zweites  System  von  Curven 
4.  Ordnung  gibt,  das  bezüglich  K'  =  0  dem  Kegclschnittbüschel 
gegenüber  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  das  durch  E')  gegebene  System 
bezüglich  K  =>  0. 

Die  Gleichung  dieses  Systems  wird  lauten: 
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wobei  8t  das  mit  a^8  multiplicirte  Polynom 

*i*{(«8-*)4-(«2-A)i(«i-*) 

+  *S* K"3  -  *)  +  («J  -  *)! 

+  ^{(«1-A)  +  (a2-A)|(a3-A) 
-  F-A[iT+ir1(«14-ai+«5)]  +  2^ir1 

ist,  und  somit  gleich  Null  gesetzt  die  Gleichung  eines  Systems  von 
Kegelschnitten  ist,  das  bezüglich  Kx  =  0  dem  Büschel  K —  kKx  =  0 
gegenüber  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  das  durch  0  =  0  gegebene 
System  bezüglich  K  =■  0 ; 

ist  gegeben  durch: 

/l_|_d\2 

wobei  c  wie  firüher  4  ( ;  ,  |  bedeutet. 


Die  dem  Werte  k  =  0 ,  also  dem  Kegelschnitte  Ä"  =  0  ent- 
sprechende Curve  des  Systems  H)  ist  gegeben  durch: 

F*  —  ca1aia^KKx  =  0 

and  ist  somit  identisch  mit  der  dem  Werte  k  ao  entsprechenden 
Curve  des  Systems  E'). 

Wir  sahen,  dass  jedem  Werte  von  1,  also  jedem  Kegelschnitte 
des  Büschels,  eine  Curve  des  Systems  E')  und  eine  Curve  des  Sy- 
stems H)  entspricht.  Fassen  wir  nun  2  demselben  Kegelschnitte 
des  Büschels  entsprechende  Curven  der  Systeme  E')  und  H)  als 
einander  entsprechend  auf,  so  mag  es  von  Interesse  sein,  nach 
dem  Orte  zu  fragen,  welchen  die  beiden  genannten  Systeme  E')  und 
H)  bilden. 

Die  Gleichung  des  ersten  Systems  war: 

O*  —  liK(K—  kKt)  =  0. 

Die  Gleichung  des  zweiten  Systems  war: 

SS-^KiiK-kKJ  =  0. 

Wir  haben  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  k  zu  eliminiren. 

Bevor  wir  dies  tun,  haben  wir  beide  Gleichungen  auf  nach  Po- 
tenzen von  k  geordnete  Formen  zu  bringen.    Wir  erhalten  dann  2 
Gleichungen  4.  Grades  in  1,  und  wird  aus  diesen  >.  eliminirt,  so 
halten  wir  eine  Gleichung  32.  Grades  in      zx,  ara  (welche  wir 
der  Methode  von  Sylvester  iehr  leicht  aufechr •  Mu  konnten, 
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ihres  grossen  Umfanges  halber  hier  nicht  bringen  wollen),  welches 
die  Gleichung  des  verlangten  Erzeugnisses  ist. 

Nachdem  aber  in  der  Gleichung  dieses  Erzeugnisses  nur  gerade 
Potenzen  von  x2,  x3  vorkommen  (indem  die  Grössen  JT,  Ku  F, 
die  in  der  Gleichung  vorkommen,  solche  Functionen  2.  Grades  sind, 
die  keine  ungerade  Potenz  von  ar„  xit  za  enthalten),  so  bekommen 
wir,  indem  wir  x8  =  0  setzen  und  somit  die  Schnittpunkte  der  Curve 
mit  der  betreffenden  Seite  des  Fundamcntaldreiecks  suchen,  zur  Be- 


32  Schnittpunkte  gruppircn  sich  in  16  Punktepaare,  von  denen  ein 
jedes  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  harmonisch  geteilt  werden. 

Wir  haben  somit  den  Satz: 

„Wenn  man  das  Erzeugniss  jener  2  Systeme  von  Curven  4.  Ord- 
„nung  sucht,  von  denen  das  eine  so  beschaffen  ist,  dass  das  von 
„einem  beliebigen  Punkte  irgend  einer  Curve  dieses  Systems  an  den 
„entsprechenden  Kegelschnitt  des  Büschels  K—  =  0  gezogene 
„Tangentenpaar  in  einem  con stauten  Do ppcl Verhältnisse 
„geteilt  wird  durch  das  von  diesem  Punkte  an  Ä*  =  0  gezogene 
„Tangentenpaar  und  das  andere  System  dieselbe  Eigenschaft  gegen- 
über dem  Büschel  bezüglich  Kv  =  0  hat,  so  bekommt  man  eine 
„Curve  32.  Ordnung,  die  die  Seiten  des  dem  gegebenen  Büschel  sich 
„selbst  oonjugirenden  Dreiecks  in  16  Punktepaaren  einer  Involution 
„schneidet,  deren  Doppelpunkte  die  Dreiecksecken  sind." 


Stimmung  der  letzteren  eine  Gleichung  16.  Grades 


Wien  im  Juli  1881. 
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vm. 

Bildimgs-Gesetz  periodischer  Brüche  in 
bestimmten  Zahlensystemen. 

Von 

Karl  Broda. 


Es  sei  die  Primzahl  p  der  Nonner  eines  gemeinen  Braches,  r 
die  Stellenzahl  des  entsprechenden  periodischen  Decimalbraches ,  a 
die  Periode  nnd  x  die  Grandzahl  des  Zahlensysteme*,  so  ist  be- 
kanntlich: 

1  _a_ 
p      x*—  1 

also 

arr — 1  =  ap 

daher 

a*  =  -fl[mdp]  1) 

Dnrch  Lösung  dieser  Congraenz  erhalt  man  für  x  die  Grund- 
zahlen derjenigen  Zahlensysteme,  die  für  die  p  tel  . .  ,  r  Stellen  er- 
fordern. 

Es  sei  die  Primzahl  p  —  7  and  die  Stellenzahl  r  —  6,  so  ist: 

x*  =  -fl[md/>] 

zn  lösen.   Es  ist 

x*—l  -  (r«  +  l)(r*—  l)  =  0[md7]. 

Beachtet  man,  dass  for  x  —  10,  die  7tel  ...  6  Stellen  liefern,  so 
kann  nur 

-  (x  +  lH*1— *+l)  =  0(>d7] 

•ein,  und  da  prim  gegen  7  ist,  so  ergibt  sich 

Rednction 
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x*  —  z+l  =  0[md7)  2) 

zur  Lösung.   Man  erhält  leicht  aus  2) 

(2x  —  l)*  =  4[md7], 

es  ist  weiter 

2x-l  =  ±2[md7], 
woraus  die  Werte  von  x 

x1  =  —2 [md 7]   und   x%  =  +  3[md7] 

sich  ergeben. 

Ist  nun  u  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  und  ar2 
durch  dio  Gleichungen  ausgedrückt  werden: 

xl  —  7«-— 2 
*,  =  7u+3. 

xx  und  x8  sind  die  Grundzahlen  derjenigen  Zahlensysteme,  in 
denen  die  7  tel  sechs  Stellen  besitzen. 

Beachtet  man,  dass  für  a?,  . . .  7t*+5  geschrieben  werden  kann, 
so  ist  man  im  Stande,  für  die  7  tel  den  periodischen  Bruch  im7u-|-5 
und  im  7« +3  teiligen  Systeme  auszudrücken.  Es  ist  nach  einfacher 
Verwandlung  z.  B. 

|*  =  0-(u)(5t*+3)(4u+2)(6«+4)(2u+l)(3u  +  2)  im  7u+5 
und 

|  =  0-(u)(3tt  +  l)(2u)(6u  +  2)(4tt  +  l)(5u+2)  ...  im  7u+3 

teiligen  Systeme.  Die  unmittelbare  Benutzung  des  in  xt  gefundenen 
Wertes  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  nur  mussto  eine  Erweiterung 
des  Zahlensystems  vorgenommen  werden. 

Schreibt  man  in  und  x2,  für  u  der  Reiho  nach  die  Werte 
1,  2,  3  ...  so  erhält  man  für  <r,  . . .  5,  12,  19  .  . .  für  jr,  ...  10, 
17,  24  .  . . ;  es  müssen  daher  die  7  tel  im  5,  12  ...  und  im  10, 
17  . . .  teiligen  Systeme  6  Stellen  besitzen. 

Bei  directer  Verwandlung  ist: 
\  —  0  186(10)35  ...  im  12   und   0' 274(14)9(12)  ..  . 


*)  Diejenigen  Brüche,  bei  denen  kein  Zahlensystem  angegeben  wurde, 
sind  im  dekadischen  Systeme  geschrieben. 

Die  eingeklammerten  Ausdrücke  sind  als  je  eine  Ziffer  anzusehen. 
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im  17  teiligen  Systeme;  schreibt  man  in  den  ersten  der  oben  ge- 
fundenen allgemeinen  Werte  für  ~  statt   u  =»  1 ,  in  den  zweiten 

u  =  2,  so  erhält  man  sofort  die  durch  directe  Rechnung  sich  er 
gebenden  Perioden 

Das  Ergänzungsgesetz  im  7u+5  und  7u+3  teiligen  Systeme 
ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

n+(6u+4)  =  (5«+3)  +  (2m  +  1)  =  (4w+2)+(3u+2)  =  7u+4 
«+(6u+2)  =  (3*+l)+(4«+l)  -  2t*  +  (5t*+2)  =  7u+2. 

Es  findet  daher  immer  die  Ergänzung  zu  der  um  1  verminderten 
Grundzahl  des  Zahlensystemes  statt;  dem  entsprechend  ist  in  dem 
oben  angewendeten  12  und  17  teiligem  Systeme  die  Ergänzungszahl 
11  und  16. 

Schreibt  man  in  die  Relation  1),  für  r  der  Reihe  nach  die  Werte: 
1,  2,  3  .  .  .  ,  so  erhält  man  für  r  =  1 

x  =  up  +  1  3) 

für  r     2  ist 

**  =  + 1  [mdp]   oder  x  =  ±  1  [md/>], 

daher 

|   4) 

xf  =  up  —  1  ' 
Setzt  man  r  =  3,  so  wird 

**=  +  l[mdri, 

also 

(*_l)(3*+s+l)  =  0[mdri, 
woraus  nach  Lösung  der  Congruenz  aus 

s»+x  +  l  =0[md/>] 

die  Werte 

tt-up+M  \  6) 

x9  =  up-\-N  ) 

erhalten  werden. 

M  und  N  ergeben  sich  {durch  Auflösung  der  Congruenz:  u  be- 
deutet wie  früher  eine  ganze  positive  Zahl. 

In  ähnlicher  Weise  wären  die  Untersuchungen  durchzuführen, 
wenn  dem  r  ein  anderer  Wert  erteilt  würde. 

Als  Beispiel  soll  hier  die  Untersuchung  für  die  37tel  und  31  tel, 
die  im  dekadischen  Systeme  3,  beziehungsweise  15  Stellen  liefern, 
durchgeführt  werden. 
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Schreibt  man  in  3)  für  p  ...  37  und  dann  31,  und  nimmt,  wie 
in  allen  folgenden  Untersuchungen  für  u  der  Reihe  nach  die  Werte 
'  1,  2,  8  . . .  ok,  so  werden  die  Grundzahlen  der  verlangten  Systeme 
für  die  37tel  ...  38.  75  ...  und  für  die  31tel,  32,  63  .  .  .  sein 
müssen,  um  nur  eine  Stelle  zu  liefern.   Es  hat  z.  B. 

^  =  0- 1  ...  im  38  und  g|  —  0*1  ...  im  32  t  Systeme 
je  eine  Stelle. 

Aus  Gleichung  4)  folgt,  wenn  man  nur  den  Wert  von  jc,  be- 
achtet : 

37m— 1    und   31u  —  1. 

Als  Grundzahlen  der  Systeme  ergeben  sich  daher  36,  73  . .  . 
und  30,  61  ...  Es  liefern  daher  sowol  die  37tel  im  36,  73  .  . .  als 
auch  die  31  tel  im  30,  61  ...  teiligen  Systeme  je  zwei  Stellen. 

Es  ist  ~  0  0(35)  ...  im  36  und  ~  -  0  0(29)  ...  30  tei- 
ligcn  Systeme. 

Wird  in  Gleichung  5)  für  p  =  37  geschrieben  und  M  und  N 
berechnet,  so  ist 

ar1  =  37u  — 11 
sg  =  37u  +  10. 

Dieselbe  Rechnung  für  die  31tel  durchgeführt,  liefert: 

Xl  =  31t*+5 
x2  =  31m  — 6. 

Für  die  37 tel  ergeben  sich,  so  wie  für  das  dekadische  System 
3  Stellen,  in  den  Systemen  deren  Grundzahlen  26,  63  . . .  und  47, 
84  . . .  sind. 

Für  die  31  tel  sind  dem  entsprechend  die  Grundzahlen  36.  67 . . . 
und  25,  56  ...  . 

Es  ist  z.  B. 

-  -  0  0(18)7  ...  im  26  und  O  l (12)33  ...  im  47  teiligen 

Systeme.  Im  25  und  36  teiligen  Systeme  ergeben  sich  für  ^  auch 
3  Stellen,  und  zwar  0  0(20)4  ...  und  0"  15(29)  .  .  . 

Die  Ziffersummen  solcher  unpaarer  Decimalbrtiche,  die  aus  ge- 
meinen Brüchen  entstehen,  deren  Nenner  31,  37,  41,  43,  53,  67,  71, 
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79,  239,  271,  .  . .  sind,  zeigen  bemerkenswerte  Eigenschaften,  welche 
natürlich  aucb  bei  den  hier  in  anderen  Systemen  geschriebenen  pe- 
riodischen Brüchen  wahrnehmbar  sind. 

Ist  nnn  p  eine  der  angegebenen  Primzahlen  31,  37,  41,  .  .  . ,  so 
übergeht  Gleichung  1)  in 


wobei  2r+l  die  Anzahl  der  Stellen  anzeigt,  es  ist  weiter 

=  (a:_l)(x2r+x2r-l_|_2r-2+  ...  +l)  =  0[mdJ>] 

Im  dekadischen  Systeme  ist  nnn  x — 1=9  immer  prim  gegen  p,  also 

gP+lP-l+rfr-i+  ...  +  1  =  0[mdp]. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  ar2r+x2r-1+  . . .  + 1,  diese  mit  2r  +  l 
Einsern  geschriebene  Zahl  durch  p  teilbar  erscheint. 

Als  Beispiel  seien  für  2r  +  l  =  5  und  -  7  die  Zahlen  Hill 
ond  1111111  in  Factoren  zu  zerlegen,  wobei  für  den  ersten  Fall 
r  «  2,  für  den  zweiten  r  —  3  ist 

Untersucht  man  Hill,  so  ist: 


da  die  41  tel  5  Stellen;  dehnt  man  die  Untersuchung  auf  1111111 
aus,  so  wird  ferner 


sein  müssen,  da  die  239  tel  7  Stellen  erfordern.  Es  ist  also 
10&—1  —  (10—  l)(10*+10»+10t+10+l)  =  0[md41] 


107-1  -  (10-l)(lC6+106+104+108+102+10+l)=0(md239]. 
Kürzt  man  durch  9,  beide  Congruonzen  ab,  so  ist 

104+...+l==0[md41] 

und 

106+.  .  .+I  =  0[md239]. 
Der  Ausdruck  104-f- .  .  .  +1  =  Hill  muss  daher  ein  Vielfaches 
von  41,  und  der  Quotient  — jj—  =  271  muss  eino  Primzahl  vor- 
stellen, welche  wieder  eine  fünfstellige  Periode  erfordert.  —  Aus 
10« +...+1  folgt,  da  die  239 tel  7  Stellen  bedingen,  dass  die 
46  49  tel,  da 


=  + Umdp], 


105=l[md41], 


10'  =  +  l[md239] 


and 
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1111111  —  4649  239 

Die  hier  geführten  Untersuchungen  können  noch  weiter  ausgedehnt 
werden,  und  liefern,  für  die  Beurteilung  der  Stellenzahl  der  Perioden, 
und  für  Zerlegung  von  bestimmten  Zahlen  in  Factoren,  bemerkens- 
werte Resultate*). 

Es  soll,  um  die  Untersuchungen  zu  vereinfachen,  die  Beschrän- 
kung getroffen  werden,  dass  p  nur  eine  solche  Primzahl  vorstellt,  die 
einen  geradstelligen  Decimalbruch  bedingt. 


Bildungs-Gesetz  und  Stellenzahl  geradstelliger 
periodischer  Brüche  in  bestimmten  Zahlensystemen. 

Bedeutet  der  Nenner  p  eine  solche  Primzahl,  dass  dem  gemeinen 
Bruch  ein  geradstelliger  Decimalbruch  entspricht,  bezeichnet  A  die 
halbe  Periode,  und  r  deren  Stellenzahl,  x  die  Grundzahl  des  Zahlen- 
systems, so  ist: 

p      xr  +1 
Nach  einfacher  Umformung  ist: 

x'+l  -  (A  +  l)p 

also 

H-  -  ^ 

eine  ganze  Zahl,  daher 

x'=  -  l[mdp[  6) 

Diese  Relation  liefert  ein  bequemes  Mittel,  um  für  eine  be- 
stimmte Stellenzahl  und  für  die  gegebeuo  Primzahl  p  das  entspre- 
chende Zahlensystem  zu  bestimmen.  * 

Setzt  mau,  um  zweistellige  periodische  Brüche  zu  betrachten, 
r  =  1,  so  ist 

*==  —  l[mdp], 

also 

x  —  up  —  1, 

welcher  Wert  mit  dem  unter  4)  durch  *8  ausgedrückten  identisch  ist. 


*)  Für  Zahlen,  die  durch  eine  gerade  Anzahl  Einser  geschrieben  wer- 
den, wurde  von  mir  eine  Methode  angegeben,  durch  welche  solche  Zahlen 
leicht  in  Factoren  zerlegt  werden  können.    [Archiv,  63.  Band,  Seite  416]. 

**)  Archiv,  56.  Band,  Seite  93. 
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Sucht  man  für  die  7 toi  und  13tel  diejenigen  Systeme,  durch 
welche  2  Stollen  bedingt  sind,  so  liefert  für  die  7  tel  x  —  u — 1  und 
für  die  13  tel  x  =»  13u  — 1  die  Grundzahlen  der  verlangten  Zahlen- 
systeme. Man  findet  für  die  7  tel  6,  13  .  . .  und  für  die  14  tel  12, 
25...- 

Es  haben  wirklich  \  =  0  05  ...  im  6  und  i  =  0  0  (11)  im 
12  t  Systeme  je  2  Stellen. 

Nimmt  man  p  =  11  an,  so  ist  durch  diese  Relation  x  =  up—  1 
erwiesen,  dass  die  11  tel  im  10,  21,  32  .  .  .  teiligen  Systeme  nur 
zwei  Stellen  besitzen. 

Man  ist  bei  diesen  Entwickelungen  nur  genötigt  die  halbe  Po- 
riode  durch  gewöhnliche  Division  zu  berechnen,  da  die  Ergänzung 
zu  x  — 1  immer  stattfinden  muss. 

Um  dieselbe  Betrachtung  auf  vierstellige  Perioden  auszudehnen, 
setze  man  in  der  Relation  6)  r  ===  2,  so  wird  sofort: 

x2  =  —  1  [md/>], 
also   

x2  =  pu  —  1   nnd   x  —  Yup  —  1. 

Führt  man  die  Untersuchung  z.  B.  für  die  13  tel  und  17  tel  durch, 
so  erhält  man : 

für  die  13 tel  Vl3u— 1   und  für  die  17 tel   Vl7u— 1. 
Wählt  man  u  so,  dass  die  Wurzeln  rational  werden,  so  ist  für 

u  =  2   Vl3tt  —  1  =  5  und  für  u  =  5  .  . .  Vl3u— 1  =  8. 
Die  13  tel  bedingen  daher  im  5  und  8  t.  Systeme  je  4  Stellen. 

Es  hat  j|  =  0-0143  ...  im  5  und  j^—  0  0473  ...  im  8  t. 
Systeme  je  vier  Stellen. 

Vl7u — 1  wird  rational,  wenn  man  u  <=  1  oder  auch  10 
schreibt,  hiedurch  ergeben  sich  die  Grundzahlen  4  und  13. 

Es  hat  daher  ^  =  0  0033  ...  im  4  und  i  =  0*09(12)3  . . . 
im  13  t.  Systeme  je  vier  Stellen. 

Schreibt  man  r  =  3  in  Relation  6),  so  ist: 


x3  =  —  1  [mdj>]. 
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Wird  p  =  7  gesetzt,  so  geht  der  Ausdruck  über  in 

*»+l=0[md7], 

wodurch  die  oben  aufgestellte  Behauptung,  dass  aus 

x*  =  + 1  [md  7]  die  Congruenz  z3+ 1=0  [md7] 

sich  ergibt,  erwiesen  ist 

Aus  *9+l  =0[mdjj]  folgt  nach  einfacher  Auflösung 

Xl  =  up+p  |  ^ 

*%  —  «p+Q  ' 

wo  P  und  Q  von  p  abhängige,  durch  die  Lösung  der  Congruenz  sich 
ergebende  Zahlen  bedeuten. 

Es  sei  p  =  13,  so  ergibt  sich  durch  Lösung  der  Congruenz 

x*— 9+1  =  0[mdl3] 

i>=—  3  und  Q  =  4.   Diese  Werte  in  (7)  geschrieben,  liefern 

xJ  =  13«  — 3 
=  13u  +  4. 

Die  13tel  haben  demnach  im  10,  23,  36  ...  und  im  17,  30, 
43  ...  t  Systeme  2r  —  6  Stellen. 

Es  ist  ^~=0'076923  ...  im  10  und  ^=0 153(15)(11)(13)... 
im  17  t.  Systeme. 

Untersucht  man  die  8  stelligen  Perioden,  so  muss  in  6) 
r  =  4  angenommen  werden,  es  ist  dann 

x4  =  —  1  [md/>], 

daher 

x*  —  up — 1. 

Die  Grundzahl  derjenigen  Zahlensysteme ,  wo  alle  p  tel  8  Stellen  be- 
sitzen, ist  demnach  bestimmt  durch 

4   

x  =  Vup  —  1. 

Es  wird  z.  B.  für  die  41  tel  und  313 tel  x  rational,  wenn  n  —  2 
angenommen  wird,  wodurch  sich  8  stellige  Perioden  für  die  41  tel 
im  3  und  für  die  313  tel  im  5  t.  Systeme  ergeben. 

Es  hat  sowol  i'=  0  ' 00012221  ...  im  3,  als  auch 


41  ~~     vw*—*  .  .  .       ~,  —  313 

0- 00014443  ...  im  5  t  Systeme,  je  acht  Stellen. 
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Wird  r  =  5,  so  folgt  aus  6) 


xb  =  —  l[mdp], 


x=Yup  —  l 


die  Grundzahl  desjenigen  Systems,  welches  für  die  ptel  10  Stellen 
bedingt 

Untersucht  man  z.  B.  die  lltel,  61tel  und  Lltel,  und  setzt  man 
für  die  lltel  3,  für  die  61  tel  4  und  für  die  41  tel  25,  so  ist,  da 


1/33-1  =  2,   V244- 1  =  3   und  Vl025-l-4 

ist,  2  die  Grundzahl  für  die  lltel,  3  und  4  bedingen  die  Grund- 
zahlen des  Zahlensystemes  für  die  61  tel  und  41  tel. 

Es  erscheinen  wirklich  bei  den  llteln  im  2,  bei  den  61teln  im 
3  and  bei  den  41teln  im  4  t.  Systeme  je  10  Stellen.   Es  ist 

I  =  0-  0001011101  ...  im  2,  *  -  0"  0001022212  ...  im  3  und 

II  61 

i=0*  0012033213  ...  im  4  t.  Systeme. 

Soll  hier  noch  die  Aufgabe  erledigt  werden: 
Welche  N  enner  von  gemeinen  Brüchen  liefern  im  3,  4 
und  5  t.  Systeme  paare  Decimalbr üche,  uüd  zwar  12 
Stellen?  —  so  ist  in  den  Gleichungen 

0    I    •   

Yup—1  —  3,   Vup  —  1=4   und   Yup  —  1  =  5 

u  und  p  so  zu  wählen ,  dass  die  6  ten  Wurzeln  der  Reihe  nach  die 
rationalen  Zahlen  3,  4  und  5  geben,  es  ist: 


V2.7813  — 1  as  Y 15625  =  5. 
Daher  haben  die  73  tel  im  3,  die  4097  tel  im  4  und  die  7813  tel  im  5 


^1073  — l  =  V729  -  3; 


es  ist  ferner 


und  endlich 


t  Systeme  je  12  Stellen. 


Es  hat  z.  B. 
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^  —  0*000100222122  ...  im  3  t.  Systeme 

=  0  •  000000333333  ...  im  4  und  endlich 


4097 
1 


=  0- 000001 444443  ...  im  5  teiligen  Systeme  je  12  Stellen. 


7813 

Ganz  in  derselben  Weise  können  die  Untersuchungen  weiter 
ausgedehnt  werden. 

In  den  vorgenommenen  Entwickelungcn  wurden  die  Fragen  be- 
antwortet: I.  Wie  für  eine  bestimmte  Stellenzahl  der  Periode,  die 
Grundzahlen  der  Systeme  gefunden  werden,  in  denen  die  Stellenzahl 
dieselbe  oder  irgend  eine  andere  des  gegebenen  Systemes  ist  —  II. 
Wurde  die  Frage  beantwortet;  wie  die  Nenner  der  gemeinen  Brüche 
gefuuden  werden,  die  in  irgend  einem  gegebenen  Zahlensysteme  einer 
bestimmten  Stellenzahl  der  Periode  entsprechen.  Es  bleibt  noch  die 
Frage  zu  erörtern,  wie  man  aus  dem  gegebenen  Bruch  die  Zahl  der 
Stellen  der  Periode  beurteilt,  wenn  der  gemeine  Bruch  und  die  Pe- 
riode in  demselben  Systeme  geschrieben  sind. 

Bestimmung  der  Stellenzahl  der  Periode  für  dasselbe 
Zahlsystem,  in  welchem  der  gemeine  Bruch 
geschrieben  ist. 

Wenn  für  die  einzelnen  Grössen  dieselben  Bezeichnungen  bei- 
behalten werden,  so  ergibt  sich  aus  der  Relation  6) 

xr  D  up—l, 

also: 

r 

x  =  y«p— i. 

Durch  Benutzuug  dieses  Ausdruckes  wird,  wenn  x  =  10  ange- 
nommen wird,  das  wichtige  Problem  seine  Lösung  finden :  wie  viele 
Stellen  im  dekadischen  Systeme  die  ;>tel  liefern.  —  Es 
geht  dann  diese  Relation  über  in  die  Gleichung: 

r   

io  =  Vup-i, 

aus  welcher  nur  noch  r  zu  berechnen  ist 

Ist  zu  untersuchen,  wie  viele  Stellen  die  137  tel.  besitzen,  so  er- 
gibt sich  nach  einfacher  Betrachtung,  dass  für  u  eine  solche  Zahl 
zu  wählen  ist,  wo  an  der  Stelle  der  Einer  ein  Dreier  steht,  es  ist 
von  selbst  einleuchtend,  dass  u  «=*  73  angenommen  werden  muss,  wo- 
durch 
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10-=  V73  137-1  =  VlO* 

wird.  -  Da  r  =  4  sein  muss,  so  ist  die  Stellenzahl  der  137  tel  .  .  . 
2r=8!  —  Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  auch  die  73  tel  .  .  . 
8  Stellen  besitzen  müssen. 

Auf  ganz  analoge  Art  wird,  wenn  p  die  zusammengesetzte  Zahl 
1729  =  7.13.19  vorstellt,  durch  Lösung  der  Gleichung 


Vl729u  — 1  -  10 

sich  ergeben,  dass  die  1729 tel  im  dekadischen  Systeme,  da  r  =  9 
ist,  18  Stellen  haben  *). 

Aus  der  Relation 

r   

Vup—1  -  10 

folgt 

Up  =  lOr+1, 

wodurch  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  solche  Ausdrücke  in  Facto ren 
zu  zerlegen.  Es  ist  auch 

r  u 

Schreibt  man  für  r  der  Reihe  nach  2,  3,  4  .  .  . ,  so  wird  p 
10»+ 1    108+1    10* +  1    io5  +  i 


Ist  es  nun  möglich  u  als  aliquoten  Teil  von  10r  +  l  zu  wählen, 
so  ist  die  Stellenzahl  der  pU>\  ...  2r.  Für  t*  —  1  übergeht  p  in 
10»+ 1,  103+1,  10*4-1  .  .  .  ,  daher  haben  die  101  tel  ...  4,  die 

1001  tel  ...  6,  10001  tel  ...  8  Stellen.  —  Aus  1QS  j~  1  folgt,  dass 

»:7,  11,  77,  13,  91,  143  und  1001  sein  kann,  daher  haben  Brüche, 
die  eine  dieser  Zahlen  als  Nenner  besitzen,  6  Decimalstellen. 

Die  für  die  7  tel,  11  tel  .  .  .  1001  tel,  für  die  73 tel,  137  tel  und 
ähnliche  Brüche,  deren  Nenner  aliquote  Teile  von  10r+l  sind, 
sich  ergebende  Beurteilung  der  Stellenzahl,  und  eine  einfache  Ver- 
wandlungsmethode, fand  im  56.  Band  des  Archives  [1874],  die  nötigen 
Erläuterungen  und  Begründung. 


*)  Da  1729 


12» +  1    ist,    io  haben  die   1729  tel  im  dodekadischen 
[Archiv,  56.  Band,  Seite  96]. 
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Die  dort  aufgestellte  Regel  auf  die  73tel  angewendet,  ergibt: 

73  —  ltK+l ' 

wobei  a  die  halbe  Periode  und  r  =  4  deren  Stellenzahl  ist  Löst 
man  diese  Gleichung  nach  a  auf,  so  ist 

(1QM-D-73  iO*+l 
a  73  73  1  -  137-1  =  136, 

daher,  wenn  die  Ergänzung  zu  9  gebildet  wird: 

4=  0- 01369863  .  .  . 


Aus  der  angeführten  Abhandlung  und  aus  der  im  57.  Band  des 

Archives  [1875],  ergeben  sich  die  einfachsten  Methoden  für  die  Be- 
rechnung der  halben  Periode  in  ganz  beliebigen  Zahlensystemen,  für 
rein  und  gemischt  periodische  Brüche,  für  den  Fall,  dass  der  Nenner 
ein  aliquoter  Teil  oder  ein  Vielfaches  von  10» +1  ist.  Bei  diesen 
Ableituugen  wurde  nicht  nur  die  Ergänzung  zu  neun  betrachtet,  es 
wurde  vielmehr  die  Ergänzung  zu  irgend  einer  Zahl  a  angenommen. 

Die  von  Dr.  0.  SchlÖmilch  in  seiner  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  im  25.  Jahrgange,  6.  Heft,  Seite  416,  im  Jahre  1880 
erschienene  Notiz  über  gewisse  periodische  Decimalbrüche ,  kann 
demnach  nur  als  eine  Specialisiruug  eines  einfachen  in  den  angegebe- 
nen Arbeiten  entwickelten  Falles  angesehen  werden. 

Wird  in  Gleichung  1)  für  r  geschrieben  p  —  1,  wobei  x  prim 
gegen  p  ist,  so  geht  aus  dieser  die  Relation 

xp-l==  +  l[mdp]  8) 

der  Satz  von  Fermat,  hervor. 

Aus  8)  folgt 

^-1  —  1  =  (x*  +1)^  2  _i)  =  0[md/>]. 

Es  ist  sofort  ersichtlich,  dass  entweder  der  eine  oder  der  andere 
von  den  zwei  Binomialfactoren  durch  den  Modul  p  teilbar  sein  inusa, 
was  zur  Aufstellung  der  Congruenz 

x  2  =  ±l[mod^] 

berechtigt. 

Zur  Entscheidung,  wann  die  Congruenz  für  +1  oder  für  —  1 
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besteht,  gilt  das  folgende  bekannte  Theorem :  Ist  p  eine  Primzahl 
>r,  und  prim  zu  x,  so  besteht  die  Congruenz 

p-i 

x  2  =  —  1  [md/>]. 

Wendet  man  den  Fermat'schen  Satz  zur  Beurteilung  der  Stellen- 
lahl  z.  B.  der  17 tel  und  23tel  im  dek.  Systeme  an,  so  ergeben  sich 
die  Congruenzen: 

1016  =  +  l[md  17]  für  die  17  tel 

UDd 

10**  =  +  1  [md  231  ^r  die  23  tel. 

Es  ist  also 

101«—  1  -  (10»  +  1)(108  — 1)  =  0  [md  17] 

and 

10**  —  1  =  (10"  + 1)  (1011  - 1)  =  0  [md  23]. 
Wendet  man  den  oben  angegebenen  bekannten  Satz  an,  so  ist  sofort 

10»  +I  =  0[mdl7] 

BDd 

10"-f-l  =  0[md  23J. 

Da  nun  10*+ 1  eine  Primzahl  ist,  und  da  I0n-f-l  keinen  Factor 
enthält  durch  dessen  Auslassung  die  Schlussfolgerung  geändert  wer- 
den müsste,  so  ergeben  sich  für  17  tel       für  die  23  tel  ...  22  Stellen. 

* 

Zerlegung  des  Ausdruckes  am-\-l  in  Factoren. 

Es  soll  hier  zum  Schlüsse  noch  die  Frage  ihre  Erledigung  finden, 
wie  die  gewonnenen  Sätze  auf  die  Zerlegung  des  Ausdruckes 

o»+l 

in  Factoren  angewendet  werden  können. 

Schreibt  man  in  6)  für  x  -=»  a  und  füi  r  =  m  die  halbe  Stellen- 
zahl des  im  a  teiligen  Systeme  geschriebenen  Bruches,  so  ist 

am  —  —  1  [md/)]. 

Offenbar  liegt  die  Lösung  des  Problemes  in  der  Beantwortung  der 
Frage,  wie  viele  Stellen  im  a  teiligen  Systeme  die  tel  liefern,  wenn 
P  ein  Factor  des  gegebenen  Ausdruckes  ist. 

Es  sei  z.  B.  für  a**-f-l  der  aliquote  Teil  p  zu  finden,  so  muss 

a8*  =  —  l[mdj>]  W 

sein,  es  muss  demnach,  wenn  w  irgend  eine  ganze  Zahl  vorstellt, 
Twi  lxviii.  7 
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a        =  u  sein. 
P 

Betrachtet  man  die  einzelnen  Factoren  des  Productes 
[a3*  —  l]|y*  +  l][a*"  +  a3&*  +a™+a"*+ll]  -  n, 

a32-|-l 

so  ist  jeder  Factor  prim  gegen  p.   Da  ähnlich  — — —    eine  ganze 

Zahl  vorstellen  soll ,  so  kann  o32  —  1  durch  p  [p  >  2  vorausgesetzt] 
nicht  teilbar  sein.  Da  nun  a64  — 1  durch  p  teilbar  ist,  so  ist  aw-|-l 
prim  gegen  p. 

Durch  das  Aufsuchen  des  grössten  gem.  Masses  für  den  dritten 
Factor  und  a3*-f-l  wird  man  sofort  überzeugt,  dass  auch  dieser 
Factor  prim  gegen  p  ist 

Werden  die  zwei  letzten  Gleichungen  durch  die  Multiplicatioii 
verbunden,  so  ist: 

(q3»  +  l)  (a**— l)(a<*  +  l)  (ab™+ + g™  +  a***+l]  _ 

—  UTl. 

V 

Nach  Durchführung  der  Operationen  ist  sofort 


P 

eine  ganze  Zahl,  daher  ergibt  sich  augenblicklich 

a64o  -=  +  i  [md  p]. 

Ist  nun  a  prim  gegen  p,  so  ist  nach  Fermat  p  =  640  +  1,  daher 

a6*0  =  +  1  [md  641]. 
Schreibt  man  nun  noch  2  statt  a,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass 

2*4-1 
641 

eine  ganze  Zahl  vorstellt. 

In  anderer  Form  geschrieben  ist: 

232  =  —  1  [md  641], 

welcher  Ausdruck,  wenn  a  statt  2  geschrieben  wird,  mit  (9)  Über- 
einstimmt und  anzeigt,  dass  die  641  tel  im  zweiteiligen  Systeme 
2.32  —  64  Stellen  haben  müssen. 

Da  nun  32  «=  25  ist,  so  ist  23*+l  =  2*6+l  ein  Vielfaches 
von  641. 
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Die  Behauptungen  von  Euler,  dass 


wenn  o  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  immer  eine  Primzahl 
vorstellt,  muss  für  a  =  5  als  unrichtig  bezeichnet  werden. 

Es  ist  tatsächlich  im  2  teiligen  Systeme  für 

—  -  oooo(xx)ooo.iimii.ooo.iii.ioii...(X)(X)ow 

die  halbe  Periode-,  der  zweite  Teil  der  Periode  wird  durch  die  Er- 
gänzung zu  eins  gebildet,  wodurch  sich  die  64  Stellen  ergeben. 
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IX. 

Ellipsoidische  Flächenbelegungen,  deren  Wirkung 
auf  innere  Punkte  der  Richtung  und  Stärke  nach 

constant  ist. 

Von 

Dr.  Stephan  Glaser. 


Gegen  Ende  vorigen  Jahres  erschien  eine  Inaogural-Dissertation 
von  Herrn  H.  Rolle,  in  welcher  die  folgende  Aufgabe  behandelt  ist: 
Die  Fläche  eines  Rotationsellipsoids  soll  in  solcher  Weise  mit  Masse 
belegt  werden,  dass  die  Wirkung  dieser  Belegung  auf  innere  Punkte 
(bei  Zugrundelegung  des  Ncwton'schen  Potentials)  ihrer  Richtung  und 
Stärko  nach  constant  ist. 

Auf  Seite  8  bedient  sich  der  Verfasser  einer  von  Herrn  Prof. 
Neumann  angegebenen  Entwickelung  der  reeiproken  Entfernung  eines 
auf  der  Oberflächo  des  Ellipsoids  gelegenen  Punktes  von  einem  be- 
liebigen andern  Punkte ;  er  begeht  jedoch  dabei  den  Irrtum  statt  der 
Darstellung  für  einen  inneren  Punkt  die  für  einen  äusseren  Punkt 
geltende  zu  nehmen*). 

Ein  anderer  Fehler  findet  sich  auf  Seite  13,  woselbst  aus  dem 
Umstände,  dass  nur  die  Fälle,  für  welche  i=j  ist,  einen  Beitrag 
geben,  geschlossen  wird,  dass  sich  auch  die  Summationcn  nach  m 
und  n  vereinigen,  während  doch  der  Spielraum  von  n  nur  insofern 
geändert  wird,  als  derselbe  sich  nicht  mehr  von  Ü  bis  oo,  sondern 
nur  von  j  bis  qo  erstreckt 


*)  tf.  Crelle's  Journal  Bd.  XXXVII. 
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In  der  folgenden  Untersuchung  geht  der  Verfasser  von  Punkten 
im  Inneren  des  Ellipsoids  zu  solchen  auf  der  Oberfläche  über,  wo- 
durch die  Wirkung  des  ersten  Fehlers  aufgehoben  wird;  jedoch  wie- 
derholt er  den  zweiten  Fehler  auf  Seite  15,  indem  er  aus  der  Be- 
dingung, dass  j  nur  0  und  1  sein  kann,  die  Folgerung  zieht,  auch  k 
kann  nicht  grösser  als  1  sein. 

In  Folge  dieser  Fehlschlüsse  ist  das  Resultat  ein  unrichtiges 
geworden. 

Ich  erlaube  mir  hier  eine  Lösung  des  allgemeineren  Problems 
mitzuteilen,  auf  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  eine  beliebige  Menge  M 
so  zu  verteilen,  dass  die  Kraft  im  ganzen  Inneren  einen  ebenfalls 
beliebig  gegebenen  constanten  Wort  hat. 

Das  Potential  eines  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  1  angefüllten 
Raumes  kann  dargestellt  werden  durch  den  Ausdruck 


— J* }cos(AfQ).ffe, 


worin  MQ  den  Winkel  zwischen  der  nach  aussen  gezogenen  Normale 
und  der  Verbindungslinie  mit  dem  angezogenen  Punkte  bedeutet,  und 
die  Integration  über  die  ganze  Oberfläche  auszudehnen  ist 

Für  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen  A,  B,  C  wird  hiernach 


'S* 


(f — x)m     (y  —  y)y  .  (v—z)z 


l/ZT  j£  +  Z 

V  a*  +  &  +  e* 

worin  a-x)*  +  (V-y)*+(<p-z)*  -  r». 

Ersetzt  man  in  diesem  Ausdruck  die  im  Zähler  vorkommenden 
$,  9  durch  3  andere  Grössen  a,  6,  c,  so  stellt  derselbe  für  con- 
stante  a,  c  und  variable  £,  17,  q>  das  Potential  einer  Flächenbele- 
gung dar,  dessen  Dichtigkeit 

(q  —  x)x      (b—y)y  (c—z)z 

^       +      2?«       +  C* 

*  — — J— 


V  A*  +  B*  +  C* 


ist  Versteht  man  unter  a,  £,  c  die  Coordinaten  eines  Punktes,  so 
ist  die  Dichte  direct  proportional  dem  Lote  von  (o,  i,  c)  auf  die  im 
Punkte  (x,  y,  z)  construirte  Tangentialebene;  sie  ist  positiv,  wenn 
(o,  b,  c)  mit  dem  Anfangspunkt  auf  derselben  Seite  der  Tangential 
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cbeno  liegt,  im  andern  Falle  negativ.  Die  Verteilung  ist  also  gleich- 
artig mit  positiver  Dichtigkeit,  wenn  (a,  6,  c)  innerhalb  des  Ellipsoids 
liegt ;  sie  ist  ungleichartig,  sobald  (a,  &,  c)  draussen  liegt.  Legt  man 
im  letzteren  Falle  durch  (a,  £,  c)  den  Tangentialkegel,  so  ist  in  der 
Bcrührungsliuie  die  Dichte  gleich  Null,  auf  der  (a,  6,  c)  zugewandten 
Seite  negativ,  auf  der  abgewandten  Seite  positiv. 

Sofern 

x  =  A  cos  J> 
y  =  -ßsinpcoSf/ 
z  =  Csinpsin^ 

gesetzt  wird,  ist 


*  -  ABC  y~  +     +  .sinpdpdq; 

die  Gesammtmasso,  welche  bei  dieser  Belegung  zur  Verteilung  kommt, 
ist  daher 


n  2n 

M  = 


yj  1    4»    +  ~g»  r    ct  J  rinp^ilg, 

oder 

M  =  —  i  J^^C08p 2  +  -—l^ABCsmpdpdq 
und  durch  Ausführung  der  Integration 

die  Masse  ist  also  unabhängig  von  a,  6,  c.  Das  Potential,  welches 
mit  V  bezeichnet  werden  möge,  wird  ferner  durch  Einführung  des 
Wertes  von  <ls 


Ppl  Ua-x)x      {b-y)y  (c-z)zl 


oder 


n   2n  n  2n 

*ABCsmp  cospdpdq 

Va 

o 


n   2n  n  2n 

b  PPABCsiup  sin  p  cosgdpdg  c  f*  f  ABC  am  p  sin  psmqdpdq 
2. LI  rB  ~  2.1.1  rC 
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Nun  ist  aber  nach  den  von  Gauss  in 
attractionis  (theor.  tert.)  mitgeteilten  Sitzen 

/»  Z1  yLPC sin p COS pdpdq  BW 
-JJ  rA  =  « 


ABCds  1 


Q  0   VU»+.)(f?*+,)(C*-f  ,) 


TT  27T 

ABC  ring  ring  cos  gdpdq  dw 


TT  2 


ABC  dt 


/*  /* sinp  ein p  sin  g  rfp  dg  c  W 
J  J  rC  dq> 


o  o 


0,0 

n  2n 


P°  ABCds  1 


worin  die  eine  oder  andere  Integrationsgrenze  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  (|,  17,  9)  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Ellipsoids  liegt;  im 
letzteren  Falle  bedeutet  a  die  reelle  positive  Wurzel  der  Gleichung 


•i 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  V  ein,  so  kommt  die  definitive  Gestalt 

0,  o 

dieselbe  zeigt,  dass  das  Potential  für  innere  Punkte  (£,  17,  <p)  linear, 
also  die  im  Inneren  ausgeübte  Kraft  der  Richtung  und  Stärke  nach 
constant  ist 

In  diesem  Resultate  ist  eine  Lösung  der  Aufgabe  enthalten,  ein 
Ellipsoid  so  mit  Masse  zu  belegen,  dass  die  Kraft  im  ganzen  Inn 
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constaut  ist.  Siod  die  Componenten  der  Kraft  gleich  X,  F,  Z 
geben,  so  bestimmt  man  vermittelst  der  Gleichungen 


an  §  m 

J  ^ 


ABCds 


ABCds 

Y=  bn 


y{A*  +  8)(B*  +  8){C*+s)  B*+8* 


z       n  C  ABCds  1_ 

"  y  y(i«+,)(Äi+,)(ct+l)  c*+, 

die  Coordinaten  eines  Punktes  (a,  6,  c).  Wird  mit  Hülfe  dieses 
Punktes  in  der  früher  angegebenen  Weise  die  Fläche  mit  Materie 
belegt,  so  wird  das  innere  Potential  nach  unsern  Entwickelnden 
dargestellt  durch 

/"  ABCds   /  gj  brj  c<p  \ 

die  Componenten  der  Wirkung  sind  also  in  der  Tat  gleich  X,  F,  Z 
dabei  ist  die  zur  Verteilung  kommende  Masse  gleich  2nABC. 

Eine  besondere  Beachtung  verdient  der  Fall,  dass  die  Kraft  im 
ganzen  Inneren  gleich  Null  ist;  dann  wird  auch  a  =  b  =  c  =  0,  also 
die  Dichte  überall  positiv  und  proportional  dem  Abstände  des  Mittel- 
punktes von  der  in  dem  betreffenden  Punkte  an  das  Ellipsoid  ge- 
legten Tangentialebene;  auch  hier  ist  die  verteilte  Menge  gleich 
2nABC. 

Natürlich  kann  man  von  dieser  Lösung  leicht  zu  der  Lösung  der 
allgemeinsten  Aufgabe  übergehen,  eine  beliebige  Menge  M  so  zu  ver- 
teilen, dass  die  Kraft  im  Inneren  einen  gegebenen  coustanten  Wert 
hat.  Für  den  Fall,  dass  dieser  constante  Wert  Null  ist,  wird  die 
vollständige  Lösung 

M  1 


InABC 


V  T*+Bi+Ci 


ds 
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es  ist  dieses  die  Verteilung,  welche  eintritt,  wenn  man  dem  Ellipsoid 
die  Menge  M  elektrischer  Materie  mitteilt  uud  dasselbe  ohne  Influenz 
sich  selbst  überlässt. 

Im  andern  Falle  bestimmt  man  wie  vorhin  die  Coordinaten  eines 
Punktes  (a,  b,  c)  und  verwendet  dieselben  in  der  angegebenen  Weise 
zur  Construction  einer  Dichtigkeit;  dabei  kommt  2nABC  zur  Ver- 
teilung. Der  Rest  M—2nABC  wird  in  der  Weise  zu  einer  ferneren 
Belegung  verwandt,  dass  die  Wirkung  auf  jeden  inneren  Punkt  Null 
ist;  dieselbe  bestimmt  sich  nach  dem  soeben  absolvirten  Falle. 
Demnach  lautet  die  allgemeinste  Lösung 

(a—x)x     {b—y)y  (c—z)z 

A*  B*    ^    C%        M —  2nABC  1 

V  *  +     +  &                               V  Ä*  +  B*+Ci 
P  ABC  da  /    M  g\  br\  cg>  \ 


Düsseldorf  im  August  1881. 


10G 


MisceUen. 


X. 


Miscellen. 


1. 


Die  früher  im  Archiv  von  mir  auf  Gleichungen  4.  Grades  an- 
gewandte Methode  will  ich  jetzt  noch  auf  kubische  Gleichungen  an- 
wenden, um  zu  zeigen,  wie  jeder  angenommene  Wurzelwert  sämmt- 
liche  Wurzeln  angiebt. 

Seien  in  der  reducirten  Gloichung 


II)    x^  —  (2m+p)xi+(mi  +  ni  +  2mp)x  —  (mi  +  n2)p  —  0 
Ist  Gleichung  I)  mit  II)  identisch,  so  ist 


die  Wurzeln: 


dann  ist 


odor 


(x — m 


—  nt)(x  —  m-{-ni)(x  —  p)  —  0 


oder 


III) 


IV) 
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Erhebt  man  die  Gleichung  III)  zur  3.  Potenz  und  die  Gleichung  IV) 
zum  Quadrat,  so  erhält  man 

V)    n6  -  9n*m* + 27m4n*  -  27m«  =  a3 
VI)  n4m*  +  2m*n*  +  m«   =  j 


oder 


V>  27  T+  mn       m  -27 

VI)  n*m8+2mV+  m6  -  j 

n«   ,  2  .  4      a»  ft» 

27  +  3n^8+3n^=27+4 


addirt 


oder 


n3  1  /a3  b* 

und  nach  IV) 

Beide  Gleichungen  VII)  und  IV)  addirt  und  auch  subtrahirt  giebt 
VHD    (73  +  -)ö2±K27+4 

IX>  (väH"-^^^-"5 

folglich  ist  nach  VIII) 

(73+m) -  0 

und  daher  sowohl 


als  auch 


yg+m+t)  =  0   d.h.   X)  y3+n,=— 


(73  +  m)  -  (73+™)*  +  »'  =  °  d  h-       ^+m  =  I±iV-3 


und  nach  IX)  ist 


—  m  —  w  =  0    d.  h.    XII)         —  m  =  u 


sowie 


(73-m)  +  (73-m)»+«s"=0  d  h-  XIII>  73— — §±§V-3 
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Weil  non  nach  X) 


und  nach  XII) 

so  ist 
und 

oder 

und  weil 

so  ist 


n  i 


n 

n  —  m  —  u 

3 

—  2m  =  u-\-v  =  x\a 
n        u  —  v 


m  —  V—  3 


~2~~ 


m+m  2  1 — 2"V—  3  -  «a. 

und 

tt  +  ü      u  —  t> 

m  —  n*  =»  jj  2 —  V       =  ^ 


Ebenso  ist  nach  XI) 


n    i  v  _l_ v  /  o 

f  »  —  ö±öV—  3 


V3^'"  2^2 
und  nach  XIII) 


W  W    ,    Ii  . 


V3    w  2J-2 

folglich 

_2m  —  _^-__y _3  =  X16  u.  ^ 

Addirt  man  die  Gleichungen  XI)  und  XIII),  so  erhält  man 

2.n         t*  —  v  u+t> 

V3  8  ±~T~ 

oder 

und  weil 
so  folgt 

m+n^^(1T3)  +  !iZ^v_.3(_1Tl) 

und 
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Benatzt  man  die  oberen  Vorzeichen  dieser  letzten  Gleichungen,  so 
erhält  man 

m+n»-  -^-(l-3)+-1-(-l-l)V-3 

und 

m-m=  ^(l+3)+^(l-l)V-3 

oder 

,      ,            tt-f-ü      u — v    t  _ 
m-f-nt  —  g  2~~  * — 3  = 

und 

Benatzt  man  die  unteren  Vorzeichen  jener  Gleichungen,  so  erhält  man 
m+m=^(l+3)  +  ~(-l+l)y-3 

und 

TO-m  =  ^(l-3)+^(l  +  l)V-3 

oder 

m-\-ni  =     u-f- v  =  X2c 

und 

m— *»  —  2  V— 3  =  *3c 

Es  ist  also 

x\a  —  — 2m  =  w-f~r 

u-f-»  ,  ** — f  , 
flr2a  —  TO+nt  —  2  1-- 2~~  V— 3 

X8<,  =  to  —  ni  =  g  2 —  * 

xi6  —  — 2to  =  g  T-2~"V— 3 

X2b  =  TO  +  n*  =  2  2 

xzb  mm  to  —  n»=  t<-|-?> 

xic  2to  f  2~y~3 

X2e  *=  m-\-ni  =  u-\-v 

xic  =  m  —  ni  —  g  h— 2~  y7— 3 

Nach  den  Gleichungen  IX)  und  VIII)  ist 


ferner 


und 


110 


Miscellen 


und 

wenn  also 
so  ist 

-V-l-VSZ 

Hamburg,  Oktober  1881. 

Th.  Sinram. 


2. 

Innere  Winkel  aller  regelmässigen  linear  begrenzten  Figuren 

Ton  4  Dimensionen. 

Im  Arch.  LXVII.  420—422  sind  die  innern  Winkel  aller  6  regel- 
mässigen Polytope  gefunden,  mit  Ausnahme  des  Pentatops  (der  4deh- 
nigen  Pyramide).  Drei  derselben  waren  congruent  den  Contri winkeln 
andrer  Polytope,  zwei  andre  standen  in  Relation  zu  bekannten  4deh- 
nigen  Winkeln.  Nun  zeigt  sich  aber,  dass  sich  der  innere  Winkel 
des  Pentatops  gleichfalls  auf  einen  bekannten  zurückführen  lässt, 
nämlich  durch  teilweise  Integration. 

Die  Berechnung  eines  4dehnigeu  Winkels  geschah  in  LXVII. 
274—276  durch  Zerlegung  in  Tetratope  (Winkel  zwischen  4  Räumen), 
welche  in  Pentatopen  von  4  allseitig  orthogonalen  Kanten  am  Ende 
dieser  Kantenreihe  gebildet  werden.  Ein  solches  Elementartetratop 
war  bestimmt  durch  3  ebene  Winkel  er,  ß,  y  und  hatte  den  Ausdruck: 

wo 

A  +  ^  =  li  sina  =  8in0cosy 
tg^osin^p  1  tg*p        '  r  9 

Nach  LXVII.  421  war  für  das  Elemcntartetratop  des  innern  Win- 
kels J  des  regelmässigen  Pentatops 

a~|R;    tgj3  =  V2;    tgy  - 
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die  Anzahl  der  Elementartetratope  ==  24,  woraus : 

tgd  =  vi 

Die  Relation  zwischen  <p  und  y  geht  hier  über  in 

tgfy  +  tg2t/'=  2 

Den  Werten  t/;  =  ß,  6  entsprechen  die  Werte 
folglich  ist  der  innere  Winkel 

ß 


=  12(0.jS-iRd+|8g>arctgy2— tgV) 

Den  Wert  dieses  Integrals  erhält  man  durch  Subtraction  der  Gl.  (35) 
und  (39)  in  LXVII.  282,  welche  lauten: 

.   HR2 

/a<parctgy2—  tg*9  — 

.  7R2 

/  8g>arctg y2  —  tg2<p  «= 


nämlich: 


Demnach  ist 


R  .  

8<jparctgV2  — tgV 


R2 

5 


—  "5 —  4R  arc  48  r 


5 
3 


(1) 


Ehe  wir  die  Resultate  zusammenstellen,  sei  noch  bemerkt,  dass 

V5  — 2  2R 


arc  tg  1/  ö+arc  tg 


V3    "  3 


ist.  Nach  Ersetzung  des  letztern  Arcus  durch  den  erstem  und  Er- 
gänzung durch  (1)  lautet  die  Tabelle  (33)  nebst  den  folgenden  2  Glei- 
chungen in  LXVII.  422: 


J(3,  3,  3)  =  ^R*-4Rarctgj/| 


R2 

.7(4,  3,  3)  -  y 


J(5,  3,  3)  -  -^~-+20Rarctgj/| 
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Mitcellen. 


</(3,  4,  3) 
./(3,  3,  4) 

*/(3,  3,  5) 

Gemessen  durch  den  4dehnigon  Vollwinkel  geben  diese  Grössen: 


/,  m,  n 

J 

8R» 

8R* 

J 

3,  3,  3 

0,00970  46885 

102,2005 

4,  3,  3 

0,04166  66667 

24 

5,  3,  3 

0,27607  65574 

3,6222 

3,  4,  3 

0,125 

8 

3,  3,  4 

0,0625 

16 

3,  3,  5 

0,31833  33333 

3,1414 

Aus  der  letzten  Columnc  ist  zu  ersehen,  dass  nicht  mehr  als 
3  Winkel  J(5,  3,  3)  oder  .7(3,  3,  5)  um  eine  Ecke  liegen  können. 
Da  aber  zur  Begrenzung  eines  ödehnigen  Winkels  mindestens  5  lineare 
4dehnungen  erforderlich  sind,  so  können  die  Polytope  (5,  3,  3)  und 
(3,  3,  5)  nicht  Seiten  einer  regelmässigen  5dehuung  seiu.  Ferner 
können  die  Seiten  einer  regelmässigeu  5dchnung  nicht  in  Form  dieser 
zwei  Polytope  um  eine  Ecke  gruppirt  werden,  weil  dann  bzhw.  600 
oder  120  Polytope  um  eine  Ecke  liegen  müssten,  während  höchstens 
102  Platz  haben.  Folglich  haben  alle  regelmässigen  Figuren  von 
mehr  als  4  Dimensionen  keine  Fünfecke  mehr  zu  Flächen. 

Hierdurch  vereinfacht  Bich  die  Untersuchung  der  regelmässigen 
Figuren  vou  n  Dimensionen  dermassen,  dass  nunmehr  die  vollständige 
allgemeine  qualitative  und  quantitative  Bestimmung  derselben  keine 
Schwierigkeit  mehr  hat,  wie  ich  in  einer  spätem  Arbeit  zeigen  will. 

• 

R.  Hoppe. 


-  R* 

2 

191R* 

-  75 


Digitized  by  Google 


Schälke:  Die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  etc. 


113 


XI. 

Die  Bewegimg  eines  Rotationskörpers  in  einer 
incompressibeln  Flüssigkeit. 

Von 

Albert  Schüike. 


Das  Problem  der  Bewegung  eines  Rotationskörpers,  auf  welchen 
keine  Kräfte  wirken,  in  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  ist  zuerst 
von  Kirchhoff  (Borchardt's  Journal  Bd.  71.)  gelöst  wordeu,  indem  er 
die  elliptischen  Integrale,  auf  welche  das  Problem  führt,  aufgestellt 
und  dann  die  Lösung  in  2  speciellen  Fällen  —  1)  wenn  der  Körper 
um  seine  Rotationsaxe  nicht  rotirt  uud  diese  Axc  in  eiuer  festen 
Ebene  bleibt,  und  2)  wenn  ein  Punkt  der  Rotationsaxe  eine  Schrau- 
benlinie durchläuft  —  zu  Ende  geführt  hat.  Später  hat  Köpcke 
(Math.  Annalen  Bd.  12.)  auch  den  allgemeinen  Fall  soweit  erledigt, 
dass  er  die  Variabein  als  Functionen  der  Zeit  ausdrückte.  Zweck 
dieser  Arbeit  ist  es  nun,  zu  zeigen,  dass  1)  die  Formeln  von  Kopeke 
noch  eine  Vereinfachung  zulassen,  und  2)  dass  man  auch  ohne  die- 
selben durch  kleine  Umformungen  der  von  Kirchhoff  angegebenen 
Gleichungen  von  dem  Bewegungsvorgang  in  allen  Fällen  ein  deut- 
liches Bild  gewinnen  kann. 

§  1. 

Es  sei  ar,  y,  z  ein  mit  dem  Körper  fest  verbundenes  Coordiuaten- 
system,  die  x  Axe  falle  mit  der  Rotationsaxe  zusammen,  und  «,  j9,  y 
seien  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  von  x,  y,  z  in  Bezug  auf 
ein  im  Räume  festes  System,  dann  ist  die  Lage  des  Körpers  be- 
stimmt, wenn  zu  jeder  Zeit  o,  ß.  y  und  die  Ricbtungscosinus  abc 
bekannt  sind.   Es  sei  die  Determinante 

t«u  lxvtii.  g 
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a  b  c 
a!    b'  c' 


a"   b"  c" 


Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  des  Coordinatenanfangs- 
punktes  von  x,  y,  z  in  der  Richtung  der  Axen  x,  y,  s  mit  u,  t>,  10 
und  die  Drehungsgeschwindigkeit  des  Körpers 

um  die  x  Axe  in  der  Richtung  von  a  nach  y  mit  +j> 


»  y  »  m  « 
»    3  »  ?»  »  « 

so  bestehen  die  Gleichungen: 

da 


»   *   11     ■    11  +<Z 

„  y  11    *  m  +r 


—  =  au  -\-bv  -\-cw 
cit 

*  -  a"u  +  b''v  +  c"xc 
dt 


da 
dt 

dJ_ 
dt 

dt 


• 

=  qc  —rb 

db' 

=  2c'  —  r&' 

dt 

db" 

dt 

= ra  — pc 


ra  — pc' 


ra"-Pc" 


de 

—  =pb  -qa 
de' 

dT 


Die  lebendige  Kraft  von  Körper  und  Flüssigkeit  wird 

2 T  _       +  JB(g2 + r8)  +  ^t*2  +  ßj (t>*  +  «**)• 
Die  Differentialgleichungen  der  Beweguug  lauten, 

iia      -     (910  -  rt>) 

dp 


dir 


B\pv  —  -^j  (?u 


"MW? 
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Diese  6  Gleichuugen  verbunden  mit  den  vorigen  12  genügen,  um 
die  18  Variabein  aßy  abc  a  b'  c  ab" c"  uvw  pqr  als  Functionen 
?on  /  darzustellen. 

Von  diesem  System  erhält  man  zunächst  8  Integralgleichungen: 


1)    2T  =  Const.         2)   p  =  Const. 

A1ua  -\~Bt(vb  -{- wc  )  =  l 
A^ua!  +  B1(vb'  +  wc'  )  =  m 
Aj  ua"+  Bl  (vb"  +  wc" )  =  n 

Apa  +B(qb  +  rc  )  =  l  +  nß  —  my 
Apa'  +  B(qb'+rc'  )  =  p-fty-«« 
Apa"+B(qb"+rc")  —  v  +  ma—lß. 


Von  den  6  Integrationsconstanten  Imn  kpv  lassen  sich  durch  pas- 
sende Verfügung  über  Richtung  und  Lage  der  x  Axe  m  =  n  —  p 
=  v  —  0  raachen.  Die  Gleichungen  nehmen  dann  die  einfachere 
Form  an: 


Ausserdem  erhält  man  noch  4  Variabein  durch  Quadraturen: 


(qc-rb)*  =  (b*+c*)(q*  +  r*)-(bq+cr)* 


3)  Axu  =la 

4)  Bxv  =  Vb 

5)  B^w  — 


6)  ^/>a  +B(qb  -\-rc  )  —  A 
8)    ^/>a"+  JEf(^"  +  rc")  =  - 


da 


—  =r  qe  rb 


<Z2+r2  - \{2T-AP*- Axu*- B^v'  +  ic*)) 
A^  +  B^  +  w*)  =  »  + 


Ä2  +  cr  —  ^(*  — ;l/>a) 
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9)         f  ^  +  Con8t 

da 

dt 


_  L  _i_  ?izzAi 


l        Bl  —  A1  B    /*a2cfo  .  _ 


10) 

Setze  ich   

o'  =  V 1  —  a*  cos# 

a"  -  V  T=H*  sin  fr, 

so  ist  #  der  Winkel,  den  die  Projection  von  x  auf  die  ßy  Ebene  mit 
der  0  Axe  bildet,  positiv  gerechnet  von  +j3  nach  +y. 

a" 


1  — a»~"£(l  — a«)' 

11)    ^=/^ä)^  +  C0nSt 
Endlich  setze  ich 

6  —  Vi  — a*C0Bx 
c  —  y  1  —  a*  sin  j, 

dann  ist  x  der  Winkel,  den  die  Projection  von  et  auf  die  yz  Ebene 
mit  der  y  Axe  bildet,  positiv  gerechnet  von  y  nach  » 

z  =  arctg? 

dp  {qb-\-rc)a 


12)  t-*+J  j£r=^YR  +  Coust 


Dies  sind  die  von  Kirchhoff  aufgestellten  Gleichungen,  welche 
die  Lösung  des  Problems  enthalten. 
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Ich  will  non  die  12  Integrationsconstanten  bestimmen.  Durch 
Verfügung  über  die  Richtung  und  Lage  der  x  Axe  war  bereits 
w=*=-/i  =  v=»0  gemacht ,  ich  kann  noch  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  annehmen ,  dass  l  >  0  und  für  t  =>  0  a  <  0  ist, 
dann  folgt  aus  A%u  =  Ja,  dass  auch  u  <  0  sein  muss.  Es  sei  ferner 
für  t  =  0 

5)  *~0. 

6)  ß  sei  parallel  zu  der  durch  x  und  die  Richtung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit V  gelegten  Ebene,  und  zwar  sei  a'<=*-\~Vl—  a2, 
dann  wird  a"=  0  und  &  —  0. 

7)  y  liege  in  der  Ebene  7,  a;  und  zwar  so,  dass  b  =  —Vi — a2 
ist,  dann  *ird  c  —  0,  %  =     und  wegen  -ßju»  =  le  auch  «?  =  0. 

Fällt  F  mit  x  zusammen  d.  b.  ist  a  =  —  1,  so  will  ich  über 
y  und  z  so  verfügen,  dass  r  =  0,  q  >>  0  wird ;  0  soll  dann  parallel 
der  xy  Ebene  werden. 

da 

8)  —  —  0.  Es  wird  später  gezeigt  werden ,  dass  dies  für  re- 
elle Werte  von  a  mindestens  zweimal  eintreten  muss,  also  kann  ich 
noch  hinzufügen,  dass  a  wachsen  soll. 

Endlich  seien  die  Anfangswerte  folgender  Variabein  gegeben 

9)   a        10)   u        11)  p        12)  q. 

Die  beiden  ersteren  waren  negativ  angenommen,  für  p  und  q  bleiben 
die  4  Möglichkeiten: 

P>0    q>0  p>0  q<0 

P<0  q>0        p<0  q<0. 

Der  3te  Fall  lasst  sich  aber  auf  den  2ten  und  der  4te  auf  den 
ersten  dadurch  reduciren ,  dass  man  y  mit  —  y  vertauscht.  Die  y 
Axe  soll  nun  so  gewählt  werden,  dass  p  >  0  wird,  dadurch  ist  auch 
die  Richtung  von  z  bestimmt 

Die  Fälle  l  —  0  d.  h.  u  —  0,  v  =  0,  w  —  0,  und  Ax  =  B,  will 
ich  von  der  Betrachtung  ausschliessen,  weil  die  Bewegung  dann 
ebenso  wie  im  leeren  Räume  vor  sich  geht. 
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§  2. 

Ich  will  nun  den  Weg  angeben,  auf  wolchem  man  bei  der  Dar- 
stellung von  &  und  %  als  Functionen  der  Zeit  einfachere  Formeln 
erhält  als  die  von  Kopeke  angegebenen.  Es  genügt  hierzu  eine  Be- 
schränkung auf  den  Fall  Ax  <  Bx ,  weil  hieraus  durch  Transformation 
der  andere  Fall  hergeleitet  werden  kann.  Dann  hat  R=0  (wie  in  §  4. 
gezeigt  wird)  4  reelle  Wurzeln      <  —  1  Os  <  03  <  +  1  <  a4, 

dem  absoluten  Werte  nach  ist  a1<2:  aA,  %  ^  a3  und  a  liegt  zwischen 
oj  und  og.  Um  daher 

da  da 


dt 


VR  Vg'(a-a1)(a-ai)(a-ai){a-aA) 
auf  die  Normalform  zu  bringen,  ist  zu  setzen 

a  —  a2  a3  — <*j 


x  = 


und 


Es  wird  dann 


a± — «i  a3  — <>.j 


dt  = 


a4— a,  a8— a, 

jjf  rix 
2  Hc) 


x  =  sin2am  ~  =  s2t 


worin 


3/ 


2 


V^'K  — 02)(03— °l) 


r  =  ^  ist. 

Die  Zeit  T,  in  welcher  a  von      bis  as  wächst,  ist 

T  =  MK 


°3— °2  = 

ist  im  allgemeinen  ein  positiver  echter  Bruch  und  kleiner  als  fc2, 
denn  es  ist 

o4—  Oj 


Digitized  by  Google 


Es  war 


M  einer  incompreusibeln  Flüssigkeit.  X19 

«Ca  — o.) 

 gj — OjtB**  —  Oj  f x 

G  ~    1  —  «  s*r   ~  TaT 

h+h'a  k 
=  1-a»  ~  B^h  &esetzt 

-   *  +       .    *  — *' 
2(l-a)i"2(l  +  a) 

1      .  .  «s  —  «1  

1  —  *i  T  (1  —  a,)  (1  —  a%  —  £(1  —  ajx) 

1  1  %  — Ol 


1-f-a    '  1-f-a,      (1+%)  (l+«f— «(1  +0» 


.        da       M  dx 

ttt  mm  — -  _  = 


worin 


49 


fk-  x(l—  x)(l  —  Ufo)  ist, 

i    t(  (h+h')(a*-ai)  (*-*')  (0,-0,)  \ 

1\(l-«i)(l-<h-*a-ai)x)      (l  +  «i)a+«i-«(l  +  «i)*)/ 


M  dx 
^*ifx 

,A       X(h  +  h'  i  Mdk 

as— Oj  /        h+h'  1 


+ 


2     {(l-^Hl-a,)'  1-a, 
h  —  h'  1  \  3/  rfx 


l  +  a, 

«  *  =  « 

ist  ein  echter  Brach  und  grösser  als  **,  denn 
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1—  <*!  1  — —  1  

1  —  0*    und    j^r^(«4  — 1) 

sind  positive  Grössen;  wenn  ich  also  den  positiven  echten  Bruch 
1  a 

:r^_—  durch  1  ersetze,  so  erhalte  ich  einen  kleineren  Wert 

auf  beiden  Seiten  mit  dem  positiven  Wert  s  muitiplicirt  giebt 

Achnlich  lässt  sich  zeigen,  dass  17  ein  echter  Bruch  ist.   Es  ist 

1  — gi  1  — qi  +  q8  — 1  und  zwar  1  —  a,  >  0 

1~*~i-«H-7Ea(-,-i)'  «.-KG. 

Der  Wert  des  Bruches  wird  also  vergrössert,  wenn  ich  r — —  durch 

1  Oj 

1  ersetze,  also 

1  — «1  ^  «8  —  «1  =  1 
1  — o,  ^  aj  — a,  =  £ 

1  — «1    .  . 

e  ist  eine  stets  negative  Grösse,  ich  setze 

'l  +  o,  * 

also 

/&+*'  A+V        /»  1 

Hi-q^i+aJ^  2  ii-^i-a,,/ 


Ich  setze  nun 


1+^T+W   1+ftBV^f  2 


h—h!         P     1      r/s  |  A* 
l  +  «27    1  +  : 
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hierin  sind  e  und  r  reelle  positive  Grössen,  die  ich  <  K'  annehme. 
t  (h+k'  h-k'\ 

+  2  jl^l^  fc  +  c(ie+K)ö(ie+K)n^  *  +  *>) 

1  +  a,  1  +     \Af~r  c(iz)  9(iz)  11  <T> U) )  f 

(S.  Durege:  Theorie  der  eil.  Funct.  Absch.  XX.  auch  im  fol- 
genden bietet  der  Gang  der  Rechnung  vielfache  Analogien  mit  der 
dort  behandelten  Pendelaufgabc). 

~  2Vl-a2+l-f  «J 

Drückt  man  die  elliptischen  Functionen  durch  t\  und  £,  und  diese 
wieder  durch  die  a  aus,  so  erhält  man 

>+*>  =  5=S  ^i55^V(«)(^%) 

Setzt  man  dies  in  die  Coefficienten  von  77  ein,  nimmt  (1—  ^Xl— aa) 
und  (l  +  öiKl+a,)  unter's  Wurzelzeichen,  berücksichtigt  aber  dabei, 

dass  1  +  a,  negativ  ist,  also  —  —  V(l+a,)8  gesetzt  werden  muss, 
dann  wird 

o,   _    t  (h+h'  h-h'\ 

~  2Vi-o,^i+«s; 

+  ?yÄ-"i)(«i-  Lt~ — <     v   — %n{zMK) 
*  «y-(i-«1)(i-a>)(i-as)(i-«4) 

Es  ist  nun 

M  1 


2      Vg'(a3  —  ig  a,) 
und  aus  der  identischen  Gleichung 
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R  _  (1  —  <,*)  {g  —  g'a*)  —  (h  +  A'a)8 = <7'(a  —  a,)  (a -  a,)  (a  —  03)  (a— a4  ) 
folgt  f  ÜT  a  =  1 

A  +  A'  -  V-/(l  "  «,)  (1  -a2)(l  -a3)  (1  -a4) 

und  für  a  —  —  1 

»(*-*')  =l/-^(l  +  a1)(l+«2)(l+«3)(lH-«4) 

für  o>  ist  ±1  zu  setzen,  je  nachdem  h— A'^0  ist. 
Infolge  dieser  Gleichungen  wird 

+  2l0gö(r  +  fe  +  JT)  \0(T+fc)/ 

Ö    .  *i    e(r  -  fe  -  ÜT)  /0(T-n)\" 

Der  logarithmische  Bestandteil  von  #  ist  periodisch  um  x  =  2K 
oder  <  —  2MK  =>  2'J\  und  verschwindet  für  t  —  0,  K,  2K  .  .  .  resp. 
$  =  o,  r,  2T  ...  Für  t  =  2#— t  nimmt  der  log  das  entgegengesetzte 
Zeichen  an.  #  wächst  also  im  allgemeinen  proportional  der  Zeit,  der 
iogarithmischc  Bestandteil  drückt  die  Abweichung  davon  aus.  Nimmt 
a  von  a3  bis  ab,  so  findet  diese  Abweichung  im  entgegengesetzten 
Sinne  statt,  als  wenn  a  von  <?a  bis  a3  zunimmt. 

Der  Wert  von  &  lässt  sich  sich  noch  vereinfachen 
Es  ist 

7t  SC 

i{Z(te  +K)+<»Z(iz))  -  (e+ciM)-*'»  T  («, 

-  o  ^(«>*f)+Z(«,3fc')+»Z(«>*') 
c 

früher  waj  gefunden 

2  (i^Kl-^)  •  cd  (*+A)  -  4 

3/  .       h  —  h!  s 

also 
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cd  M  ä+ä' 

•  -  («,  f)  -  — («)  -  -  j  («t-«J  (i+ai)(i+at) 

mit 

multiplicirt, 

sä,  "i         ^  h~h' 

•  7  (•. *  )  -  2  K—H)  (l+ai)(l+.J 

6  -  f(l^  +  i^)  +  2Z'(e+°")  +  ir  (^'i')+,1"Z(",*')) 

(a^  —  Ox         h-\-h'   q4—  og        h  —  h'  

~  (l-«Jtt-<*>  +     2  <l+a,)U+a4) 

8  - 1  (^+^3+^('+wa)+^(Ä,"')+ü,z(a,V)) 

Es  ist  »  =  ±  1,  also 

Z(e,k')  +  coZ(z,k')  -  ZCe+coe^'j  +  Ar^s^sCco^sCa+ö)«^') 

8*(C)8(*)c(g)d(»)  +  0>82(«)8  M  C(«)  6(6) 
f*s(<0s(a)s(«  +  ö>*)  =  £  1-*'V(«)B»(«) 


 '   

=  i    - 1 1  A77ä+ «i)  (i  +«t) [j +<»») (i 

2  \a4+lr  ^'K— %HS—  °i) 

*-2\T=^{1  2-j+l+^l1+    2  )) 


S       i       S(r  —  ie—K)  (S(r—Ü)\ 


zu 
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Eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  für  t  —  Ound  a>  —  1 
#  =  0  sein  sollte. 

Noch  weiter  vereinfacht  sich  der  Ausdruck,  wenn  für  t  —  O 
a  =  03  =  —  1  ist.   Dann  wird 

f  =  oo   a«=Ä"    w  =  4-l 
und  man  erhält  • 

_      ß       i      0(r  —  *e —  JT)  * 

hierin  ist 

Für  *  =  0  ist  #  unbestimmt  und  erleidet  eine  Unstetigkeit  um 
n.  Weil  jedoch  in  diesem  Falle  der  Anfangswert  von  q  >  0  ange- 
nommen war,  so  wird  in  unendlich  kleiner  Zeit  nach  Beginn  der  Be- 
wegung #  =  ^  sein.   Aus  diesem  Grunde  ist  dem  Wert  für  #  noch 

j  hinzugefügt. 


Das  Integral,  welches  %  bestimmt,  lässt  sich  auf  das  oben  be- 
handelte zurückführen 

/Apa  —  X  ada         fha  +  A'- (1  —  a*)Af  da 

Vertauscht  man  hierin  die  Constanten  A  und  A',  so  erhält  man  das- 
selbe Integral  wie  für      also  wird 

/ , 

+  { TT  +  Sf'  («+  *ä)  +  irz^+fl,Ä» )  ^ 

t       S(x  —  ie—K)  (®(r—iz)y 
~T-2l0ge(x+ie  +  K)  \0(t+iz)) 

hierin  ist  »  — ±1,  je  nachdem  h'  —  A  ^  0  ist. 


Apa —  X  ada  , 
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Z  -|-2F"J»r+2f>(«+«i)+ÄZ(«  +  ««•*') J 

+  2l0ge(r+i«+^)  \e(T+«)j   +  71 

2  besteht  also  ebenso  wie  #  aus  einem  proportional  der  Zeit  wach- 
senden und  einem  periodischen  Bestandteil. 


§3. 

Ich  will  jetzt  dazu  tibergehen  die  Bewegung  des  Körpers  zu  be- 
stimmen.   Aus  den  Gleichungen  in  §  1.  folgt 


Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  parallel  der  a  Axe  behält  stets 
dasselbe  Zeichen  und  liegt  zwischen  den  Werten 

und  

•'+•«+•» 

welche  für  a*  1  resp.  o*  =  0  erreicht  werden.  «  wichst  also 
abgesehen  von  kleinen  Schwankungen  proportional  der  Zoit. 

Dagegen  können  ß  und  y  eine  bestimmte  Grenze  nicht  fiber- 
schreiten, denn  quadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen  6)  7)  8), 
so  erhält  man 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  constant1,  abgesehen  von  dem  letzten 
Gliedc,  welches  den  Factor  a*  enthält. 


t 
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Die  Bewegung  des  Anfangspunktes  von  x,  y,  z  hat  also  den  Cha- 
rakter einer  Schraubeubeweguug,  deren  Axe  die  «  Axe  ist. 

Projicirt  man  die  Bahn  des  Punktes  auf  die  ßy  Ebene,  so  erhält 
man  dort  eine  Curve,  Ober  die  sich  folgendes  sagen  lässt: 

1)    ^r  a'u+b'v+c'rc 


BXAX 


l.aa' 


BtAt 

*y  -  Bi~A*  i  „„» 

di~  BtA1 

Im  allgemeinen  ändern  ~  und  -±  für  a  =  0  und  a  =»  ±  1  beide 
ihr  Zeichen,  die  Curve  muss  also  in  beiden  Fällen  eine  Spitze  haben. 

#  ist  aber  der  Winkel ,  den  die  Projection  von  x  mit  der  ß  Axe 
bildet,  also  ist  die  Projection  von  x  auf  ßy  Ebene  stets  Tangeute 
an  die  Curve. 

Dasselbe  gilt  vou  der  Projection  dor  Richtung  der  Geschwindigkeit 

auf  die  ßy  Ebene.  Hieraus  folgt,  dass  V  und  os  in  einer  Ebene  lie- 
gen, die  zu  a  parallel  ist. 

3)    Aus  ly  —  ^pa'+Ä(g6'+r(?')  und 

— $  -  iijw"+5(g6"+«0 

folgt 

/(a'>  +  a'0)  -  B(q(a"b'-b"a')  +  r{a"c'-c"a')) 
=  —  B(qc  —  rb) 
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Ka'y+a'ß)  =  ~B^ 

1  l  ,  »  1  da 

2*(/8m*  +  (,C08*)==-  VCT«« 


Setzt  man   ß  =  q  cos  <p 
y  =  psinp, 

so  ist  q  =  Vß*  +  y2  der  Radiusvector  der  Curvo  und  <jp  der  Winkel, 
den  er  mit  -\-ß  bildet,  positiv  gerechnet  von  +0  nach  +  y,  danu 
wird  die  obige  Gleichung: 

1  1  da 

^.cos(»-*)  =  -y-^=- 

da 

Hieraus  folgt,  dass  für  dt  —  0  entweder  p  «=  0  oder  cos(#— g>)=~0 
sein  muss.  Das  Letztere  ist  der  allgemeine  Fall  und  bedeutet,  dass 
für       =  0  die  Curve  senkrecht  auf  dem  Radiusvector  steht  oder 

einen  mit  dem  Radiusvector  beschriebenen  Kreis  berührt.    Dies  ist 

da 
dt 


da 

jedoch  nicht  mehr  der  Fall ,  wenn  --  verschwindet  für  a2  —  1. 


4)  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  6),  7),  8)  in  §  1  der  Reihe 
nach  mit  a,  a,  a"  und  addirt  sie,  so  erhält  man 

Ap  =  Xa  +  l(ya'—  ßa") 

Ap  —  Xa 
J(ycos#-/3sin#)  ~  y 

•  /  Ap  —  Xa 

Wenn  Ap  —  Xa  =  0,  so  ist  p  =»  0  oder  sin(<p  —  #)  =  0.  Im  allge- 
meinen ist  das  Letztere  der  Fall ,  also  ist  Ap  —  Xa  =  0  die  Bedin- 
gung dafür,  dass  der  Radiusvector  die  Curve  berührt. 


Wenn  a2  =  +  1  werden  kann,  so  folgt  aus  der  Betrachtung  von 


da 

dass  dann 


Ä  =  0  und 
sein  muss.   Es  wird  also 
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d.  h.  die  Tangente  der  Spitze,  welche  die  Curve  für  a2  =»  1  hat,  Hegt 
in  der  Richtung  des  Radiusvector.  Bei  der  Spitze,  welche  die  Curve 
für  o  =  ü  hat,  ist  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  sondern  nur, 
wenn  p  =  0  ist. 

ddy 

dß  dt      dtg#  1 
dt   dß~~    dt    '  1B1  —  AX  , 

1     d&  BXAX 
C08*#  dt    ~(ßx  -Ax)l.aa' 

1—  q*  Apa  —  k  BLAX  

a'*   '  B{l-a*)'  (Bt—At)laa' 

BXAX      Apa  —  k 
(Bx  —  Ax)l'  lT~ä£* 

Die  Curve  hat  einen  Wendepunkt,  wenn  Apa  —  k  verschwindet 

und  nicht  gleichzeitig  ~  =»  0  oder  a  =  0  wird. 

Diese  Gleichungen  ergeben  also  einige  allgemeine  Eigenschaften 
der  Curve,  welche  die  Projectiou  der  Bahn  des  Coordinatenanfangs- 
punktes  von  a*,  a  auf  die  ßy  Ebene  bildet;  dieselben  sind,  wie  sich 
später  zeigen  wird,  hinreichend,  um  in  jedem  Falle  die  Gestalt  der 
Curve  zu  bestimmen.  Denkt  man  sich  dann  über  derselben  einen 
geraden  Cylinder  errichtet,  dessen  Axe  o  ist,  so  bewegt  sich  der 
Coordinatenanfangspunkt  schraubenförmig  auf  diesem  Cylinder.  Die 
x  Axe  ist  stets  Tangeute  desselben  und  bildet  mit  der  «  Axe  Winkel 
o,  deren  Maximal-  resp.  Minimalwcrte  durch  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung R  =  ü  gegeben  sind.  Die  vollständige  Bewegung  des  Körpers 
erhält  man,  wenn  man  sich  denselben  noch  mit  der  coustanten  Win- 
kelgeschwindigkeit p  um  die  x  Axe  gedreht  denkt. 

Um  die  Discussion  übersichtlicher  zu  machen,  will  ich  im  fol- 
genden die  Fälle  Ax  <  Bx  und  Ax  >  Bx  trennen;  im  ersteren  hat 
der  Körper  den  Charakter  eines  zugespitzten  Rotationskörpers,  wäh- 
rend er  im  letzteren  sich  mehr  der  Gestalt  einer  Scheibe  nähert 

§4. 
Ax  <  Bx. 

Ist  V  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit ,  so  ist 


i 
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Die  Richtung  von  Fliegt  also  zwischen  der  a  Axeund  dem  Teil  der 
Rotationsaxe,  welcher  mit  a  einen  spitzen  Winkel  bildet.  Dies  gilt 
für  den  ganzen  Verlauf  der  Bewegung,  weil  die  Vx  Ebene  stets  pa- 
rallel o  ist.  V  und  o  fallen  zusammen,  wenn  a  =  0  oder  a=  ±1 
ist;  die  Abweichung  der  beiden  Richtungen  Fund  a  wird  am  grössten, 

A  _  ß         tg  ( V.  x) 
wenn  tg(  F,  a)  —  -  ■  ^   ein  Maximum  erreicht 

A>  i+Jtg«<F,.) 

Es  sei  Wkl.  V,  x  =>  e,  dann  findet  das  Maximum  statt  für 

5—   ^        (i+g^)'       «">,£  =  ° 


tg£  =  tg(K,*)=±j/5 
Ä — .4, 

C0S2(o,a;)  —  a*  — 


A1+Bs 

Die  Richtung  der  Geschwindigkeit  Kist  stets  Tangente  an  die  Curve, 
welche  der  Anfangspunkt  von  x,  y,  •  bei  der  Bewegung  beschreibt; 

diese  Curve  hat  also  für  a*  —   .  ^  -  einen  Wendepunkt 

Die  Werte,  welche  a  annehmen  kann,  werden  bestimmt  durch 


dt 


Setze  ich 

Teil  LI VIII. 
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~BXÄ^   B  9 
so  ist  g'  >  0,  und  weil  g2+r*  =  9—9'a*,  8<>  ist  auch  g  >  0. 

Deukt  man  sich  a  als  Abscisse  und  die  zugehörigen  Werte  von 
(1  —  a*)  {g—g'a*)  als  Ordinaten  aufgetragen,  so  erhält  man  eine  Curve 

4  ten  Grades ,  welche  die  a  Axe  in  den  Punkten  ±  1  und  ±  j/^ 
schneidet,    y  in  derselben  Weise  dargestellt  giebt  eine 

Parabel,  deren  Scheitel  auf  a  liegt  an  der  Stelle  a  —  ~.   Weil  im 

Verlauf  der  Bewegung  stets  —  1  t5  «  =  +  1  sein  muss,  so  muss  die 

Parabel  mit  der  vorigen  Curve  mindestens  einen  Punkt  zwischen  —1 
und  +1  gemeinsam  haben.  Die  graphische  Darstellung  ergiebt 
dann,  dass  stets  noch  ein  2ter  Schnittpunkt  von  Parabel  und  Curve 
zwischen  denselben  Grenzen  und  2  andere  ausserhalb  vorhanden  sind. 
Dio  Gleichung  R  =  0  hat  also  4  reelle  Wurzeln  oj  a%  aj  aA  und 
zwar  ist 

—  »  <  ax  <  —  1  <  a%  <  oa  <  +  1  <  04  <  +00. 

Durch  passende  Verfügung  über  die  Richtung  der  x  Axe  kann  man 
erreichen,  dass  dem  absoluten  Werte  nach  a^^a^  wird,  oder  (was 

dasselbe  bedeutet)  dass  k  <  0  ist.   Setze  ich  daher  —  ^  —  A  und 

—  A',  so  ist  Ä  >  0  und  A'>  0. 

oj,  erreicht  bei  gegebenem  a%  seinen  Maximalwert  —  %,  wenn  h 

oder  A'  oder  beide  zusammen  verschwinden.    Es  ist  as  —  0,  je  nach- 

< 

> 

dem  g—  h*  =  0  ist  a8  kann  mit  zusammenfallen,  wenn  R  —  0 
nnd       =0  ist.    Die  Bedingung  für      =  —  1  ist  A  =  A',  für 

ai  =»  O«  =  —  1 

h  =  A' 

9-9' 
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Während  der  Bewegung  liegen  die  Werte  von  a  zwischen 
and  as,  und  es  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

I)  «i>— 1. 

I»)  Während  der  Bewegung  ist  stets  (A  +  A'a)*>0  (die  Pro- 
jection  der  Bahncurve  auf  die  ßy  Ebene  hat  keinen  Wendepunkt 

s.  §  3.  5)),  also  ist     >  —  Og. 

Hierin  und  ebenso  im  folgenden  ist  entweder 

A)  g  —  A'>0,  dann  wird  «3  >  0,  und  die  Projection  der 
Bahncurve  hat  eine  Spitze  für  a  =  0;  oder 

B)  9  —  A*  ^  0,  dann  ist  a3  =  0,  und  die  Projection  der  Bahn- 
curve hat  keine  Spitze.   Ein  specieller  Fall  davon  ist  a2  —  as. 

Ib)    (A  -f- A'a)2  verschwindet  für  einen  Wert  von  a  zwischen 
und  «3.   (Die  Projection scurve  hat  einen  Wendepunkt.) 

H)    o,  =  —  1,  also  A  -  A\ 

Ein  specieller  Fall  davon  ist  II«)  g  «=  g\  dann  ist  a  -=  —  1  eine 
Doppelwurzel  von  R  =  0.   Im  allgemeinen  ist  g  > 


I)  %>-l. 

Weil  a2  <  0  angenommen  war,  setze  ich  a,  =  —  oq,  dann  wird 
für  t  =  0,  #  =  0,  %  —  * 

«  =-«o,  —  Vi  —  oo1 

Ich  will  zunächst  den  speciellen  Fall  p  —  0,  g0  —  0  durchführen. 
Dann  wird 

A  =  0,  A'=0 
<tö     A  +  A'a  _ 

coustant. 

A+A'a 

Die  Rotationsaxe  bleibt  in  der  aß  Ebene,  und  die  Drehung* 
geschwindigkeit  um  dieselbe  ist  p  —  0,  es  ist  dieB  also  der  von 

9» 
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Thomson  und  Tait  (Treatise  on  natural  philosophy)  und  Kirchhoff 
(Borchardts  Journal  Bd.  71.  S.  256—260)  behandelte  Fall. 

f  =  V(l-a>)(0_/a») 
a  üegt  zwischen  —    =  a,  —  —        und  as 
0  =  0  V 

rfr         A*  —  B.  I*  .  

 -  aÄ  =  q'aVl—  a* 

dt  B 

<f0 


dß      B1—Al      aVl  —  o» 

d*ß_Bi  Bi-A  Vg  —  g'a* 
da* 


Wenn    oq2  <  ^         ,    dann    verschwindet    ^    nur  für 

Vg—g'a*  —  0  d.  h.  für  o  —  a,  und  a  «=>  Og.  Die  Curve,  welche  die 
Bahn  des  Coordinatenanfangspunktes  von  xy  in  der  aß  Ebene  dar- 
stellt, hat  nur  an  diesen  Stellen  einen  Wendepunkt.  Die  Bewegung 
geht  dann  in  der  Taf.  III.  Fig.  1.  dargestellten  Weise  vor  sich. 

Wenn  >  — p-rr,  dann  hat  die  Curve  noch  einen  zweiten 
Wendepunkt  zwischen  a  —  a,  und  a  —  0.   (Dies  folgt  auch  aus  der 
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früher  gemachten  Bemerkung,  dass  für  a*  =  A^-B    die  grösste 

Abweichung  der  Richtungen  von  V  und  a  stattfindet)  Die  Bewegung 
ist  Taf.  in.  Fig.  2.  dargestellt. 

Hieraus  folgt,  wenn  der  Körper  bei  einer  beliebigen  Lage  in  der 
Flüssigkeit  eine  Geschwindigkeit  erhält,  so  beginnt  er  gleichzeitig 
sich  zu  drehen  und  zwar  so,  dass  er  sich  bestrebt,  die  Rotationsaxe 
senkrecht  zur  Richtung  der  Bewegung  zu  stellen. 

Ist  zur  Zeit  t  =  0  ausser  der  Geschwindigkeit  V  noch  eine  Dre- 
hnngsgeschwindigkeit  um  die  Rotationsaxe  p  vorhanden,  so  wird 

B=    B  9  ~   B^  B 

a  wächst  von  oj  =— oq  bis  a8,  doch  ist  a3  <  oq, 

^  =  =  iT/i^»*/  kann  nicnt  negativ  werden,  folglich  ist 

0>O. 

Die  Rotationsaxe  bleibt  jetzt  nicht  mehr  in  der  aß  Ebene,  die 
Protection  der  Bahn  auf  die  ßy  Ebene  ist  also  nicht  mehr  wie  im 
vorigen  Falle  eine  gerade  Linie,  sondern  eine  Curve,  deren  Gestalt 
später  angegeben  ist.  Abgesehen  von  dieser  Abweichung  geht  die 
Bewegung  in  der  aß  Ebene  in  derselben  Weise  vor  sich  wie  vorhin, 
nur  hat  die  Rotationsaxe,  weil  jetzt  der  Körper  um  sie  rotirt,  das 
Bestreben,  einer  Aenderung  ihrer  Lage  Widerstand  entgegen  zu  setzen ; 
o,  erreicht  also  nicht  mehr  den  Wert  a0y  sondern  ist  kleiner  als  oq. 

Ist  dagegen  zur  Zeit  *  —  0  p  «  0  und  g  < 0,  so  wird 
A'-O 

h  -  qVl  —  aQ* 

as  *"  —  <H  a  °o 
dt  =l~aJ=s     1  —  a» 
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&  wächst,  wenn  q  >>  0,  es  nimmt  ab,  wenn  q  <  0.  Es  wirken 
also  p  >  0  und  q  >•  0  in  demselben  Sinne  auf  0  ein,  indem  beide 
zur  Vergrößerung  von  #  beitragen,  dagegen  wirken  p  >  0  und 
q  <  0  in  entgegengesetztem  Sinne. 

Die  beiden  Fälle 

P>0  2>0 

und 

P>0  q<0 

auf  die  man  sich  nach  §  1  bei  Betrachtung  des  Anfangszustandes 
beschränken  kann,  sind  identisch  mit  den  beiden,  auf  welche  man 
bei  der  Discussion  der  Gleichung  R  =  0  geführt  wird: 

I»)    (ä+ä'ö)2  bleibt  während  der  Bewegung  grösser  als  0, 
Ib)    (Ä-f-A'a)2  verschwindet  während  der  Bewegung. 

Denn  wenn  p  >  0,  qQ  >  0,  so  wird 

B 

h  .  ±(Apa  +  B(qb  +  rc)) 


An 

-  -^ao  +  5o'V/l-ao, 


Ä+Ä'a  =  -|(a0  +  o)  +  gol/l-V 

o  erreicht  für  t  —  0  seinen  kleinsten  Wert  —  oq,  der  obige  Ausdruck 
ist  also  stets  positiv. 

Wenn  p  >  0,  &  <  0 

ä  =  ^00-^1=^ >  0 

Ä+Ä'a  =  4?  (ao  +  a)-90  Vf^S?  ist  <0  für  a^-a, 

und  >0  für  a=0 

also  ist  für  a8  =  0  die  Behauptung  erwiesen.    Dieselbe  muss  aber 

auch  für  <  0  gültig  sein,  denn  für  a  =  <ra  und  a  =  03  wird 
Ä  =  0,  also  (Ä  +  Ä'a)a  =  (1  —  a*)(g—  g'a2).  Die  rechte  Seite  wächst 
von  a  — ■  a2  bis  a  =  0,  die  linke  nimmt  ab,  so  lange  h-\-h'a  negativ 
bleibt,  damit  für  a  =  a3  die  obige  Gleichung  wieder  erfüllt  sein  kann, 
muss  Ä+A'as  >  0  werden,  h-\-h'a  also  für  einen  zwischen  und  as 
gelegenen  Wert  von  a  verschwinden. 
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Es  genügt  jetzt,  für  den  allgemeinen  Fall  nur  die  Protection  der 
Bahn  auf  die  ßy  Ebene  zu  bestimmen,  aus  dem  vorigen  erhält  man 
dann  in  Verbindung  mit  dem  am  Scblusso  von  §  3  Gesagten  die  voll- 
ständige Bewegung  dos  Körpers.   Für  t  =  0  war  nach  §  1 

da  I  5 

—  =0   a  =  —  Oq  6  =- — VI— Oq     c  =-  0   u  *■  —  Uq 


.  =1/1-00»    b'  ao  e'-  0   I  —  A 

"0 


a"~0  6"=0  c"=l  t>- 


A  Vi-V 


Bt  a0 

r  =  0      er  =  0  u>0  =-  0 

— Iß  =  4j>o"+ *0 

g—g'a*  —  g*+r* 

I»)   P>0,   ?=  +  <Zo 

A  1 

Ä  =  — -  =—-(Apa  +  B(qb  +  rc)) 

7y  =  j4j>  Vi  —  an*  —  S^Oq 
Man  erhält  3  Gattungen  von  Curven,  je  nachdem 

1)  y=+yo 

2)  y  =  0 

3)  y=-y0 

Davon  zerfallt  noch  jede  in  2  Abteilungen 

A)  «3>0  d.h.  g  —  A»>0 
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d&  h+h'a 

#  —  1_0>  orreicht  für  a  =— ^  den  kleinsten  Wert 

~  l-V 

Dieser  ist  grösser  als  0,  folglich  wächst  #  während  der  ganzen  Be- 
wegung, nnd  weil  #0  =  0,  so  ist  &  >  0. 

In  den  Fällen  A  1),  A  2),  A  3)  ist  g — ä*  >  0,  es  kann  also  Ä 
und  hf  d.  h.  p  und  q  beliebig  klein  angenommen  werden,  folglich 
kann  auch  6  sich  der  0  nähern.  In  den  Fällen  B  1),  B  2),  B  3) 
ist  dies  im  allgemeinen  nicht  möglich,  und  die  späteren  Betrachtun- 
gen werden  zeigen,  dass  in  B  2)  und  B  3)  S  >  ^  sein  muss. 

In  allen  Fällen  kann  aber  B  beliebig  gross  werden,  denn  die 
Bedingung  für  8  =  qo  ist  at  —  a,  —  —  1  d.h. 

9  =  9'  ffl>Ä+*V-p' 

4g  >  M  (s.  ü«)  4fe»+/0  > 

Diese  Gleichungen  können  bis  zu  beliebiger  Genauigkeit  dadurch  er- 
füllt werden,  dass  man  q0  sehr  klein  im  Verhältniss  zu  t*o  und  P 
und  oq  nahezu  =  1  macht 

dt  ci  -^4Tayi~°  cos^ 

@).-° 


( 


Hieraus  folgt,  dass  für  t  =  0  y  ein  Maxiraum  erreicht,  und  dass  beim 
der  Bewegung  ß  und  y  abnehmen. 
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In  den  3  Fällen  A)  hat  der  Radiusvector  p  für  t  —  0  sein  Mi- 
nimum p2  (weil  ^o  =  0  ist,  so  ist  p2  =  y0),  wächst  dann  bis  zum 
Maximum  gm  für  a  =  0,  und  erreicht  für  a  =  o8  ein  zweites  Mini- 
mum g3.   Weil  jedoch  dem  absoluten  Werte  nach  a%  ^  og,  so  ist 

Pf  ^  P3-       den  Fällen  B)  liegt  die  Curve  zwischen  2  Kreisen  mit 

den  Radien  q9  und  p3.  Aus  §  3.  3)  und  4)  folgt,  dass  die  Kreise 
mit  den  Radien  p,  und  p3  von  der  Curve  berührt  werden,  während 
rar  =  die  Curve  eine  Spitze  hat,  welche  senkrecht  auf  dem 
Kreise  steht,  wenn  p  —  0  ist.  Dies  kann  nur  im  Falle  A  3)  ein- 
treten. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  der  Radiusvector  die  Curve  berührt, 

war:   

Ap-Xa  —  0  -  Ap  +  iApao  +  BtoVl  —  aifla 


Dieser  Ausdruck  wird  am  kleinsten  für  o  —  —  oq 

Eine  Berührung  findet  also  nur  statt  im  Falle  A  3)  (und  zwar 
noch  bevor  a  =  0  wird)  und  B  3). 

Ap  —  ka  verschwindet  zwar  auch  im  Falle  A  2)  und  B  2)  für 
t  mm  0,  doch  verschwindet  dann  auch  gleichzeitig  der  Radiusvector. 

Die  hauptsächlichsten  Gestalten  der  Curven  sind  auf  Taf.  IV. 
gezeichnet  und  zwar 

W 

A.  g  —  h*  >  0  B.  g — h%  <  0 

1)  y0  >0  Fig.  1-4.        1)  y0  >  0  Fig.  12-14. 

2)  y0  -  0   -   5-6.         2)  y0  -  0   -  15. 

3)  y0  <  0  -   7-11.       3)  y0  <  0  -  16-17. 

Hier  und  im  folgenden  entspricht  Punkt  P  t  —  0,  Punkt  Q  t  —  T. 

Wenn  0  und  n  in  einem  rationalen  Verhältniss  stehen,  so  wer- 
deo  die  Curven  geschlossen,  z.  B.  erhält  man  in  A  3)  für  0  —  n 
die  Curve  Taf.  IV.  10. 
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Fällt  in  A)  die  Richtung  der  Spitze  zusammen  mit  der  Richtung 
des  Kreises  ?m,  so  zeigt  die  Gleichung 

l  1  da 

da 

dass  dann  ~  =  0  wird.  Es  ist  also  a  =•  0  =  Oj.  Man  erhält  da- 
durch den  üebergang  zu  den  Curven  B). 

Der  specielle  Fall  0^  =  03,  den  Kirchhoff  behandelt  hat  (Bor- 
chardts  Journal  Bd.  71.  S.  261—62),  kann  nur  bei  B  1)  eintreten, 
denn  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  für  t  =  0 

da  dR 

—  <=»  yj?  =  0  und  jj-  =  0  sei. 

R  =  (l  —  a8)  (g — -  (A  +  A'a)8  -  0 
—  =—  a(g+g'—  2g'a*)-  h'(h+h'a)  -  0 

=  ao(V+  (1  -  «0  V)  -  ^qoVT^ 

=  ao(i— aoV-?o|y-o 

Dies  kann  nur  durch  y  >  0  erfüllt  werden.  Jeder  Punkt  der  Rota- 
tionsaxe  beschreibt  dann  mit  constanter  Geschwindigkeit  eine  Schrau- 
benlinie, die  Projectionscurve  in  der  ßy  Ebene  wird  also  ein  Kreis. 

Ib)  A+A'a  verschwindet  für  einen  Wert  von  a,  der  zwischen 
at  und  a3  liegt.  Dies  bedeutet,  dass  für  t  0  q  =  —  g0  genommen 
wird,  während  die  übrigen  Variabein  dieselben  Werte  wie  in  I»)  be- 
halten.  Es  ändern  sich 

A  =  f  ao---3(yr^i>o 

Es  bleiben  also  jetzt  nur  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

A)  Og  >  0  B)  a3  ™  0 

d#      Ä-f  A'a 

—  =  1__q8  hat  seinen  kleinsten  Wert  für  a  =  —  oq 
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folglich  nimmt  #  beim  Beginn  der  Bewegung  ab,  muss  jodoch  später 
wieder  wachsen,  weil  h+h'a  positiv  wird. 

f*  h  +  h'a  da 


Ph  +  h 


enthält  also  positive  und  negative  Bestandteile  und  es  entsteht  die 
Frage,  ob  0  auch  negative  Werte  annehmen  kann.  Aus  dem  in  §  2 
abgeleiteten  Werte 

lässt  sich  nichts  schliessen,  weil  *>e  werden  kann,  (es  ist  o>  =  — 1 

zu  setzen,  weil  A  —  h'a0— q0Vl  —  a<*,  h  —  A'<0  ist).  Es  ist  jedoch 
am  Anfange  dieses  Paragraphen  gezeigt,  dass  von  den  Anfangswerten 
j>  zur  Vergrößerung,  —  q0  zur  Verkleinerung  von  #  beiträgt  6  wird 
also  den  kleinsten  Wert  erhalten,  wenn  man  für  p  den  kleinsten  Wert 
nimmt,  der  mit  der  Bedingung,  dass  h  nicht  negativ  sein  soll,  ver- 
träglich ist   Dieser  Wert 


folgt  aus  A  —  0.   Dann  wird  aber 

—öS  =  «3 

e  —  z,  folglich  8=0. 

Dies  hätte  man  auch  unmittelbar  aus  —  schliessen  können, 
denn  für  h  —  0  wird 

ha  da 


$  nimmt  von  a  —  a8  bis  a  =  0  in  derselben  Weise  ab,  wio  es  von 
a  =-  0  bis  a  =  a^  zunimmt. 

S  kann  also  nur  positive  Werte  annehmen,  und  diese  können 
beliebig  gross  werden,  denn  auch  hier  kann  man  sich  der  Bedingung 
g  =  g\  h  ■=  h'  ebenso  wie  in  Ia)  beliebig  nähern. 


Aus  den  Gleichungen 


©.-- 
ex- 
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CR- + 


t*o  Bt  —  Al  1  — 


3o      Bi   1 


1 


folgt,  dass  für  t  —  0  y  ein  Minimum  erreicht  hat,  und  dass  ß  ab- 


Der  Radiusvector  ändert  sich  ebenso  wie  in  I»  A)  resp.  I»  B), 
doch  kann  er  nie  die  Curve  berühren,  denn  die  Bedingung  dafür 
Ap  —  Xa     A'-f-Aa  =  0  ist  unerfüllbar,  weil  h'-\-ha  den  kleinsten 

Wert  für  a—  —  a0  erreicht  und  dieser  ist  =A,(l—a02)+g0öoVl—V 
>  0.  Für  A+A'a«0  haben  die  Curven  einen  Wendepunkt, 
s.  Taf.  IV. 


In  dem  speciellen  Fall  A  =  0  fällt  der  Wendepunkt  mit  der 
Spitze  zusammen,  es  wird  dann  —  oj  =  oj,  Ö  =  0  und  die  Curve 
muss  in  sich  zurücklaufen,  weil  ß  und  y  nur  Functionen  von  a*  and 
#  sind,  8.  Taf.  IV.  22. 

II)       =  —  1  und  es  falle  keine  andero  Wurzel  von  R  =  0  mit 
zusammen,  also 


Ich  will  zunächst  den  von  KirchhofF  behandelten  Fall  A  =  A'  —  0 
vorausschicken,  weil  er  darüber  Aufschluss  giebt,  in  welcher  Weise 
sich  der  Körper  in  der  a  Richtung  bewegt. 

Es  wird  ß  constant  =  0 


nimmt. 


A.  «3>0 
Fig.  18-22. 


B.  a3  <  0 
Fig.  23—24. 


9  >g' 
qo>0 


y  ig-g'a* 


dt 


dy 


<Py  Bt  B1-A1 
da*  ™  At  l 


(s.  Taf.  IH.  3.) 


Im  allgemeinen  Falle  A  -  A'  >  0  wird  f Ür  t  —  0 
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6-0 
6"=0 


c-0 


u     — t*o 
i  —  AlUo 
v  =0 
to  =-0 


P  — hp 

9  h9o 

r  «=0 


9  Bt 


0  —  qo*+9 


B 


a  =  0 

'r — äz0 

^  o)  _Ä_ 

cft  °  1  — a*   —  1  —  a 

fr  kann  nur  positive  Werte  annehmen.  Wenn  h  d.h.  p  sehr  klein 
ist,  so  wird  %  nahe  an  -f-1  liegen,  es  wird  also  &  anfangs  sehr 
klein  bleiben  nnd  nnr  in  der  Nähe  von  stark  wachsen.  Dnrch 
Verkleinerung  von  q0  nähert  g  sich  g\  es  kann  also  0  beliebig 
gross  werden. 

Im  Falle  A)  03  >  0  wächst  der  Radiusvector  von  q0  bis  pm 
(fnr  a  —  0)  nnd  nimmt  dann  bis  p3  (für  a  =  a3)  ab,  es  bleibt  jedoch 

Ps  7>  Po-    Im  Falle  B)  °8  ^  0  wächst  g0  bis  p3.   Die  Curven  in  der 

ßy  Ebene  berühren  den  Kreis  mit  dem  Radius  p3,  und  haben  Spitzen, 
wenn  q  =  gm  oder  =  q0  ist;  die  letztere  steht  senkrecht  auf  dem 
Kreise  q0.   s.  Taf.  IV. 


Die  einzelnen  Fälle  dieser  Gattung  bilden  den  üebergang  zwischen 
den  Bewegungsvorgängen,  welche  in  I)  und  II)  dargestellt  wurden. 

Wenn  h  =  h'  0,  so  ist  für  «  =  0  nur  eine  Geschwindigkeit  in 
der  Richtung  der  Rotationsaxe  —  wo  vorhanden.  Der  Körper  bewegt 
sich  dann  gleichmässig  ohne  Drehung  in  dieser  Richtung  vorwärts, 
denn  die  Gleichung 


II)  A.  03  >  0 
Fig.  25—27. 


B.  a3  <  0 
Fig.  28. 


II«)  a,  =»  —  1  ist  eine  Doppelwurzel  von  R  =  0,  also 

9  =  9' 
h  =  h' 
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zeigt,  dass  eine  unendlich  grosse  Zeit  verfliesst,  bis  a  einen  andern 
Wert  als  —1  annimmt.  Denkt  man  sich  jedoch  die  Rotationsaxe 
ein  wenig  ans  der  ursprünglichen  Lage  gebracht  und  gleichzeitig  dem 
Körper  eine  Drehung  um  die  y-Axe  erteilt,  so  dass  g  =  g'  bleibt, 
dann  beginnt  er  die  Taf.  III.  4.  dargestellte  Bewegung,  die  Rotations- 
axe stellt  sich  senkrecht  zu  a  und  wird  erst  für  t  =  a>  wieder 
parallel  a. 

Ist  h  =  h!  >  0,  so  besitzt  der  Körper  für  t  «=  0  ausser  der  Ge- 
schwindigkeit —  Mo  noch  eine  Drehungsgeschwindigkeit  p  um  die 
Rotationsaxe.  Auch  jetzt  verhält  sich  um  die  a>Axe  herum  alles 
symmetrisch,  es  ist  also  kein  Grund  dafür  vorhanden,  dass  dieselbe 
ihre  Lage  im  Raum  ändern  sollte.  Es  giebt  jedoch  hierbei  2  ver- 
schiedene Fälle,  denn  aus  der  Gleichung 

R  =  0  =  (1  —  a*)  (g  -  g'a*)  -  (h  +  h'a)* 

folgt 

(l  +  a)'{(l-a)»0-A'}=O 
Dies  wird  erfüllt  durch 

- 

u-v? 

Ist  nun  1)  A»  >  4g  d.  h. 
so  kann  wegen 

£  =  a  +  a)V(i-.)',-tf 

a  nur  den  Wert  —1  annehmen.  Die  Rotationsaxe  behält  also  bei 
hinreichend  grosser  Rotationsgeschwindigkeit  ihre  Lage  im  Raum  bei, 
auch  wenn  sie  etwas  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  gebracht  sein 
sollte,  die  Bewegung  ist  stabil. 

Ist  dagegen  2)  h*  <  4g 


Digitized  by  Google 


in  einer  incompressibeln  Flüssigkeit. 


143 


so  wird  der  Körper,  sobald  a  einen  von  — 1  nur  wenig  verschiedenen 
Wert  erhalt,  sich  spiralförmig  von  der  cr-Axe  entfernen  und  sich  da- 
bei gleichzeitig  drehen,  weil 

Je  nachdem  nun  g—  A2  ^  0  ist,  erhält  man  für  die  Projection  der 

Bahn  des  Anfangspunktes  von  xyz  auf  die  ßy  Ebene  dio  Curven 
Taf.  IV.  Fig.  29  und  30. 


§  5. 
Ax  >  Bv 

Weil  nach  §  3  die  Ebene,  welche  durch  dio  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit V  und  die  Rotationsaxe  x  gelegt  werden  kann,  stets 
parallel  a  ist,  so  ist 

tg(7,s)=-  « 


Die  Richtung  von  a  liegt  also  stets  zwischen  der  von  V  und  dem 
Teil  der  Rotationsaxe,  welcher  mit  a  einen  spitzen  Winkel  bildet. 
V  und  a  fallen  zusammen,  wenn  a  «=  0  oder  a*  =  1  ist,  und  die 
Richtungen  von  V  und  x  weichen  am  meisten  von  einander  ab,  wenn 

Die  Werte,  welche  o  annehmen  kann,  werden  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 


a 


Setze  ich 


— ^  J* 
4^  iB 
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so  ist  stets  sr'>0,  dagegen  kann  g  negativ,  0  und  positiv  werden, 
denn  es  ist  s*+r*  «=  g+g'a* 

für  t  -  0  also  g  =  %*—g'a<*. 

Ferner  setze  ich 


so  kann  ich  mich  ebenso  wie  in  §  4  auf  die  Betrachtung  von  positiven 
A  und  A'  beschränken. 

Die  Lage  der  Wurzeln  von 

R  =  (1 — a*)  (g+  g'a*)  -  (A + h'a)* 

findet  man  am  leichtesten  durch  graphische  Darstellung. 

Wenn  A  —  A'  und  g^O,  so  hat  R  bei  hinreichend  kleinem  A 
4  reelle  Wurzeln,  und  zwar  ist 

a1=-l<as<0<as<a4<+l 

Wachst  A,  so  fallen  zunächst  03  und  a4  zusammen  und  werden  dann 
conjugirt  imaginär. 

Wenn  A  =  A',  0  >  0,  g— g'<®  und  A  von  0  an  wächst,  so 
hat  R  =»  0  zunächst 

1)  2  reelle  Wurzeln  o,  — — 1  und  0  <  a4  <  1, 

dann  2)  4  reelle  Wurzeln 

Oj=— 1  0<a,  =  o8<a4<l 
Oj=  — 1  <as<a3<fl4<l 

«I  — — 1  02<«3  =  «4<1 

3)  2  reelle  Wurzeln  o,  =—1  und  a,  ^  0. 

Wenn  A  =  A',  p>0,  g—g'>0,  dann  treten  nur  die  Fälle  1) 
und  3)  auf.   Der  Fall  2)  kann  auch  für  g— /<  0  wegfallen. 

Wenn  4  reelle  Wurzeln  vorhanden  sind,  so  kann  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  0,  g\  A,  A'  ungeändert  bleiben,  der  Körper  verschie- 
dene Bewegungen  ausführen,  je  nachdem  at  oder  03  als  Anfaugslage 
gewählt  wird.   Die  Bewegungen  im  letzteren  Falle  sind  jedoch  nicht 
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wesentlich  von  den  unter  IT»)  angeführten  verschieden,  sollen  also 
von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  bleiben.  Man  erhält  also  nur 
die  Fälle 

I)   h-h\   («,  1) 

A)  g-h*=0 

B)  g-h*>0 

Wenn  II)  h  ^  h\  so  ist  noch  wie  in  §  4  zu  unterscheiden 
II«)  Während  der  Bewegung  bleibt  stets  (A-j-A'a)5»  >  0,  also 
*>*'  oder  1>|/Z^>* 

IIb)  (Ä+A'a)2  verschwindet  für  einen  zwischen  und  gele- 
genen Wert  von  a. 

< 

Hierin  kann  wieder  g  —  A*  =  0  sein. 

Dem  absoluten  Werte  nach  ist  1  >  <h  >  a  >  a,. 

In  dem  von  Kirchhoff  behandelten  Falle  A  =  A'  =  0  bleibt  die 
Rotationsaxe  in  derselben  Ebene  und  zwar  wegen  der  Annahmen,  dass 
für  t  «=0 

o-  — 1  =  c"  f-1 

u  =  —  «o 
r  =0 

3  — +  5o 

sein  soll,  in  der  ay  Ebene.   Es  wird  dann 

_  n 


Teil  LIVI1I. 


da      A,         At  —  Bt 

BT"«* 

10 
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Die  Werte,  welche  a  annehmen  kann,  sind  bestimmt  durch  die 
Gleichuug 

^=y(l-a2)(5+« 

Je  nachdem  also  g  —  0  ist,  erhält  man  folgende  Arten  der  Bewegung: 

> 

1)  g  <  0  d.  h.  so*  <  |V 


a  liegt  zwischen  ^  =  — 1  und     =—  y—  9~i 

U)  Wenn  q0  =»  0,  so  wird  a,=  —  1,  der  Körper  bewegt  sich 
ohne  Drehung  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  der  Richtung 
der  Rotationsaxe.   Die  Bewegung  ist  stabil. 

lb)  Wenn  1  >  o,8  _  —  ~-t  dann  hat  die  Bahncurve  einen 
Wendepunkt  für  a  — 

lc)  Wenn  a22  <  -A  ^*  p  ,  dann  kommt  noch  ein  zweiter  Wende- 

•  yt 

punkt  für  a*  =  .  ?  n  hinzu,  8.  Taf.  III.  5.   Die  Curven  in  diesem 

und  in  dem  vorhergehenden  Fall  unterscheiden  sich  nicht  wesentlich 
von  Taf.  HI.  2  resp.  1. 

Für  a  —  at  ist  g  —  0,  also  wenn  man  dem  Körper  in  beliebiger 
Anfangslage  nur  eine  fortschreitende  Bewegung  erteilt,  so  entsteht 
dadurch  auch  eine  Drehuug,  durch  welche  die  Rotationsaxe  in  die 
Richtung  von  a  gebracht  wird.  Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem 
in  §  4  Gesagten,  dass  der  Körper  stets  eine  solche  Lage  einzunehmen 
sucht,  in  welcher  er  der  fortschreitenden  Bewegung  den  grössten 
Widerstand  leistet 


1 


2)  g  =»  0,  a2  =  a8  =  0.  Die  Rotationsaxe  steht  nach  unendlich 
langer  Zeit  senkrecht  auf  o. 

3)  g  >  0.  Der  Körper  dreht  sich  vollständig  um  die  y-Axe, 
s.  Taf.  III.  6. 

In  ähnlicher  Weise  ändert  sich  die  Lage  der  Rotationsaxe  zur 
o-Axe  in  allen  andern  Fällen,  nur  bleibt  die  Rotationsaxe  nicht  mehr 
in  derselben  Ebene.  Die  Protection  der  Bahn  auf  die  ßy  Ebene  wird 
eine  Curve,  deren  Gestalt  noch  zu  bestimmen  ist,  die  vollständige 
Bahn  des  Körpers  erhält  man  aus  §  3. 
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I)   h  ~  h'  >  0.   Dann  ist  f  ür  <  =-  0 

o  —  —  1  b  —  0  c  =  0 

a'=0  V  1  c'=0 

«"=0  i"=0  c"=-f-l 

w  =  0  £ 

»  —  -^l  -^l     i  r» 

— —  Fv         °  -° 

ö  =0 

A  - 

*o~2  ly--Bq0 

d&     h(l-\-a)  _h 
dt  =  1  —  a*        1— a 

0  kann  nur  positive  Werte  annehmen.   Es  ist  0  =  0  für  ä  =  0, 

and  8  wächst  mit  h,  so  lange  jedoch  g  -  h*  <  0  bleibt  ©  <  g »  wie 

die  Betrachtung  des  Radiusvector  I  A)  zeigt. 

dß__     ^-21  —-^ 


I  A)  lo,  a,  <0 

Der  Radiusvector  berührt  die  Curve  für  t  =  0,  nimmt  dann  ab, 
and  wenn  a  =  a,,  steht  er  senkrecht  auf  der  Curve.  8.  Taf.  V. 
Fig.  1—2. 

I  B)   g-h*  >0,  %>0 

Die  Curvcn  haben  noch  Spitzen  für  a  =  0,  s.  Taf.  V.  3 — 4. 

Wenn  a,  =  aj,  80  wird 
• 

h_ 

(aa  —  a)  V—  ?  (a  —  Oj)  (a  —  a4) 


8  =  /* -5-  .   da   _  cc   s.  Taf.  V.  5. 

»/  1  —  a  (o,  —  a)V—  a'(a  — 


-1 

10* 
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Wählt  mau  at  als  Anfangswert  von  a,  so  wird  die  Projectionscurve 
ein  Kreis,  und  die  Bewegung  schraubenförmig. 

II)  Ä<*',  a,>-l 
Für  t  *=  0  wird 

a  =  —  00  &  =  —  Vi—  Oq*     c=0     u  =  —  Uq 

a!  f-Vl-V    *'  «o  o'-0     z  =^ 

a"=0  i"=0  c"-l 

P  —  +|?  <Z  D  2  r  =  0  «?  =  0 

.ß  h  -    B    +flVl-«o"  0  ^—  5-  — * 


«  =  0 

0=0   


So*  — 0  V 


da 
cflq 


rfa       .  dB. 
~   da    'dt  ~~  *  da 


(: 


R  =  (1  -  a»)  — (A+A'a)> 

dB 

 2a(g -g'+  2g' a>)  -  2(Ä  + 

— —  a0(i— ooV—  j^w 

Dio  Anfangswerte  von  p  und  g  können  nicht  beliebig  angenommen 
werden,  sondern  sie  müssen  nach  §  1  die  Bedingung  (^)a__a  >  O 

erfüllen ;  dadurch  ist  z.  B.  ausgeschlossen ,  dass  für  t  =  0  p  > 
und  5  =  0  ist,  es  wird  dann 

man  erhält  diesen  Zustand  also  für  t  =  T  in  II»  A  2). 
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=  erreicht  den  kleinsten  Wert  für  a=  —  a0,  nämlich 

II»)  Ist  nun  q  >  0,  so  kann  Ä-f-/i'</  nicht  verschwinden,  und  0 
nimmt  stets  zn. 

üb)  Ist  dagegen  <z  «=  — g0,  so  ist  h  +  tia  beim  Beginn  der  Be- 
wegung negativ,  und  die  Betrachtung  von  R  =  0  zeigt,  dass  für  g  >  0 
h-\-h'a  für  ein  zwischen  a,  und  a8  gelegenes  o  verschwinden  muss. 
Für  ^  <  0  gilt  dasselbe,  eine  Ausnahme  davon  machen  nur  die  Fälle, 

in  denen  —  %  >  ]/—  ^  >  ist  Dieselben  müssen  zu  II»)  ge- 
rechnet werden. 

IL)    (A  +  A'a)«>0 

A)  <7-A»<0 

A  1)  5=  +  g0-    Wegen  (^^^  >0  muss  y0<0  sein. 

Die  Curven  berühren  die  Kreise  mit  den  Radien  p,  und  p2.  Je 
nach  der  Lage  der  Wurzeln  von  R  =  0  kann  der  Radiusvcctor  die 
Curve  berühren  oder  nicht,  die  Curven  unterscheiden  sich  nur  durch 
den  Anfangspunkt  von  den  §4.  L  B  1)  2)  3)  (Taf.  IV.  12—17) 

angegebenen,  weil  y0  <  0,  (jjf)  >  0  and  Qi  >  Pa- 

A  2)  q  =  — g0  «nd  -a,  >  )/—  ~,  >  j, 

Dann  wird  y0  >  0,  fjjj-J  <  0,  fr  nimmt  ab.   A'+Aa  bleibt  stets 

positiv,  die  Curven  erhalten  abgesehen  vom  Anfangspunkt  dio  Gestalt 
§  4.  I»  B  1).   Es  kann  jedoch  auch  für  g  —  A*  =  0,  oj  —  a3  =  0 

B  oo  werden.    ^  p»  -  A'*  +  ^a»  wird  =  A"  für  l  =  <x> ,  s.  Taf. 

V.  6. 

B)  g-h*>  0,   q  |-9o,  «s>0 

Die  Curven  berühren  die  Kreise  mit  den  Radien  pj  und  p8,  und 
haben  eine  Spitze  für  a  =  0.  Der  Radiusvector  muss  die  Curven 
einmal  zwischen  a  —  a,  und  a  —  0  berühren,  s.  Taf.  V.  7—10. 
In  8.  ist  —1  <  oj  <  0  <  o,  =  as  <  a4,  also  T=  oo,  0  =  oo, 
in  10.  ist  — o,  —  0|  also  />  —  0  angenommen.  ♦ 
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IIb)  (A  +  A'a)2  verschwindet  für  ein  zwischen  at  und  at  gele- 
genes a. 

dB  dy 

Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  y0  >  0,  ~  >  0,  ~  <  O, 
#  nimmt  ab,  ©  kann  negativ  werden  (z.  B.  wenn  p  nur  wenig 


grösser  ist  als  1/  ,  J,  aber  auch  positiv  unendlich  für  og  =  a3>>  O. 


selben  Charakter  wie  in  §  4.  Ib  B)    (Taf.  IV.  23-  24). 
B)  £-A*>0. 

1)  6  <  0,   s.  Taf.  V.  12. 

2)  ß  >  0,  s.  Taf.  V.  13. 

3)  6  =  oo,   o,  =  03  >  0,   s.  Taf.  V.  14. 

Fällt  der  Wendepunkt  mit  der  Spitze  zusammen,  d.  h.  wird 
h  =  0,  so  wird  auch  S  =  0,  die  Curve  läuft  in  Bich  zurück  und 
bildet  den  üebergang  von  B  1)  zu  B  2),  s.  Taf.  V.  15. 


Es  sind  also  folgende  Fälle  möglich: 


A)  g— h%  ^  0,  s.  Taf.  V.  11.    Die  Curven  haben  also  den- 
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XU. 


Die  regelmässigen  linear  begrenzten  Figuren 
jeder  Anzahl  von  Dimensionen. 


Eine  linear  begrenzte  ndehnnng  (Figur  von  n  Dimensionen)  heisst 
regelmässig,  wenn  sie  von  lauter  congruenten  regelmässigen  linear 
begrenzten  (n — l)dchnungen  eingeschlossen  ist,  wenn  letztere  zn 
einem  gemeinsamen  Punkte,  dem  Mittelpunkte  congruente  Lage  haben 
und  in  gleicher  Zahl  in  gleicher  regelmässigen  Gruppirung  um  jede 
Ecke  liegen. 

Eine  Ecke  wird  gebildet  durch  den  Schnitt  von  n  (n—  1  Deh- 
nungen; es  können  daher  nicht  weniger  als  n  Grenz-  (n — l)deh- 
nungen  um  eine  Ecke  liegen. 

Da  von  andern  geschlossenen  Figuren  nicht  die  Rede  Bein  wird 
als  von  regelmässigen  linear  begrenzten,  so  wollen  wir  hier  diese 
beiden  Attribute  der  Kürze  wegen  weglassen. 

§.  1.   Allgemeine  Sätze  über  die  Zahl  und 
Gruppirung  der  Grenzfiguren. 

Die  Gruppirung  kann  man  durch  folgende  Construction  erhalten. 

Man  schneide  die  ndehnnng  D  durch  eine  unbegrenzte  lineare 
(» —  l)dehnung  normal  znm  Radius  einer  Ecke  At  derselben  nahe 
genug,  dass  keine  andern  Ecken  mit  ihr  auf  dieselbe  Seite  fallen. 
Dann  ist  die  Schnittfigur  diejenige  regelmässige  (n — l)dehnung,  nach 


Von 


R.  Hoppe. 
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welcher  die  Umgebung  der  Ecke  gruppirt  ist.  Durch  die  (n  —  1)  deh- 
nige Grenzfigur,  „Seite"  £,  und  die  —  dehnige  Gruppirungsfigur, 
„Eckfigur*4  G  ist  die  «dehnung  charakterisirt. 

Ebenso  ist  nun  die  Seite  und  die  Eckfigur  jede  durch  zwei 
(n  — 2)  dehnige  Figuren,  jede  derselben  wieder  durch  zwei  (n— 3)deh- 
uige  Figuren  charakterisirt  u.  s.  f.  bis  man  zu  den  3  dehnigen  Fi- 
guren, den  Polyedern  gelangt.  Beim  Vieleck  hört  die  Verschieden- 
heit, also  die  doppelte  Bestimmung  auf:  das  Vieleck  ist  durch  die 
blosse  Eckenzahl,  gleich  Seitenzahl  «=  &,  charakterisirt,  das  Polyeder 
durch  die  Seite,  also  durch  und  durch  die  Eckfigur,  mithin  durch 
eine  zweite  Zahl  Ar3,  das  Polytop  durch  zwei  Polyeder,  als  Seite  und 
als  Eckfigur,  was  4  Zahlen  ergeben  würde,  u.  s.  w.  Diese  Zahlen 
reduciren  sich  aber  durch  folgende  Betrachtung. 

Die  (n—  l)dehnuug,  welche  durch  ihren  Schnitt  mit  der  n  deh- 
nung dessen  Eckfigur  bildet,  schneidet  jede  Kante  von  D  in  einer 
Ecke  von  G,  jede  Fläche  von  D  in  einer  Kante  von  G,  u.  8.  w., 
überhaupt  jede  (A+l)  dehnige  Grenzfigur  von  D  in  einer  A  dehnigen 
Grenzfigur  von  G.  Daher  sind  die  an  eine  Ecke  stossenden  Grenz- 
figuren von  D  von  den  Grenzfiguren  von  G  derart  abhängig,  dass 
sowol  die  Anzahl  als  auch  das  Angrenzen  der  erstem  übereinstimmt 
mit  der  Anzahl  und  dem  Angrenzen  der  letztern  von  1  Dimension 
woniger. 

Um  diese  Beobachtung  in  der  Formel  zu  fixiren,  bezeichne 
(n,  p,  v)  die  Anzahl  derjenigen  v  dehnigen  Grenzfiguren  einer  n  deh- 
nung, welche  an  jede  |ü  dehnige  Grenzfigur  stossen.  Hier  sind  n  und 
v  stets  ungleich  und  nicht  >n;  die  Fälle  (i  =  v  und  v  =  n  würden 
(«,  v)  =  1  ergeben  und  kommen  nicht  in  Betracht;  dagegen  ist 
der  Fall  fi  =  n  besonders  wichtig. 

Ferner  bezeichne  der  Index  1,  dass  sich  die  Zahl  (n— 1,  v)1 
auf  die  Eckfigur  der  ndehnuug  bezieht,  während  bezüglich  auf  die 
Seite  kein  Index  stehe. 

Zunächst  ist  gleich,  weil  dem  Sinne  nach  identisch: 

(n,  fi,  v)  =  (n-1,       v)  fürn  >  ,i  >  v  >  0  (1) 

Gemäss  der  obigen  Beobachtung  ist  nun  weiter: 

(«,  p,  v)  =  (»-l,  v-l^  für  »>  *>p>0  (2) 

zu  ergänzen  durch  die  Formel: 

(n,  0,  v)  -  (n-1,  n— 1,  v—  1),  f  ür  n  >  v  >  0  (3) 
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Kennt  man  also  die  Anzahlen  aller  Grenzfiguren  der  2  bestimmenden 
(n  —  1 )  dehnungen ,  so  ergeben  sich  unmittelbar  dieselben  für  die  «- 
dehnung,  mit  Ausnahme  der  Zahlen  (n,  n,  v). 

Unter  letzteren  müssen  sich  je  zwei,  nämlich  die  Gesammtzahlen 
der  v-  and  v'dehnnngen  in  der  ganzen  ndehnung  verhalten  wie  die 
Anzahl  der  an  die  vdehnung  stossenden  v'  dehuungen  zu  der  Anzahl 
der  an  v'dehnung  stossenden  v dehnungen;  es  muss  also  sein: 

(n,  n,  v)  :  (n,  n,  (i)  «=  (n,  u,  v)  l  (n,  v,  (4) 

Das  Verhältniss  zur  Rechten  ist  aus  den  Gl.  (1)  (2)  (3)  bekannt; 
dadurch  sind  die  (n,  n,  v)  auf  eine  Unbekannte  zurückgeführt,  die 
für  ungerade  n  durch  den  erweiterten  Euler'schen  Satz  (LXVII.  30. 
31)  bestimmt  wird,  für  gerade  n  einzeln  ermittelt  werden  muss. 

Ferner  kann  man  aus  der  obigen  Betrachtung  den  Satz  herleiten: 

Jede  ndehnung  ist  charakterisirt  durch  n  — 1  Zahlen,  ku  k%  .  . . 
ihre  Seite  durch  kt,  k%  .  .  .  kH-2,  ihre  Eckfigur  durch  k2l 
•  •  >  kn—i* 

Die  Bedeutung  dieser  Zahlen  geht  durch  successives  Aufsteigen 
in  der  Dimensionszahl  leicht  hervor.  Für  n  «=  3  ist  kt  die  Kauten- 
oder  Eckenzahl  der  Seite,  &2  der  Eckfigur,  hiernach  die  Bedeutung 
von  fcj,  fc,  für  ein  Polyeder  bekannt.  Dieses  als  Seite,  das  Polyeder 
(is ,  Jfej)  als  Ecktigur  gedacht,  charakterisirt  sich  die  4  dehnung  durch 
lt,  Är3.  Diese  wieder  als  Seite,  eine  andre  ks,  &8,  kA  als  Eckfigur 
charakterisirt  die  5  dehnung  (ij,  fc2,  &8,  *4),  u.  s.  f.  Dass  aber  in  der 
Eckfigur  immer  dieselben  Zahlen  mit  Beziehung  auf  die  Greuzfigur 
von  1  Dimeusion  weniger  auftreten  müssen,  ist  oben  durch  die  Be- 
trachtung des  Schnittes,  welcher  die  Eckfigur  ergiebt,  dargetan. 

Ferner  ist  noch  folgender  Satz  zu  beweisen. 

Je  zwei  n  dehnungen  (kt,  k9  .  .  .  &„-i)  und  (fcM-i,  &n-2  . . .  ftj 
sind  einander  reeiprok,  in  dem  Sinne  dass  jeder  m dehnigen  Grenz- 
figur  der  einen  eine  (n—m  —  1)  dehnige  Grenzfigur  der  andern,  und 
jedem  zusammengrenzendon  System  der  erstem  ein  zusammengren- 
zendes Stystem  der  letztern  entspricht. 

Bezeichnet  man  mit  runden  und  eckigen  Klammern  die  Zuge- 
hörigkeit zur  einen  und  zur  andern  der  reeiproken  ndehnungen,  so 
ist  die  Reciprocitat  definirt  durch  die  Gleichungen: 
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(n,  n,  v]  -  (n,  n,  n—v  —  1)  (n  >  V  >  0)  (6) 

Nimmt  man  an,  dasa  diese  Bedingungen  für  die  (n  —  1)  dehnun- 
gen  allgemein  erfüllt  seien,  so  ist  nach  Gl.  (1)  für  n— l>fi>v>0 

[n,  fi,  v]      [B  —  1,  fi,  v]  -  (n  — 1,  n  — ft  — 2,  n  —  v  —  2)4 
das  ist  nach  Gl.  (2) 

=  (n,  n — fi  —  1,  n — v  —  1) 
Ferner  ist  nach  Gl.  (2)  f Ür  n  >  v  >  p  >  0 
[n,  fi,  v]  =  [n  — 1,  fi  — 1,  v  — 1],  —  (n  — 1,  n  —  ft  —  1,  n—  v  —  1) 
das  ist  nach  Gl.  (1) 

=  (n,  n  —  ,a  —  1,  n— v  — 1) 
Ferner  ist  nach  Gl.  (3)  für  n  >  v  >0 
[«,  0,  v]  =  [n  — 1,  n— 1,  V-— l]j  =  (n  —  1,  n  — 1,  n — V  —  1) 

das  ist  nach  Gl.  (1) 

=  (n,  n  —  1,  n—v  —  1) 

Hiermit  ist  Gl.  (5),  sofern  sie  für  n  —  3  zutrifft,  für  jedes  »  be- 
wiesen.  Ferner  ist  nach  (4) 

[n,  n,  v]:[n,  n,  fi]  —  [n,  fi,  v]:[n,  v,  ft] 
(n,  n,  n  —  v  —  l):(n,  n,  « —  fi  —  1)  =  (n,  n — fi  —  1,  n  —  v  —  1): 

(n,  n  — v  — 1,  n  — fi  —  1) 

folglich,  da  die  dritten  und  vierten  Glieder,  wie  eben  bewiesen,  gleich 
sind, 

0,  n,  v]:[n,  n,  ft]  =  (n,  n,  n  —  v  —  1):  (n,  n,  n— fi  — 1) 

Hiernach  können  sich  die  Seiten  der  Gl.  (6)  nur  durch  einen  Factor 
gültig  für  alle  v  unterscheiden.  Da  aber  durch  das  Verhältniss  der 
betreffenden  Zahlen  die  n  dehnung  bostimmt  ist,  so  kann  dieser  Factor 
nur  ==  1  sein.  Somit  stimmen  alle  Gleichungen,  nach  denen  die 
ndehnungen  hervorgehen,  mit  der  Reciprocität  überein. 

§.  2.   Bestimmung  aller  verschiedenen  ndehnungen. 

Obgleich  die  3-  und  4dehnungen  bereits  bekannt  sind,  wollen 
wir  sie  doch  noch  einmal  herleiten  um  daran  den  allgemein  aufge- 
stellten Algorithmus  zu  verdeutlichen. 
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Ans  der  Tabelle  der  Zahlen  der  zu  einander  gehörigen  Grenz- 
fignren  für  2  Dimensionen 

(7) 


;  (2,  #*,  o) 

(2,  /x,  1) 

0 

2 

1 

2 

2 

*1 

ergiebt  sich  für  3  Dimensionen: 


f*  |  (3,  *  0) 


GL  (1) 


(3,  *  1)  |  (3,  *  2) 


(8) 


2 

(3,  3,  0) :  (3,  3,  1)  =  2  :  *, 
(3,  3,  1) :  (3,  3,  2)  -     :  2 
(3,  3,0):(3,  3,  2)-^:*, 


Gl.  (3) 
2    Gl.  (2) 


Gl.  (4) 


woraus; 


,Ä  n  _      iV      ,ft  _  ^  /0  o  * 

(3,  3,  0)  =>  ^ ;   (3,  3,  1)  -  g  ;   (3'  3'  2)  ~  kt 


(9) 


nnd  nach  dem  Eulcr'schen  Satze: 


also 


*t      2  '  fcj 


1  1  1 
h^h  2 


(10) 


Diese  Grösse  mnss  positiv  nnd  eine  ganze  Zahl  sein,  damit  das 
Polyeder  existirt.  Die  Bedingung  wird  bekanntlich  erfüllt  durch  die 
Combinationen  (3,  3),  (3,  4),  (3,  5),  (4,  3),  (5,3),  welche  2  Paare  re- 
ciproke  Polyeder  und  ein  in  sich  reciprokes  Polyeder  ergeben. 

Ans  der  Tabelle  (8)  ergänzt  durch  (9)  erhält  man  für  4  Dimen- 
sionen : 

(U) 


Gl.  (1) 


(4,  f,  0) 

(4,  f,  1)  | 

(4,  2) 

(4,  *  3) 

0 

*. 

2 

1 

3 

*» 

h 

2 

*i 

a 

N 

N 

N 

3 

K 

2 

h 

\ 


Gl.  (3) 
Gl.  (2) 
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und  nach  Gl.  (4): 

(4,  4,  0) :  (4,  4,  1) 
(4,  4,  1):(4,  4,  2) 
(4,  4,  2) :  (4,  4,  3) 

(4,  4,  3) :  (4,  4,  0) 

(4,  4,  0) :  (4,  4,  2) 


N  o 


(4,  4,  1):(4,  4,  8)-  f  z^ 
Alle  6  Proportionen  geben  identisch: 


(4,  4,  0) 


M 


(4,  4,  1)=  ~;   (4,  4,  2) 


2k, 


!   (4,4,3)  = 


(12) 
3/ 


Der  erweiterte  Eulcr'sche  Satz 


M      M      M  M 

 _  i  _  —  =»  0 

Nt     2/fc3^2Jfc,  u 

ist  durch  die  Werte  von  iV,  Nx  von  selbst  erfüllt,  3f  aber  bleibt  un- 
bekannt. 

Die  Werte  von  M(ku  sind  (in  LXVII.  38-42)  für  alle 

möglichen  Combinationen  durch  Construction  der  Netze  gefunden 
Hiernach  ist 

A/(3,  3,  3)  -  60 
M  (4,  3,  3)  =  M  (3,  3,  4)  =  192 
M{h,  3,  3)  —  Jf  (3,  3,  5)  —  7200 
M (3,  4,  3)  -  576 

Jetzt  erhält  man  für  5  Dimensionen: 

(14) 


(13) 


(5,  d  0) 

(5,  ,.,  1) 

(5,  f.,  2) 

(5,  f,  3)  | 

(5,  C,  4) 

0 

Af, 
2i4 

AT, 
2*. 

l 

3 

Äi 

2 

h 

2 

*i 

*t 

*i 

*« 

3 

N 

N 

9 

*i 

2 

M 

M 

A/ 

4 

2*s 

2*t 

Digitized  by  Google 


157 


und  (4)  enthält  die  10  Proportionen: 
(5,  5,  0):(5,  5,  1)  -  2 : 

(5,5,  1):(5,  5,  2)- Vj^ 

(5,  5,  2):  (6,  5,  3)  —  ^:  kt 

(5,  5,  3):<5,  5,  4)-f:2 

M  M 

(5,  5,  4):(5,  5,0)- 

M 

(5,  5,  0) :  (5,  5,  2)  -  *, :  ^ 
(5,  5,  1):(5,  5,  3)-*:f 
(5,  5,  2):(5,  5,  4)  =  ^:** 


(5,  5,  3) :  (5,  5,  0)  = 


welche  übereinstimmend  ergeben: 


2*,  *  ht 


(5,  5,  4):  (5,  5,  1)-  r*:t5r 


(5,  5,  0)=  ~.  (5,  5,  1)  =  g-;  (5,  5,  2) 
(5,5,3)-^,  (5,5,4)=.| 


L 

2*,*4 


(16) 


nnd  nach  dem  Euler'schen  Satze  ist  hier: 


woraus: 


L_       L  L        L_  ,  L 

Mt     2N%  +  2ktkA     2JN~*~  M^2 


L  - 


M 


(16) 


Die  Werte  des  Nenners  für  alle  Combinationen  der  GreDzpolytope 
als  Seiten  nnd  Eckfiguren  sind: 
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■  j  '  -j  :^  •  4 

2 
L 

3,  3,  3,  3 

1 

60 

+ 

1 

60 

3,  3,  3,  4 

1 

60 

+ 

1 
192 

3,  3,  3,  5 

1 

60 

+ 

1 

72ÖÖ 

3,  3,  4,  3 

1 
192 

+ 

1 

432 

4,  3,  3,  4 

1 

192 

+ 

1 
192 

4,  3,  3,  5 

1 

192 

+ 

1 

7200 

5,  3,  3,  5 

1 

7200 

+ 

1 

7200 

(17) 


960 
1 

7200 


360 


1920 


14400 


2\12^12;^2.3.3  180 
2  \12  T  247  ^  2.3.4  96 
2  \12^  60/^  2.3.5 
~~  2  (l2+  2i)  +  2X3  =  0 
2  \24  ^  24,/  ^  2.4.4  U 

+  I\  .  JL  yj 

2 \24^  60V  2.4.5  14400 

2  \60  ^  60;  ^  2.5.5  3600 

Die  4  letzten  Combinationen  geben  keine  ganzen  Zahlen  für  JL,  da- 
her keine  regelmässigen  Figuren.  Den  3  ersten  entsprechen  die 
Werte: 


|  (5,  5,  0) 

(5,  5,  1) 

1  (5,  5,  2)  1 

1 

(5,  5,  3) 

(5,  5,  4) 

■    3)  3^  3 

6 

15 

20 

15 

6 

3,  3,  3,  4 

10 

40 

80 

80 

32 

4,  3,  3,  3 

32 

80 

80 

40 

10 

3,  3,  3,  5 

2 

120 

480 

600 

240 

5,  3,  3,  3 

240 

600 

480 

120 

2 

Die  zwei  letzten  dieser  Figuren  sind  offenbar  unmöglich  denn  das 
eine  hat  nur  2  Ecken,  das  andre  nur  2  Seiten. 

Es  kann  demnach  nur  3  verschiedene  regelmässige  ödehnungen 
geben.  Infolge  dessen  kann  auch  für  mehr  Dimensionen  in  der  Reihe 
der  k  die  Zahl  4  nur  am  Anfang  oder  Ende  stehen.  Folglich  giebt 
es  für  jedes  n  >  4  nur  die  drei  verschiedenen*»* dehnungen 

(3,  3,  3,  ...  3,  3,  3) 
(4,  3,  3,  ...  3,  3f  3) 
(3,  3,  3,  ...  3,  3,  4) 

Das  Resultat  bestätigt  sich,  wenn  man  die  Grösse  der  (n— 1)  deh- 
nigen innern  Winkel  der  Seiten  in  Betracht  zieht.  Denn  damit  eine 
Anzahl  =  (n,  0,  »  —  1)  von  (»  — l)dehnuugeu  mit  innern  Winkeln 


Digitized  by  Google 


jeder  Anzahl  von  Dimensionen. 


159 


=  J  einen  concaven  Winkel  an  der  Ecke  der  ndehnung  einschliessen 
können,  muss,  wenn  W  den  (n— 1) dehnigen  Vollwinkel  bezeichnet, 

J>  (n,  0,  n-1) 

sein.   Das  ist  für  n  —  5 

erat 

-  j  >  (5,  0,  4) 


Die  Werte  der  linken  Seite  sind  auf  Seite  112  angegeben,  die  der 
rechten  in  der  ersten  Reihe  der  Tabelle  (14).  Stellt  man  sie  zu- 
sammen, so  kommt. 


(  8R* 

(5,  0,  4) 

8R* 

J 

(5,  0,  4) 

3,  3,  3,  3 

102, 

5 

4,  3,  3,  4 

16 

16 

3,  3,  3,  4 

102, 

16 

4,  3,  3,  5 

16 

600 

3,  3,  3,  5 

102, 

600 

5,  3,  3,  3 

3, 

5 

3,3,  4,  3 

24 

24 

5,  3,  3,  4 

3, 

16 

3,  4,  3,  3 

8 

8 

5,  3,  3,  5 

3, 

600 

4,  3,  3,  3 

16 

5 

Unter  diesen  sind  drei .  welche  —j-  =  (5,  0,  4)  ergeben,  welche  also 

in  eine  lineare  (n  — l)dehnung  degeneriren,  nämlich  (3,  3,  4,3) 
(3,  4,  3,  3)  (4,  3,  3,  4) ;  bei  fünf  andern  ist  die  erste  Zahl  <  dio 
zweite-,  es  bleiben  nur  die  drei  genannten  übrig,  welche  der  Be- 
dingung genügen.  Diese  wollen  wir  nun  für  beliebige  Dimensions- 
zahl einzeln  untersuchen. 

Da  jetzt  alle  k  ausser  dem  ersten  und  letzten  —  3  sind,  so  kann 
man  die  in  Rede  stehenden  ndehnungen  kürzer  durch  (Vi  *»-0  De~ 
zeichnen. 

§.  3.  Pyramide. 

Für  hg  —  fcs  —  .  . .  jfc„_i  =-3,  wo  AT  —  Nt  =  N2  —  12;  M  — 
Af,  =  60;  L  =  360  wird,  ersieht  man  aus  deu  Tabellen  für  n  «=  2, 
3,  4,  5  leicht,  dass  bis  dahin  (in  Binomialcoeff.  ausgedrückt) 

(»,  ii,  v)  =  (f»  +  l)p+i  für  n  >  v  (18) 
(n,  f»,  v)  =  («—  n)n-v  für   fi  <  v  (19) 

ist  Setzt  man  diese  Werte  für  irgend  ein  n— 1  voraus  und  führt 
sie  in  die  Gl.  (1)  (2)  (3)  (4)  ein,  so  kommt: 
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(n,  p,  V)  -  0i-f-l)r+i    für    n  >  n  >  v 

(n,  fi,  v)  =  (n  —  (i)H-v  für    «  >  v  >  p  >  0 

(n,  0,  v)  =  (n)v  für   n  >  v  >  0 

wodurch  die  Gültigkeit  der  Werte  (18)  (19)  für  <i<n  erheilt,  dann: 

(n,  n,  v)  :  (n,  n,  f»)  =  (/*  +  l)„+i :  (n  — v)„_^  für  fl  >  v 
(n,  «,  v)  :  (n,  n,  fi)  —  (n  — ,i)n_*  :  (v  +  I^h    für    p  <v 

Zur  Bestätigung  der  Annahme  ist  also  erforderlich: 

(»+l)"+i:(»+lWl  —  (ft+l)r+i:(n  — V)n-/u 

—  (n  —  (i)n-fi  i(v+l)ßil 

zwei  Proportionen  die  identisch  erfüllt  sind. 

Die  Proportionen  lassen  einen  Factor  in  (n,  w,  v)  unbestimmt 
der  aber  für  jedes  v  derselbe  ist.  Er  ergiebt  sich  durch  folgende 
Betrachtung. 

Um  jede  Ecke  der  ndehnung  liegen 

(n,  0,  1)  -  (n)„_i  -  n  ■ 

Kanten,  die  in  «Ecken  endigen.  Nimmt  mau  nun  an,  dass  für  irgend 
ein  n  —  1  der  uubekannte  Factor  =1  sei,  so  ist  die  Anzahl  von 
deren  Ecken  nach  (18) 

(n  — 1,  n  — 1,  0)  —  n 

folglich  sind  die  Endpunkte  jener  n  Kanten  die  Ecken  einer  einzigen 
(w  —  l)dehnung,  welche  die  ndehnung  abschliesst  Demnach  ist  die 
ndchnnng  (3;  3)  eine  Pyramide  auf  der  Basis  der  (n  —  l)dehnung 
und  hat  im  ganzen  n  +  1  Ecken.  Diese  Zahl  stimmt  mit  Gl.  (1>) 
für  n,  also  ist  auch  hier  der  unbekannte  Factor  =  1.  Für  n=-  3  ist 
die  Annahme  erfüllt,  daher  für  jedes  n. 

Die  Möglichkeit  der  Figur  (3;  3)  liegt  nach  ihrem  Nachweis  als 
Pyramide  auf  der  Hand. 


§.  4.   Orthogonale  Figur. 

Für  fcj  —  4,  fcj  —  kz  —  .. .  kn-i  —  3,  wo  iV—  24,  NL  =  N2  =>  . . , 
=  12,  M=  192,  Mx  —  ...  «=  60,  L  —  1920,  L,  —  ...  =  3GO  lässt 
sich  gleichfalls  aus  den  Tabellen  für  n  —  2,  3,  4,  5  leicht  entnehmen: 

(n,  fi,  v)  =  (fO,^-*  für  fi  >  v  (20) 
(n,  p,  v)  =  (»— f*)„_*  f ür   p  <  v  (21) 
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Gelten  diese  Werte  für  irgend  ein  n  —  1,  und  führt  man  sie  zur 
Rechten  der  Gl.  (1)  (2)  (3)  ein,  so  erhält  man  fllr  p  <  n  die  Werte 
(20)  (21)  wieder.   Die  Proportion  (4)  verlangt  nachher,  dass 

(»),2— *  :  (n)^-/'  =  (f4),2/*-*:  (n—  v)*_u 

=  (n  —  p)n-r :  Mfi—f 

sei,  was  identisch  stattfindet. 

Der  unbekannte  Factor  in  (n,  n,  v)  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Orthogonalitat  der  Figur  zur  Voraussetzung  macht,  wofür  der  Beweis 
in  £  8.  folgen  wird.  Da  nämlich  jede  der  n  Dimensionen  durch  2  pa- 
rallele Gegenseiten  begrenzt  wird,  so  hat  die  Figur  2n  Seiten,  daher  ist 

(n,  n,  n  —  1)  —  2n 

Dies  stimmt  mit  der  Formel  tiberein,  mithin  ist  jener  Factor  =»  1, 
w.  z.  b.  w. 

Die  Möglichkeit  der  Figur  leuchtet  sofort  ein,  da  man  die  Coor- 
dinateugleichungen  der  Seiten  angeben  kann,  uämlich  jede  Coordinate 
einzeln  =  ±  1  giebt  je  eine  Seite. 


§.  5.   Reciproke  Figur  der  orthogonalen. 

Die  Bestimmung  der  »idehnung  (3;  4)  geht  aus  der  der  ndeh- 
nnng  (4;  3)  durch  ihre  Reciprocität  hervor.  Denn  nach  §.  1.  Gl.  (5) 
(6)  muss  sein 

[n,  fi,  v]      (w,  n  -  ^  —  1,  n  —  v—1) 

für  jedes  n  und  v  von  0  bis  n  —  1,  und 

[*,  n,  v]  =  (n,  n,  n  —  v—1) 

Führt  man  die  Werte  (19)  (20)  zur  Rechten  ein,  wobei  3  Fälle  zu 
unterscheiden  sind,  so  erhält  man  für  die  ndebuung  (3;  4): 

(n,  fi,  v)  =  Oi+Dr+l  (n>  fi>  v)  (22) 
(n,  (i,  v)  =  (n-fi-  lh-ffr-M  (n  >  v  >  ^)  (23) 
(«,  n,  v)  =  (n)r+,2H-l  (24) 


§.  6.   Mittelpunkt  und  Radien. 

Der  normale  Abstand  des  Mittelpunkts  C  der  ndehnung  von  der 
mdehnigen  Grenzfigur  sei  bezeichnet  durch  rjm)\  es  sei  also  rH<°>  =  r„ 
der  Eckradius,  r'n  der  Kantenradius,  r"„  der  Flächenradius  u.  s.  w. 
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Gehen  nun  von  der  Ecke  A  die  Kanten  AB  und  AB'  aus,  welche 
derselben  Flächo  angehören,  und  man  legt  den  Schnitt,  welcher  die 
Eckfigur  ...  kn-i)  bildet,  normal  zu  AC  durcb  i*,  D'  etc.,  be- 

zeichnet ferner  D  den  Schnittpunkt  von  AC,  und  man  setzt  AB  =  1, 
so  ist 

AC  =  BC  =  rtt   für   (fr,*,  . . .  kn-\)    (Kante  =  1) 

BD  =  r„_i   für    (fc^  . . .  *H-i)    (Kante  =  BB'  —  i) 
oder    =  5r»-i   (Kante  =  1) 

AD  =  VZö2  —  .ÖZ)2  —  Vi  — 6Jr„_i2 

Da  nun 

AB.AD*=ACx\AB 
so  hat  man  die  recurrente  Formel: 

Die  Reduction  geschieht  in  der  Reihe  der  Eckfiguren,  also  an- 
fangend mit  den  letzten  k  und  das  vorhergehende  immer  hinzufügend. 
Daher  ist  für  die  Pyramide  die  Eckfigur  stets  Pyramide,  k  =  3,  die 
Fläche  BAB'  ein  Dreieck,  b  =  1 ;  für  die  Orthogonale  die  Eckfigur 
bis  zur  (n  — l)ten  Dimension  Pyramide,  5=1,  am  Schluss  aber  ist 
BAB'  ein  Quadrat,  b  =  y<2;  für  die  Reciprok-Orthogonale  ist  die 
Eckfigur  stets  Reciprok-Orthogonale,  BAB'  ein  Dreieck,  5  =  1. 


Für  die  Pyramide  hat  man  also: 

Wd-r—i«)  -  1  (26) 
Diese  Gleichung  wird  erfüllt  durch 

das  ist  für  n  =  2 

r.-  Vi 

wie  es  beim  Dreieck  stattfindet,  folglich  der  Wert  allgemein  gültig. 
Hieraus  folgt  für  die  Pyramide: 

anwondbar  auf  die  Eckfigur  der  Orthogonalen,  aus  diesem  Werte 
wieder  nach  (25)  (Ä*  =  2) : 

1  n 


r"'  -  4(1  -2r„-i»)  ~  4 


(28) 
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Für  die  Reciprok-Orthogonale  gilt  wieder  Gl.  (25)  und  zwar  mit 
der  Lösung 

r„2  -  i  (29) 

was  auch  für  »  -»  2,  d.  i.  für  oin  Quadrat  stimmt. 

Fällt  man  nun  von  C  ein  Lot  CK  auf  die  m  dehnige  Grenzfigur^ 
welche  die  Ecke  A  hat,  so  ist  das  Dreieck  ACE  rechtwinklig  iu  E, 
und 

~rnl  A  bezüglich  auf  (*A  ... 
Ct,  —  r»("»)  J 

AE  =  rmy  bezüglich  auf  (kfa  ...  Lm-i) 

also 

-  f^-fto1  (80) 

iias  ist  für  Pyramide  nach  (27) 

ti  m  n  —  vi 

Lr"(m)-1  =  2(7+1)  ~  2(m  + 1 )  ~  2(«+l)(m+l)  (81) 

für  Orthogonale  nach  (28): 

[r»w]lss4-4-—  <» 
für  Reciprok-Orthogonale  nach  (29)  und  (27): 

[r.wp  -  1  _  -  2^T)  (33, 


§.  7.    Inhalt  und  Umgrenzung. 

Die  ndehnung,  deren  Inhalt  J«,  ist  umgrenzt  von  (n,  n,  n  - 1) 
Seiten,  deren  jede  =  J*-\\  daher  ist  die  Umgrenzuug 

UH  -  (n,  «,  h— l)Jn_i  /^|. 

Lässt  man  die  Umgrenzung,  indem  sie  sich  ähnlich  bleibt.  fc%  \u- 
halt  Jn  erzeugen,  während  der  Seitenradius  r«'»-1)  von  0  IM  rj*-h 
wächst,  und  beachtet,  dass  alsdaun  Un  proportional  [r^-i 
variirt,  so  erhält  man  durch  Integration: 

Jn  —  jj  r«^-1)^  —  ^(»,  n,  n  —  l)rH<»-> 
Für  Pyramide  ist  nach  Gl.  (18) 

(«,  n,  n  — 1)  =  (n+l)„  —  ■+ 1  »tf 

und  nach  Gl.  (31) 
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daher 

r  1\/n+1r 

3.4  ...  nK  2«-2.3^ 
Nun  ist  das  Dreieck  J8  =  iV3,  folglich 

•/h=  n!2l» 
woraus  weiter: 

und  nach  Gl.  (34)  (36) 

77        "  +  1  |/  n  _  (39) 

übereinstimmend  mit  dem  Resultat  von  §.  5.  iu  T.  LXIV.  S.  200. 

Für  Orthogonalfigur,  deren  Grenzfiguren  sämmtlich  solche  sind, 
giebt  Gl.  (20) : 

(n,  n,  n —  1)  =  2n 

Gl.  (32): 
daher  Gl.  (35): 

und,  da  das  Quadrat  «78  =  1  ist, 

JWsli     t7n=2n  (40) 

Für  die  Reciproke  der  vorigen  ist  ./„-i  Pyramide,  dagegen  nach 
Gl.  (24) 

(n,  n,  n-1)  -  (n)„2«  =  2» 
also  nach  Gl.  (34)  (39)  _ 

«.  =  2«  (—  ^zi»  -  ^zri)T  (41) 

und  nach  Gl.  (35),  wo  nach  Gl.  (33) 
zu  setzen  ist, 

Jn  =  ~  (42) 
n! 
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§.  8.   Ebener  Winkel  zwischen  zwei  an  einander 

grenzenden  Seiten. 

Fallt  man  vom  Mittelpunkt  C  auf  die  Seiten  S  und  S\  welche 
sich  in  der  (n— 2)dehnung  T  schneiden,  die  Lote  CB  und  CB'  und 
auf  T  das  Lot  CA,  so  ist  ABCB'  ein  ebenes  Viereck,  rechtwinklig 
in  B  und  B\  das  von  der  Diagonale  AC  symmetrisch  geteilt  wird, 
so  dass  der  Winkel  BAB'=  d,  welcher  die  Neigung  der  Seiten  S, 
S'  gegen  einander  darstellt,  von  ihr  halbirt  wird.   Man  hat  dann: 

AB  —  r„-i(»-2) ;     AC  —  r*<»-2>;     BC  =  rH<»-l> 
daher  zur  Bestimmung  von  # 

r»*»"1)    :  r»(»-2> 
rn(«-n    :  rM-i("-2) 
das  ist  nach  §.  6.  für  Pyramide 

für  Orthogonalfigur 

tg  f  =  1 ;  #  =  R 
für  die  Reciproke  derselben,  deren  Seite  Pyramide, 

*     l/1      •  — 1         A      2  .... 

C082  ==|/n;   8m2|/"T";    C       "  n  —  1  (47) 

Der  Wert  *  =  R  beweist  nachträglich  die  in  §.  4.  gemachte 
Annahme  der  Orthogonalität  der  ndehnung  (4:  3),  von  welcher  §.  6. 
unabhängig  ist 

r 

Die  Werte  der  #  für  die  4dehnungen  sind  in  LXVII.  S.  37. 
Gl.  19.  durch  gemeinsame  Formel  dargestellt 


cos  g  = 


Bin  j  = 
tgf  = 
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xm. 

Zur  Kardioide. 

Diese  Linie,  als  ein  geometrischer  Ort.   Ein  Verfahren  zur 
mechanischen  Construction  derselben. 

Von 

Herrn  Josef  Pleyl, 

Assistent  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien. 


I.    (Fig.  1.) 
Ein  Kreis  K  ist  gegeben ;  sein  Radius : 

UM  =  a. 

Wir  ziehen  in  demselben  eine  Sehne  UR,  die  untor  dem  Winkel  <p 
gegen  den  Durchmesser  UUt  geneigt  ist,  und  senkrecht  zu  ihr  den 
Durchmesser  QQV  Dadurch  entsteht  das  gleichschenklige  Dreieck 
UJIQ,  dessen  gleiche  Seiten  wir  über  die  Spitze  hinaus  um  ihre 
eigene  Länge  fortsetzen.  Wir  kommen  dadurch  zu  einem  dem  früher 
bezeichneten  congruenten  Dreiecke  PWQ,  respective  zu  zwei  Punk- 
ten P  und  W. 

Aendern  wir  den  Winkel  <p  stetig,  so  ändert  sich  auch  die  Sehne 
t/7?,  und  wir  erhalten  eine  conti nuirliche  Aufeinanderfolge  von  Punk- 
ten /'  und  vorausgesetzt,  dass  für  jeden  Wert  von  q>  oben  be- 
zeichnete Construction  neuerlich  durchgeführt  wird. 

Das  gibt  zwei  Curven,  deren  eine  die  Gesammtheit  aller  unmit- 
telbar auf  einander  folgenden  Punkte  P,  deren  andere  den  geometri- 
schen Ort  aller  Punkte  W  bildet. 


Um  Einiges  über  diese  beiden  Linien  zu  erfahren,  wollen  wir  aus 
den  angegebenen  Bedingungen  ihre  Gleichungen  abzuleiten  versuchen. 
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Es  ist  zunächst: 

NQ  —  NM+MQ  =  a.Sinp  +  a  «=  a(l  +  Sing>)  (1) 

UN=  a.C08(jp  (2) 


5l  -  UQ  «  V  _  ayCÖ8^+(l  +  Siii(p)1 

oder 

£  -  ay2(l+Sin(p) 

daher 

ÜW  =  2J7Q  =  rt  =  2aV2(T  +  Sin<p)  (I) 
Das  gilt  für  jeden  Pnnkt  TT. 

Verbinden  wir  P  mit  t/  und  nennen  die  Verbindungsgerade  r, 
so  ist  r  gleich  und  parallel  NNt\  und  da  iWVj  =»  2.iVQ,  erhalten  wir: 

r  -  2 .  iVQ  —  2a(l  +  Sin  <p)  (II) 

für  jeden  Punkt  P  giltig. 

Führen  wir  in  den  erhaltenen  Gleichungen  (I)  und  (II)  statt  des 
Winkels  q>  einen  anderen  Winkel  6  ein,  so  dass 

so  gehen  dieselben  in  folgende  über: 

rt  «=  2aV2(l  —  Cosö)   oder  rx  =  4a.  Sin  (A) 

und 

ß 

r  —  2a  [1  —  Cos  6]    oder   r  —  4a .  Sin8  ^  (B) 

und  wir  wollen  nun  jede  dieser  beiden  Gleichungen  gesondert  be- 
trachten. 

II. 

r  =  2a[l-Cos0]  (B) 

Legen  wir  dem  Winkel  0  alle  Werte  von  0  bis  n  bei,  so  durch- 
läuft die  Function  cosd  das  ganze  Intervall  von  (+1)  bis  (-—  1), 
und  der  von  ihr  abhängige  Radiusvector  r  nimmt  alle  möglichen 
verschiedenen  Werte  an,  deren  er  anzunehmen  fähig  ist.  Da  ferner 
für  negativ  gezählte  Winkel  ti  die  Function  cosö,  also  auch  r,  dem 
Zeichen  und  Werte  nach  unverändert  bleibt,  so  schliessen  wir  daraus, 
dass  die  Curve  —  welche  durch  die  Gleichung  (B)  repräsentirt  ist, 


168 


Pleyl:  Zur  Kardioide. 


und  die  als  die  Gesammtheit  aller  unmittelbar  auf  einander  folgenden 
Punkte  P  erscheint  —  durch  die  beiderseitig  verlängerte  Gerade  UM 
in  zwei  symmetrische  Hälften  geteilt  wird,  ferner,  dass  sie  eine  ge- 
schlossene Curve  sein  inuss,  weil  r  für  keinen  Wert  von  6  unendlich 
gross  wird.   Es  ist 

r  =  2a(l  —  cosö) 

die  Gleichung  jener  Curve,  bezogen  auf  ein  Polarcoordinaton-System 
mit  dem  Polo  17,  der  beiderseits  verlängerten  Geraden  UM  als  Polar- 
achse und  dem  Winkel  0  —  von  der  Polarachso  an  in  der  Richtung 
des  Pfeiles  positiv  gerechnet  —  als  Polarwinkel  oder  Amplitude. 

Versuchen  wir,  diese  Gleichung  durch  rechtwinklige  Coordinaten 
x  und  y  auszudrücken,  so  ermöglichen  das  die  beiden  bekannten 
Relationen : 

x  =  r.Cos0  (3) 
y  =  r.Sinö  (4) 

Wir  erhalten  nach  Substitution  des  Wertes  von  r  aus  (B): 

*  =  2a(l  —  Cos  0)  Cosö  (5) 
y  =  2a(l- CosÖ)  Sind  (6) 

daraus: 

5 -ctg*, 

daher : 

Quadriren  wir  und  addiren  dann  die  Gleichungen  (5)  ihid  (6), 
so  ergibt  sich  nach  erfolgter  Substitution  des  Wertes  von  cosÖ  ans 
(7)  und  nochmaligem  Quadriren  die  verlangte  Gleichung: 

(*2  +  y2)*  +  4as(**+y2)  -  4a V  (DI) 

bezogen  auf  die  Polarachse  als  Abscissenachse  und  den  Pol  U  als 
Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems. 

Zu  weiteren  Untersuchungen  wollen  wir  uns  jedoch  der  Polar- 
gleichung (B)  bedienen. 

Bekanntlich  geben  die  Dinerentialquotienten  ~,  —  die  aus 
(III)  abgeleitet  werden  könnten  —  in  Polarcoordinaten  die  Ausdrücke: 

dr 

.       -^SinÖ  +  r.Cosö 

d*     dß   —   (8) 


Ä  ~Cos0-r.Sin0 


und 
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dx*  ~~  (dr 


{~e  Cobö  —  r.Sinöy 


(9) 


In  diese  beiden  Gleichungen  sind  die  aus  (B)  folgenden  Werte  der 

dr  d*r 

Differentialquotienten  ^  und       zu  substituiren.   Es  ist 

~  -  2a. Sin  0 

and 

-  2a. COSÖ; 

wir  erhalten  nach  einigen  Reductionen: 

Cosö  — Cos2Ö 

(IV) 


dx     8in20  — SinÖ 
und 

3(1  -  Cosö) 


rfx*~~2a(Sin20-Sinö)3 


(V) 


Für  die  in  Bezug  auf  die  Polarachse  am  höchsten  und  tiefsten 
gelegenen  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Curve  muss 

i  =  °. 

für  die  am  weitesten  rechts  und  links  gelegenen  aber 

—  «=*  QO 

dx 

werden.  Erstcres  tritt  ein,  wenn  der  Zahler  der  rechten  Seite  von 
(IV),  also: 

Cos  6  —  Cos(20)  -  0,  (10) 
letzteres,  wenn  der  Nenner 

Sin20  —  Sind  -=  0  (11) 

wird. 

Die  Gleichung  (10)  gibt  in  der  Schreibweise : 


2Sin»!(3Co8*f-Sin»|)~0 


die  von  einander  verschiedenen  Auflösungen: 

ß 

Sin2  s  =  0,      also      Bx  =  0,  und 


r 
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tg*f  =  3,  also 

2"  ±3        oder       02,3  *=±y 

Dio  Gleichung  (11)  gibt  in  der  Schreibweise: 

8in0(2.Cos0  —  1)  —  0 
dio  von  einander  verschiedenen  Auflösungen: 

Sin0*=O,      also      0,  —  0   und   08  -=  n, 

1  n 
Cos0  —         also      0s,4  —  ±  3  • 

Für  den  Wert  des  Polarwinkels  0  =  0  wird  mithin  der  Zähler 
und  der  Nenner  gleich  der  Null,  und  für  diesen  Wert  erscheint  so- 
nach der  Wert  von  —  in  der  unbestimmten  Form      welche  durch 

das  bekannto  Verfahren  der  Differentiation  sowol  des  Zählers  für 
sich  als  auch  des  Nenners  beseitigt  werden  kann. 

dy     —  Sin0+2Sin20)  0  _ 

dx  ~  2Cos20  — Cos0  |  o=o  1 

Auch  der  zweite  Differential-Quotient  ~  erhält  für  0  —  0  die 

Form  g  und  erst  nach  zweimaliger  Anwendung  des  eben  bezeichneten 
Verfahrens  rcsultirt  der  bestimmte  Wert,  und  zwar 

^  =  Q0 

Da  weiter  für  den  Wert  0  «=■  +  3 


2n 

für  S  f 


-  -       also  negativ, 


</2y  V3 


so  zeigt  die  Curve  in  den  diesen  Werten  cutsprechenden  Punkten 
beziehungsweise  ein  Maximum  und  ein  Minimum. 

Dieses  Alles  im  Verein  mit  dem  früher  allgemein  über  diese 
Curve  Bemerkten  lässt  nun  folgende  tibersichtliche  Zusammen- 
stellung zu. 
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1 

erhält  man 

r  — 

besondere  Punkte,  n.  z. 

0 

VA/ 

0 

Rückkehr minkt  I  Art*  U 

±- 

OD 

die  am  weitesten  links  ge- 
legenen Punkte :  P,  und  P2 

■  • 

Ti 

die  Punkte  P8  und  P4,  de- 
ren Tangenten  mit  der  Po- 
larachse Winkel  von  45° 
einschliessen 



2n 
±  3 

0 

3a 

Maximum  und  Minimum: 
P6  und  P6 

±« 

00 

1  1 

00 

4a 

den  am  weitesten  rechts 
gelegenen  Punkt  P7 

Die  in  Frage  stehende  krumme  Linie  kann  nun  leicht  gezeichnet 
werden.   Sie  ist  die  Herzlinie  oder  Kardioide. 


in. 

Man  kann  den  Ursprung  U  als  Träger  eines  Strahlenbuschels 
betrachten,  dessen  Ebene  die  Curvenebene  ist,  und  dessen  Elemente 
ausser  U  noch  je  zwei  Punkte  mit  der  Herzlinie  gemeinschaftlich 
haben.   Der  Strahl,  der  dem  Polarwinkel 

•-+¥ 

entspricht,  geht  durch  den  höchsten  Curvenpunkt  P6,  enthält  aber 
auch,  da  er  gleichzeitig  dem  Polarwinkel 

e~  3 

entspricht,  einen  der  am  weitesten  links  gelegenen  Punkte,  u.  z.  P2. 

Weil  der  Radiusvector  UPb  =  3a  und  UPt  •=  a  ist,  so  ist  die 
Entfernung  der  zwei  auf  einem  Strahle  gelegenen  Curvenpunkte  P5, 
P„  nämlich 

PtP5  -  4a. 
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Die  in  diesen  zwei  Punkten  an  die  Kardioido  gezogenen  Tan- 
genten sind  beziehungsweise  horizontal  und  vertical,  stehen  daher 
auf  einander  senkrecht. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  dieselben  Verhältnisse  auch  für  jeden  an- 
deren Strahl  des  bezeichneten  Büschels,  resp.  für  die  ausser  dem 
Ursprünge  U  auf  ihm  liegenden  Punkte  der  Herzlinie  —  die  wir  von 
nun  an  kurz  „zusammengehörige  Punkte"  nennen  wollen  —  gelten. 

Der  Abkürzung  wegen  wollen  wir  auch  die  Tangouten  und  Nor- 
malen zweier  zusammengehöriger  Punkte  der  Kardioide  beziehungs- 
weise „zusammengehörige  Tangeuten"  und  „zusammengehörige  Nor- 
malen" nennen. 

Betrachten  wir  nun  allgemein  den  dem  Polarwinkel  0  ent- 
sprechenden Strahl  *.  Derselbo  enthält  die  zusammengehörigen  Punkte 
P  und  £;  es  ist  UP  Radiusvector  der  Kardioide,  daher 

UP=2a(l  —  cos0)  (12) 

Der  ebenfalls  auf  s  liegende  Radiusvector  US  entspricht  einem 
negativen  Polarwinkel  t/>,  wobei 

*  -(«-*), 

daher 

US  -  2a[l-cos(0  —  «)]  =  2a(l  +  cos0)  (13) 

Adddiren  wir  die  Gleichungen  (12)  und  (13),  so  erhalten  wir 
sogleich 

UP+  US=*  SP=>  4a, 

Dadurch  ist  der  erste  Teil  der  Frage  beantwortet. 

Es  bleibt  noch  zu  erörtern  übrig,  ob  auch  die  Tangenten  in 
diesen  auf  dem  beliebig  gewählten  Strahl  *  liegenden  Punkten  P  und 
S  auf  einander  senkrecht  stehen.  Nennen  wir  dieselben  beziehungs- 
weise T  und  Tv 

Der  Winkel  t,  welchen  die  Tangente  T  mit  der  Polarachse  oder 
der  zur  letzteren  parallelen  Geraden  PZ  einschliesst,  ist  bestimmt 

dy 

durch  den  Differential-Quotienten  -g  in  der  Weise,  dass 

dy     Cos  0  —  Cos  20  . 
tgT  —  dx~  Sin  20  -  Sin  d  J 

ebenso  der  Winkel  xu  den  die  Tangente  Tt  mit  der  PZ  bildet,  nur 

dy 

haben  wir  in  dem  Ausdrucke  für  tgr,  —  ~  statt  der  dem  Punkte  P 
entsprechenden  Amplitude  0  die  dem  Punkte  S  zugehörige 
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zu  substituiren.  Also 

rfy  _  Cos(0  —  ?t)  —  Cos(20  —  2rc)        Cos  0  + Cos  20 
****  —  cfe  "~  Sin(20  — 2ft)  —  Sin(0  —  n)  ~     Sin  20  +  Sin  0* 

Sei  der  Winkel,  den  T  und  Tt  mit  einander  eiuschliesseu,  n 
genannt;  dann  ist,  wie  leicht  aus  der  Figur  zu  ersehen  ist, 

daher 

^        Wl       ^        l  +  tg^.tgT 

Nach  Substitution  der  oben  für  tgr  uud  tgr,  gefundenen  Werte 
geht  diese  Gleichung  über  in  folgende: 

Cos  0-f  Cos  20      Cos  0  — Cos  20 
Sin  20 -f  Sin0  +  Sin  20  —  Sin  0 
tg^~       _Cos0-{-Cos20  Cos0  — Cos~20 
1     Sin  20  +  Sin  0  '  Sin  20  —  Sin  0 

Wir  erhalten  nach  entsprechender  Reduction 

2Sin0 

tg^  —  — -  —co, 

d.  h.  der  Winkel  fi  ist  ein  rechter  Winkel,  die  in  Rede  stehenden 
Tangenten  stehen  ebenfalls  aufeinander  senkrecht. 

Dadurch  ist  der  zweite  Teil  obiger  Frage  beantwortet. 

Aus  all  diesem  folgt:  „Jede  durch  den  Rückkehrpuukt  der  Kar- 
„dioide  gehende  Gerade  hat  mit  der  Curve  noch  zwei  Punkte  gemein- 
„schaftlich,  deren  Entfernung  4a  beträgt  und  deren  zugehörige  Tan- 
genten aufeinander  senkrecht  stehen." 

Man  kann  mithin  das  Coordinatensystem  —  Polar-  oder  recht- 
winkliges —  beliebig  in  der  Curvcnebene  wählen,  stets  wird  einem 
Maximum  (oder  Minimum)  der  auf  dieses  System  bezogenen  Kardioidc 
ein  in  Bezug  auf  seine  unmittelbaren  Nachbarpunkte  am  weitesten 
rechts  oder  links  gelegener  Punkt  entsprechen,  der  mit  dem  Maximum 
(oder  Minimum)  auf  einer  durch  den  Rückkehrpunkt  der  Herzlinie 
gebenden  Geraden  liegt 

Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  Polar- 
respective  Abscissenachse  parallel  zur  Tangente  im  Punkte  P1  ange- 
nommen wird.  Dann  ist  der  zu  P-  gehörige  Punkt  U  kein  am  wei- 
testem rechts  oder  links  gelegener  Curvenpunkt,  sondern  mit  P7 
zugleich  ein  Maximum  oder  ein  Minimum. 
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IV. 

Da  je  zwei  zusammengehörige  Tangenten  aufeinander  senkrecht 
stehen,  so  müsseu  es  auch  die  entsprechenden  beideu  Normalen,  und 
bilden  diese  vier  Linien  also  immer  ein  Rechteck,  dessen  Diagonale 
gleich  der  Entfernung  zweier  zusammengehöriger  Punkte  der  Herz- 
linie, mithin  gleich  dem  vierfachen  Radius  des  gegebenen  Kreises  A' 
ist.  Das  Rechteck,  gebildet  von  den  Tangenten  T  und  Tt  und  deu 
zugehörigen  Normalen  Nn  und  NH\  heisse  I  77  777  IV,  und  sind  II 
und  777  zugleich  die  Punkte  der  Kardioide  P  und  S. 

Da  ausserdem  die  Diagonale  des  bezeichneten  Rechtecks  für  jede 
Lage  desselben  eiuo  constante  Länge  4a  besitzt,  so  liegt  die  Frage 
nahe,  in  welcher  Curve  sich  der  Schnittpunkt  zweier  zusammen- 
gehöriger Normalen  —  7  —  und  in  welcher  Bahn  sich  der  Schnitt- 
punkt der  zusammengehörigen  Tangenten  —  IV  —  bewege. 

Die  bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (A)  uud  (B)  benutzte 
Krei8sehnc  war 

ÜR  —  2UN  —  2a.Cosg>, 
oder,  durch  0  ausgedrückt, 

ÜR      2a .  Cos(0  -  90°)  =  2a .  Sin  0  (14) 
Aus  der  Gleichung  der  Kardioide  folgt: 

~=2a.Sin0  (15) 

Weil  aber       die  Länge  der  Subnormalo  vorstellt,  so  sehen  wir, 

dass  obou  bezeichnete  Sehne  177?,  da  sie  gleichzeitig  auf  dem  Radius- 
vector  des  Punktes  P  senkrecht,  selbst  die  Subnormale,  folglich  die 
Gerado  UP  die  Normale  der  Kardioide  im  Punkte  P  bildet. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (15)  statt  0  einen  Winkel  (0  —  180°), 
so  orhalten  wir 

^  2a.  Sin  0  (16) 

Der  Ausdruck  rechtorseits, 

—  2a.  Sin  0, 

stellt  aber,  wie  leicht  einzusehen,  die  Subnormale  des  zu  P  gehörigen 
Punktes  S  dar,  wolcho  Subnormalo  mithin  dieselbe  absolute  Länge 
wie  Uli  besitzt.  Es  ist  demnach  klar,  dass  diese  beiden  Subnormalen 
zusammenfallen,  und  dass  ihr  gemeinschaftlicher  Endpunkt  R  der 
Schnittpunkt  beider  zusammengehöriger  Normalen  2V„,  NM'  ist  Dieser 
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Schnittpunkt  ist  aber  zugleich  der  Eckpunkt  /  des  Rechtecks  III  III  IV, 
und  da  er  stets  auf  der  Peripherie  des  Kreises  K  liegt,  so  erscheint 
diese  Kreislinie  als  die  Gesammtheit  aller  stetig  auf  einander  folgen- 
den Schnittpunkte  je  zweier  zusammengehöriger  Normalen. 

Dadurch  ist  der  eine  Teil  der  letzt  gestellten  Frage  beantwortet. 

Da  der  Winkel  bei  7?,  den  die  Geraden  NH  und  N»  miteinander 
einschliessen,  ein  rechter  ist  und  NH  durch  den  Endpunkt  Q  des 
Durchmessers  QQ,  geht,  so  muss  Nn'  durch  den  zweiten  Endpunkt 
Q,  desselben  gehen. 

Ferner  ist  QQ,  parallel  SP  resp.  parallel  U  III,  daher 
Dreieck  IQtQ  ähnlich  I  U  III. 

Mithin  muss,  da  die  Diagonale  //  III  von  der  zweiten  Diagonale  /  IV 
halbirt  wird,  die  Gerade  /  /Fauch  durch  den  Halbirungspunkt  des 
Durchmessers  QQ,  —  also  durch  den  Kreismittelpunkt  M  —  gehen. 

Weil  endlich 

I  IV  =  //  III —  4a, 
Af/=  a 

ist,  so  ist 

MJV=3a  (17) 

Die  Diagonale  /  IV  geht  also  für  alle  Lagen  des  Rechtecks 
I  II  m  IV  durch  den  Mittelpunkt  M  und  wird  von  demselben  im 
Verhältnisse 

1:3 

geteilt. 

Wir  ziehen  daraus  als  Antwort  auf  den  zweiten  Teil  der  letzt 
gestellten  Frage  den  Schluss: 

„Alle  Schnittpunkte  je  zweier  zusammengehöriger  Tangenten  der 
„Kardioide  liegen  in  ihrer  unmittelbaren  Aufeinanderfolge  auf  der 
„Peripherie  eines  Kreises  Kx,  der  aus  dem  Mittelpunkte  M  mit  dem 
„Radius  3o  beschrieben  wird." 

V. 

Nun  wollen  wir  die  Gleichung  (A)  näher  untersuchen;  sie  lautet: 

UWr-rj  «=4a.Siu|. 

Verlegen  wir  den  Ursprung  des  Polarcoordinaten-Systems  in  den 
mit  U  auf  demselben  Durchmesser  von  K  liegenden  Punkt  Uu  so 
erhalten  wir  mit  Hilfe  des  Camot'schen  Lehrsatzes  den  auf  das  neue 
Coordinatensystem  bezogenen  Radiusvector  Ut  W  oder  r2 : 
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VüU1i  +  r1i  —  2.  UU^r^cosa 

\/^+  16a».  Sin8 1  -  16a*.  cos  m .  Sin  | 

Aus  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  t/J/Q  folgt: 

ß 

Wkl.  a  —  90°—  |,   und  da  Wkl.  ß  —  6,  so  ist 

Wkl.  a  =  90°— 2'    a,so    Cosa  =  Sing- 

Dieser  letztere  Wert  von  Cosa  in  den  Ausdruck  für  r,  eingesetzt, 
gibt: 

r2  —  ±  2a. 

Das  ist  aber  die  Polargleichung  einos  Kreises,  dessen  Radius  gleich 
2a  und  dessen  Mittelpunkt  der  Ursprung  des  Coordinatensystems  ist. 
Dieser  Kreis  K2  ist  mithin  der  geometrische  Ort  aller  unmittelbar 
auf  einander  folgenden  Punkte  W. 

Die  Grundlinie  PW  des  mit  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ÜRQ 
congruenten  Dreiecks  QPW  steht  immer  senkrecht  auf  der  Symme- 
tralo  NNU  also  auch  auf  dem  mit  NNt  stets  parallelen  Radius  r2 
des  Kreises  K2  und  aus  demselben  Grunde  auf  dem  Radiusvector  r 
des  Punkses  P  der  Kardioide. 

P W  ist  mithin  Tangente  des  Kreises  JTS,  und  der  Punkt  P  der 
Fusspunkt  des  zu  PW  stets  normalen  Radiusvcctors  r. 

Daraus  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Kardioide  zugleich  die 
Fusspunktcurve  des  Kreises  K2  —  bezogen  auf  den  Pol  U  —  ist 


VI. 

Die  Ergebnisse  des  IV.  Teiles  vorliegender  Abhandlung  lassen 
sich  noch  weiter  verfolgen.  Aus  der  gegenseitigen  Lage  der  Diago- 
nalen des  Rechtecks  I  II  III  IV  in  den  verschiedenen  Stadien  der 
Kardioiden-Construction  ergibt  sich  unmittelbar  ein  Verfahren,  die 
Herzlinie  mechanisch  zu  construiren. 

Das  Instrument,  welches  dazu  dienen  soll,  zweckentsprechend 
herzustellen,  auf  dass  es  überall,  besonders  in  der  unmittelbaren  Nähe 
des  Rückkehrpunktes  ü,  sowie  der  Punkte  Ps  und  P4,  scharf  und 
sicher  functionire,  bleibt  dem  Mechaniker  überlassen,  und  sind  in 
der  weiteren  Auseinandersetzung  diesbezüglich  nur  einige  Andeutau- 
gen eingeflochten,  um  Hauptmängel  desselben  von  vornherein  hintan 
zu  halten. 
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Da*  Priucip  des  oben  angedeuteten  Verfahrens  soll  im  Nach- 
folgenden wiedergegeben  werden. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Diagonalen  /  IV  und  //  III  durch 
zwei  gleich  lange  Stäbe  aus  irgend  einem  Materiale  —  z.  B.  aus  Holz  — 
repräsentirt.  Der  eine  davon  —  I  IV  —  geht  stets  durch  den  Punkt 
M  and  wird  von  demselben  in  allen  Lagen  im  Verhältnisse  von  1:3 
geteilt  Die  Endpunkte  /  und  IV  beschreiben  mithin,  während  sich 
der  Stab  um  einen  in  M  senkrecht  zur  Zeichenfläche  befestigten  Stift 
dreht,  die  beiden  concentri sehen  Kreise  beziehungsweise  K  und  Kv 

Der  zweite  Stab  //  III  hat  mit  dem  ersten  stets  einen  Punkt  O 
der  Peripherie  des  Kreises  A'  gemeinschaftlich.  Da  in  diesem  Puukte 
beide  Stäbe  halbirt  erscheinen,  so  können  sie  in  diesem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  durch  einen  zur  Zeichenfläche  senkrechten  Stift 
beweglich  verbunden  werden. 

Das  untere  Ende  dieses  Stiftes  wird  —  über  die  Zeichenfläche 
gleitend  —  mit  dem  Punkte  1  gleichzeitig  die  Peripherie  des  Kreises 
Ä  beschreiben. 

Der  zweite  Stab  ///  geht  überdies  immer  durch  den  Urspruug 
l\  wird  aber  vou  demsclbeu  nicht  in  einem  gleichbleibenden  Verhält- 
nisse geteilt.  Im  Gegenteile,  bei  fortgesetzter  Drehung  der  Diagonale 
/  IV  um  den  Punkt  M  rückt  der  Punkt  O  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  K  immer  mehr  nach  rechts  (beziehungsweise  links),  die  End- 
punkte II  und  III  beschreiben  Teile  der  Herzliuie,  und  der  Stab  7/  III 
dreht  sich  dabei  um  den  Punkt  U.  Gleichzeitig  mit  dieser  Drehung 
erfolgt  aber  auch  ein  stetiges  Annähern  (beziehungsweise  Entfernen) 
des  Punktes  //  an  den  Ursprung  U. 

Diese  doppelte  Bewegung  könnte  auf  folgende  Weise  geregelt 
werden. 

(Fig.  2).  Im  Punkte  U  befestige  man  einen  zur  Zeichenfläche 
senkrechten  Stift  und  bringe  in  seinem  oberen  Teile  einen  um  ihu 
leicht  drehbaren  Riug  Ii  an,  dessen  mittlere  Durchschuittsebene  die 
Mittellinie  des  Stiftes  in  sich  enthält. 

Der  Ring  dient  zur  Aufnahme  des  Stabes  II  III,  und  zwar  in 
der  Hälfte  II  O. 

Aber  auch  dadurch,  dass  die  untere  Fläche  eben  bezeichneten 
Stabes,  entlaug  seiner  Mittellinie,  von  //  bis  O  mit  einer  mehr  oder 
weniger  tiefen  Rinne  versehen  wird,  die  das  obere,  glatt  abgerundete 
Ende  des  in  U  tixirten  Stiftes  aufzunehmen  die  Bestimmung  hat, 
würde  ein  Gleiten  dieses  Stabes  über  den  Ursprung  V  hin  bei  gleich- 
zeitiger Drehung  desselben  um  diesen  Punkt  U  ermöglicht. 

Teil  lxvui.  12 
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Dabei  entfällt  der  oben  erwähnte  Ring  R  und  mit  ihm  ein  mehr 
oder  weniger  grosses  Bewegungsbindern iss  für  den  Stab  I  IV%  was 
besonders  für  jene  Lage  der  beiden  Diagonalen  gilt,  in  welcher  der 
Punkt  O  mit  dem  Ursprünge  zusammengefallen  ist. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  Einiges  über  den  Vorgang  bei  der  Be- 
schreibung der  Herzlinie  durch  eben  geschildertes  Instrument  zu  er- 
wähnen übrig.  Das  geschieht  am  einfachsten,  indem  wir  mehrere 
auf  einander  folgende  Positionen  desselben,  die  besondere  Aufmerk- 
samkeit verdienen,  betrachten. 

Nur  in  den  zur  Positiou  II  gehörigen  Figuren  2  und  4  erschei- 
nen die  Stäbe  gezeichnet,  für  alle  übrigen  sind  dieselben  nur  durch 
gerade,  stärker  ausgezogene  Linien  angedeutet. 

(Fig.  3).  Position  I:  die  Anfangsstellung  der  beidon  Stäbe;  dor 
Punkt  O  fallt  mit  dem  Urspruuge  zusammen,  der  Stab  I  IV  mit  der 
Polarachse,  und  der  zweite  steht  auf  ihm  senkrecht  //  und  III  sind 
Punkte  der  Kardioide  und  zwar  die  Punkte  1\  und  1\  (Fig.  1).  — 
Für  diese  und  die  Position  IV  ist  der  in  Fig.  2  und  Fig.  4  ersicht- 
lich gemachte  Ausschnitt  mn  angebracht. 

Nun  lassen  wir  den  Punkt  O  durch  Drehung  des  Stabes  I  IV 
um  den  festen  Punkt  M  auf  der  Peripherie  des  Kreises  K  nach 
rechts  aufwärts  fortrücken  und  gelangen  in  die  Position  II,  in  welcher 
die  Stäbe  einen  spitzen  Winkel  einschliesseu.   (Fig.  4). 

Von  hier  aus  rückt  O  weiter  auf  A'  nach  rechts,  der  von  den 
Stäben  eingeschlossene  Winkel  wird  immer  kleiner  und  endlich  gleich 
Null  in  der 

Position  III  (Fig.  5),  wenn  O  mit  L\  zusammengefallen  ist.  Die 
beiden  Stäbe  liegen  genau  übereinander,  der  Punkt  II  ist  mit  U% 
III  mit  I\  zusammengefallen. 

Die  Drehung  des  Stabes  /  IV  fortgesetzt,  geht  0  auf  die  untere 
Hälfte  der  Kreislinie  K  über  und  gelangt  endlich  nach  einer  Ge- 
sammtdrehung  von  360°  wieder  nach  17,  womit  die  letzte,  die 

Position  IV  (Fig.  6)  erreicht  ist.  Dieselbe  unterscheidet  sich 
von  Position  I  dadurch ,  dass  die  Endpunkte  des  Stabes  II  III  ihre 
Plätze  gewechselt  haben. 

Damit  ist  aber  auch  die  ganze  Kardioide  beschrieben,  u.  z.  der 
Teil  von  Ps  aus  durch  den  Endpunkt  £27,  —  der  übrige  Teil 

P4UP3  von  P4  aus  gleichzeitig  durch  den  Endpunkt  II. 

Der  Punkt  IV  hat  dabei  die  Kreislinie  A,,  die  Punkte  O  und  I 
haben  gleichzeitig  die  Kreislinie  A'  beschrieben. 


Digitized  by 


Pleyl:  Zur  KardiuiJe. 


179 


Bei  näherer  Betrachtung  der  Lageuverhältnisse  in  Position  III 
gelangt  mau  schliesslich  noch  zu  einigen  Bemerkungen. 

Der  Stab  II  III  wird  zweckmässig  über  dem  Stabe  /  IV  au- 
gebracht werden  müssen,  damit  der  im  Punkte  M  uormal  zur  Zeichen- 
flache  fixirte  Stift  ein  Weiterbewegen  dieses  erstgenannten  Stabes 
nicht  verhindere.  Ferner  müsste  /  IV  entweder  etwas  kürzer  als 
//  ZU  oder  vielleicht  mit  mehr  oder  weniger  laugen,  zurückstellbareu 
Endteilen  versehen  sein;  denn  unter  der  Annahme,  dass  die  End- 
punkte der  Stabe  mit  Zeitheustiften  versehen  sind  —  siehe  Fig.  2  — 
würden  sich  diese  Stifte  beim  Passiren  der  Position  III  gegenseitig 
im  Wege  stehen. 

In  Fig.  5  sind  diese  zurückstellbaren  Endteile  durch  die  uuter 
den  Winkeln  «  und  ß  gegeu  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  bei- 
deo  Stäbe,  UP-t,  geneigten  Strecken  x/,  ylV  augedeutet. 

Zum  Schlüsse  sei  uochmals  die  Bemerkuug  wiederholt,  dass  im 
Vorausgegaugenen  nur  das  Priucip  des  Verfahrens  zur  mechanischen 
Constructiou  der  Kardioide  gegebeu  sein  soll,  wähieud  die  bezüglich 
der  Herstellung  eines  dazu  passenden  Instrumentes  eingestreuten  Be- 
merkungen keineswegs  als  unbedingt  zweckentsprechend  zu  betrachten 
seien. 


12* 


180        Rychlicki:  Ein  Beitrag  zum  Rationalmachen  einer  Summe 


XIV. 

Ein  Beitrag  zum  Rationalmachen  einer  Summe 

von  2*  ten  Wurzeln. 

Von 

Herrn  Stanislaus  Rychlicki 

aus  Schncidemühl. 


Man  ist  in  Bezug  auf  das  vorliegende  Problem,  eine  Summe  von 
n  Wurzeigrössen,  dercu  Wurzelexponent  die  Form  2«  hat,  rational 
zu  machen,  fast  allgemein  der  Ansicht,  dass  höchstens  die  Summe 
von  4  Quadratwurzeln1)  rational  gemacht  werden  kann. 

Bei  höheren  Wurzelexponenten  mtisste  demnach  die  Anzahl  der 
Summanden  noch  erheblich  reducirt  werden,  um  das  Rationalmachen 
ausführen  zu  können.  Diese,  wie  sich  im  Laufe  dieser  Arbeit  zeigen 
wird,  durchweg  irrtümliche  Meinung  beruht  darauf,  dass  sich  beim 
Rationalmachen  eines  Ausdruckes  von  5  Quadratwurzeln: 

die  Anzahl  der  Wurzeln  durch  das  wiederholte  Quadriren  nicht  nur 
nicht  mindert,  sondern  sogar  vorgrössert  Denn  schreibt  man  die 
vorstehende  Function  der  Grössen  o.  a,  c,  rf,  e  in  der  für  das  Ra- 
tionalmachen geeignetsten  Form: 


I)  Ich  werde  im  Laufe  der  Arbeit  oft  „Quadratwurzel"  statt  „Wunel- 
grösse  mit  dem  Exponenten  2U  schreiben. 
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and  quadrirt  dieselbe,  so  erhält  man  4  Warzeigrössen  und  einen 
rationalen  Terra,  d.  h.  zusammen  fünf  Glieder.  Schafft  man  nun  die 
vier  Wurzeigrössen  auf  die  eine,  den  rationalen  Terra  dagegen  auf 
die  andere  Seite  und  quadrirt,  so  erhält  man  sieben  Glieder,  d.  h. 
sechs  neue  Wurzeigrössen  und  einen  rationalen  Term,  d  h.  die  Zahl 
der  auftretenden  Wurzeigrössen  wird  immer  grösser.  Der  erste  meines 
Wissens1,  der  zwar  sich  nicht  direct  darüber  ausgesprochen  hat,  ob 
ein  Ausdruck  von  der  Form: 

2«      2«      2«  n  2? 

Va+y&+yc+ ...  =  £yai  =  o 

rational  gemacht  werden  kann,  doch  einen  ebenso  eigenen,  wie  eigen- 
tümlichen Weg  hierfür  angegeben  hat,  war  Schlömilch  in  seiner  alge- 
braischen Analysis  p.  412.  et  seq.   Seine  Methode  beruht  auf  den 

M 

Eigenschaften  der  n  verschiedenen  Wurzeln  von  yi.  Da  dieselbe 
wohl  nicht  allgemein  genug  bekannt  ist,  so  werde  ich  mich  derselben 
zur  Prüfung  der  Resultate  bei  drei  verschiedenen  Fällen  bedienen. 

§  1. 

Es  sei  vorgelegt: 

i.  ya+yj  =  o, 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  eine  Wurzelgrösse  auf  die  andere  Seite 
transponiren  und  quadriren,  die  Gleichung: 

a  =  b   oder   a  —  b  •=  0. 

Dasselbe  Resultat  liefert  uns : 

n.  y«-y*  =  o, 

mithin  muss  auch  das  Product  beider  zum  Ziele  fuhren.  Bilden  wir 
nun  dieses  Product,  so  folgt: 

L    H.    -  Wa+i/b)Wa—  y&)  -  a— b  -  0, 

d.  h.  dasselbe  Resultat  wie  oben.  Dieses  ±1,  wodurch  sich  die 
Wurzelgrösse  y&  in  I.  und  II.  unterscheidet,  sind  gerade  die  Wur- 
zeln von  yi,  worauf  eben  die  Methode  von  Schlömilch  beruht. 

Wir  haben  also  folgenden  Satz:  Macht  man  die  algebraische 
Summe  von  zwei  Quadratwurzeln  rational,  so  erhält  man  als  Resultat 
eine  Function  ersten  Grades  in  den  Radicanden. 
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§  2. 

Ist  jetzt  die  Summe  von  drei  Wurzeigrössen  gegeben: 

III.    Va4-yÄ+Vc  =  0 

und  substituiren  wir  in  III.  y&+Vc  =  -\fbly  so  geht  der  Ausdruck 
über  in: 

welcher  nach  §  1.  rational  gemacht, 

a  —  bj  mm  0 

liefert;  hieraus  ist  wegen  der  vorstehenden  Substitution: 
a  =  bt  -  (y^-f  yc)*  =  b  +  c  +  2ybc, 

mithin : 

ibc  -  \fx 

und 

(3)   bc  =  i/,», 

wenn 

/,  =  a  —  b—c 

gesetzt  wird. 

Für  c  =  0  erhalten  wir: 

0=  (a— d.  h.    0  «=  o  —  £, 

also  die  Bestätigung  des  §  1. 

Um  sich  dagegen  zu  überzeugen,  dass  (3)  das  gesuchte  Resultat 
ist,  substituiren  a  =  £,  dann  geht  III.  Über  in: 

2y«  =  —  y<?   oder   4a  =  c 

und  (3)  in: 

ac  =  {c2 

d.  h.  beide  Resultate  sind  identisch. 

Die  letzten  Resultate  brauchen  aber  nicht  identisch  zu  sein,  es 
genügt  nämlich  vollständig,  wenn  gezeigt  wird,  dass  die  Wurzeln  des 
einen  den  anderen  befriedigen,  d.  h.  dass  beide  einen  gemeinschaft- 
lichen Teiler  haben. 

Da  nun  im  Resultat  y$,  im  Quadrate  vorkommt,  so  könnte  auch 
ursprünglich  —  (V^  +  y c)  =  ya,  gegeben  worden  sein,  d.h.  es 
könnten  in  III.  zwei  Wurzeigrössen  negativ  sein  und  der  Ausdruck 
würde  doch  dasselbe  Resultat  liefern.  Es  kann  aber  auch  nur  eine 
Wurzel  negativ  sein  ohne  das  Resultat  zu  stören,  denn  durch  Multi- 
plication  mit  —1  erhalten  wir  den  so  eben   besprochenen  Fall. 
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Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  das  Resultat  immer  dasselbe  bleibt, 
welches  Vorzeichen  auch  immer  die  Wurzeln  haben.  Ausser 

ya— y&+y<?  —  o 
ya-\~yb  —  yc  =  o 
— ya+y&+yc  =  o, 


mithin  auch  das  Product: 

III.   III'.   III".   III*.  =0. 
Bildet  man  dasselbe,  so  folgt: 

o= ( y  a+y  c— y  *x  y  «+y  b— y  cx  y  h- V  <?— y  ax  y  *+y  a+y  c> 
o»(a— [yc-y6]2)([y^+yc]8— a) 

0=(a — c—b+2^bc){b+c—a+2}/bc) 
oder: 

0=4äc — (6+c—  a)*, 
oder: 

0=4^— (a— c)8, 

mithin  dasselbe  Resultat  wie  oben. 

Dieses  Resultat  können  wir  noch  durch  eine  andero  Methode  er- 
langen.   Quadriren  wir  nämlich  HL,  so  folgt: 

a+b+c+2(Vab  +  Vw;+  ibi)  —  0, 
oder  da  ans  III. 

ya+yc  ya  ist, 

a+ft+c+2(yo(y6+yc)+ Väc)  =■  o 

a+b+c+2(—a  +  Vbi)  -  0, 

mithin: 

-  J/i   oder  fc?  -  i/,8. 

Dieses  Resultat  erhielten  wir,  indem  wir  die  schon  gegebene 
Gleichung  noch  einmal  als  Substitution  benutzten;  es  könnte  also 
scheinen,  dass  das  so  erlangte  Resultat  eine  Identität  ist,  was  ja 
in  jedem  anderen  Falle  bewiesen  werden  muss.  Hier  ist  dieser  Be- 
weis unnötig,  weil  das  Gegenteil  einleuchtend  ist. 

Wir  erwähnen  noch,  dass  die  Function  (3)  in  folgenden  3  Dop- 
pel-Formen geschrieben  werden  kann: 
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0  —  4bc  —  (±a+  b  +  c)* 
0  =  \ab  —  i  +  c^b  +  a)* 

weil  sie  identisch  sind  mit: 

0  =  2(ab  +  bc+ca)  —  (a2-f-$2+c2). 

Aas  den  bisherigen  Betrachtungen  folgt  der  Satz: 

Macht  man  die  algebraische  Summe  von  drei  Wurzel- 
grössen  rational,  so  erhält  man  als  Resultat  eiue  homogene 
Function  zweiten  Grades  iu  den  Radicanden,  die  also  nnr 
die  Quadrate  und  die  Producte  zu  je  zweien  derselben  ent- 
hält. 

§  3. 

Es  soll  nun  die  Summe  von  vier  Wurzelgrösseu  rational  ge- 
macht werden.   Es  sei  also  vorgelegt: 

iv.  ya+v&+yc+yj  =  o. 

Setzen  wir  hier  y<?-|-yrf=*  y  cx  und  substituiren  diesen  Wert 
in  IV.,  so  geht  dies  über  in: 

y«+y*+yCl  -o, 

was  nach  §  2.  rational  gemacht: 

0  =  4ab  —  (cj  —  a  —  &)2 

liefert.   Mithin  ist: 

2Yab  =  cx—a  —  b  =  c  +  d  —  a  —  b  +  2Ycd 

oder: 

Yab  —  icd—  \{c  +  d  —  b  —  a)  —  0. 

Diese  Functionen  können  wir  als  eine  Summe  von  drei  Wurzei- 
grössen betrachten,  die  also  nach  dem  vorhergehenden  §  rational 
gemacht  in  folgende  Function  tibergeht: 

0  =  iabcd-\i(c+d  —  b  —  a)2— ab  —  cd]2 

oder: 

0  =  teabcd  —  \(c  +  d  —  b  —  a)2  —  ±(ab  +  cd)\2. 
Für  d  =  0  erhalten  wir: 

0  =  —{(c  —  b  —  ay  —  Aab]* 

oder: 

0  =  4ab—  (c-$-a)2, 

also  wie  in  §  2. 
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Schon  aus  der  Substitution  Y  ci  =  y<r+y<J  ergibt  sich,  dass 
Analoges  hier  über  die  Vorzeichen  gilt,  was  in  §  1.  und  2.  darüber 
ausgesagt  wurde.   Ausser  IV.  befriedigen  also  unser  Resultat 

rr.  Ya-vb+Yc+Vd^o 

IV".     ya+yb  —  yc+Yd>=0 

IV*".     ya+Yb  +  Yc—Ya  -  0. 

Bütten  wir  analog  wie  oben  das  Product  dieser  4  Functionen,  so  er- 
gibt sich: 

0=(ySc+Vd+Vb-Va){Vc+Vd-Vb+Va){Va+Vb-Vc+Vd) 

(Va+Vb+Vc-Vd) 

0—J(V«+Vrf)Ä-(V'*-V'fl)f}.|(Va+V4),--(Vrf-V«)Ä| 
0=  { c-\-d—b—a-{-2{Yctl-\-  *tfdb )J .{  a+b— c-d+2(Ycd+  Vab)  | 
z=A{cd+ab-\-2Yäbcd)—(o-\-d— b—a)*. 

Hieraus  ist: 

SYabcTl  —  (c+d-a-J)!-4M+fli), 

mithin: 

Uabcd  —  {(c  +  d— a—  &)«-4(cc*+a6)l2 
d.  h.  wie  oben. 

Analoges  Resultat  erhalten  wir  mit  Hilfe  unserer  zweiten  Me- 
thode.   Aus  IV.  folgt  nämlich: 

Va+Vb+Vc  Vd\ 

dies  quadrirt  gibt: 

a  +  b  +  c+2(Yri+Ybc+Väc)  = 
oder:  _       _  _ 

Yab+Ybc  +  Yac-if» 

wenn 

fx  =  d—a—b  —  c 

gesetzt  wird.  Erhebt  man  die  letzte  Gleichung  in's  Quadrat,  so  er- 
gibt sich:       

ab+bc-{-ca+2(Yabic+Ya*bc+Vabc*)  —  J/is, 

woraus:   

Vabc\  Va  +  Vb+Vc\  =  Mft*-  fa 

wenn 

f%  —  ai  +  Ä<?  +  co 

ist.     Nun  ist  aus  IV.: 

Va+Vb+Vc  —  —  Vrf. 
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Substituten  wir  diesen  Wert  hinein,  so  erhalten  wir: 
mithin: 

abcd  -  M/,1-/!}* 

oder: 

(4)    teabcd  =*\(<l—a  —  b  —  c)*  —  Mab+bc+ca)}*, 

ein  Resultat,  welches  identisch  ist  mit  dem  ersten.  Auch  hier  haben 
wir  eine  schon  vorgelegte  Gleichung  zur  Elimination  von  Wurzeln 
benutzt,  es  könnte  somit  erscheinen,  dass  das  Resultat  (4)  eine 
Identität  wird.  Es  ist  aber  nicht,  weil  es  nur  eine  Umformung  des 
ersten  Resultats  ist.  Doch  wir  können  leicht  auch  das  Gegenteil 
beweisen.  Würde  die  Function  (4)  eine  Identität,  dann  müssten  sich 
alle  Glieder  zerstören,  welche  Werte  auch  immer  die  Grössen  o,  b, 

c,  d  annehmen.  Setzen  wir  also  o  =»  b  =  c  —  0,  so  müsstc  0  «=  rf* 
sein,  was  unmöglich. 

Wir  wollen  noch  beweisen,  das  (4)  wirklich  das  gesuchte  Re- 
sultat ist.  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  a  —  b  =  c,  dann  geht 
IV.  über  in : 

3Va  —  —  Vd,   d.  h.    9a  —  d. 
Das  rationale  Resultat  dagegen  wird: 

64a3d— ((d  —  3a)2—  4.3a2|2  -  0 

oder: 

64a3d  —  jd2  —  6ad  —  3a2 1 8  —  0 

d.  h. 

d*— 12arf3+30a2d2—  28a3d+9a4  =  0  =  (9a— d)  |  a3-3a2d+3ad*— d3|. 

Beide  Resultate  haben  also  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  vom 
ersten  Grade,  d.  h.  eine  Wurzel  gemeinschaftlich.  Das  eine  Resultat 
befriedigt  demnach  das  andere,  mithin  ist  es  das  verlangte. 

Wir  können  dieses  Resultat  in  folgenden  7  Doppelformen  schreiben : 


0  = 

teabcd—  | 

(±c±rfT«T*)2 

-4(ed  +  aÄ)|2 

0  = 

Q^abcd  —  j 

(±c±bT«Td)'- 

-4(&c+od)J2 

0  - 

§4abcd  —  \ 

(±c±<*Tt>T<i)i- 

—  4(ac  +  bd)\* 

0  = 

Uabcd  — 

—  4(ab  +  bc+ca)\* 

0  - 

teabcd  - 

-4(aÄ+M+da)}2 

0  = 

64adcd  — 

[(±*T«  +  eT<*)2 

—  4(ac-f-£d-f-da)  jl 

0  = 

64a6cd — 

\(±a~b + 

—  4(6c+M  +  dc))2, 

weil  ja  alle  diese  Formen  identisch  sind  mit: 
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0  =  Uabcd  —  {a  8+  i8  +  c8  +  r/8  —  2(ab  -f-  be + ca  +  od  +  <tt  +  dc)\ 8 
oder  ausgeschrieben: 

0  =  a*-f  +  rf*  -f-  6(a8ä8+ 6  V + c8a8  +  a*rf«  +       +  d8*8) 

—  4(a3c+  G3Ä+a3<i+i3a  +  Ä3c+£3rf+  c3a  +  c3*  +  c3rf 
+  rt3a  +  rf36  +  </3c) 

+  4(a*bc -f a8W+;a*crf+ Ä8ac  +  b  W+  *  W + c8<ri  +  e*«i-f«Ai& 
+  r/8^  +  d*ac  +  d8^  -  40abcd. 

Hieraus  scbliessen  wir  folgenden  Satz: 

Macht  man  die  algebraische  Summe  von  4  Wurzelgrösscn 
rational,  so  erhält  man  als  Resultat  eine  homogene  Func- 
tion 4ten  Grades  in  den  Radio  anden. 


S4. 

schreiten  nun  an  die  Summe  von  5  Wurzeigrössen: 

V.    Va  +  Vb+  Vc  +  Vd+  Ve  =  0. 

Substituiren  wir  Vd-\-Vc  ==  W^,  so  erhalten  wir  eine  Summe  von 
4  Wurzeln,  die  nach  §  3.  rational  gemacht  folgenden  Wert  liefert: 

0  =  teabcdl—{(c  +  d1— a  —  i)8  —  4(oA  +  crf1)|8 

Ersetzen  wir  darin  dt  durch  seinen  Wert,  so  folgt: 

0  -  §iabe{d + e  +  2  V  de) 

~teal>c(d  +  c+2Yde) 

-  { 4V  de  [c + d + e  —  a  —  b  —  2c] 

-f  a  —  b)*+4[de  —  ab  —  cd  —  c«])8. 

Oder: 

0  =  Uabe{d  +  e-2Yde) 
— |16de[rf-f-c —  a  —  b — c]8 
+  [(c  +  d+e  —  a—b)i-\-4(de  —  ab  —  cd  —  ce']* 

+  8  Yde[d+ e -a-b-c][(c+d+c-  a-b)*+4(de-ab-cd-rU)-)\ 
Mithin : 

^{[d+e—a-b-cJic+d+e-a-b^+Mde-ab-cd— ce)]-lfiabc\ 

-  -  jl6ffe[f/+c— «  —6  -cy+[(c+d+e-a—b)*+4(<le-ab—cd-ce)¥ 
-Uabc{d-\-e)\ ; 
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folglich  erhält  man  durch  Quadriren: 

S4<le \[d-\-e—a—b—c][(c-\-<l+c —a—b)'i-\A{de—ab—cd—ce]  —  I6abc]  * 
=  {16tfe[c/+«— a-b-cy+[(c+d+e—a—b)*+i(de— ab—cej] 
-Siabc(d+e)\* 

als  Resultat  des  Rationalmachens  von  V. 
Setzt  man  hier  e  «*»  0,  so  ergibt  sich : 

0  =  {(c  +  d-b  —  a)2  —  ±{ab+cd)\*  —  Mabcd 

also  dasselbe  Resultat  wie  im  §  3.  und  zugleich  eine  Prüfung  des 
Ausdruckes  auf  die  Richtigkeit,  welches  die  Radicanden  im  8.  Grade 
enthält. 

Dasselbe  Resultat  nur  in  anderer  Form  erhalten  wir  durch  un- 
sere zweite  Methode.   Aus  V.  folgt  nämlich: 

Va  +  Vb+Vc+Vd      —  Ve. 

Quadrirt  man  diese  Gleichung  und  transponirt  dann  die  rationalen 
Glieder,  so  erhält  man: 

wo 

ft  =  e  —  a  —  b  —  c  —  d 
ist.   Verfährt  man  mit  dieser  Gleichung  analog,  so  folgt: 
a(Ybc+Ybd+Y<rf) 

+b(Yü+Yüi+Vdc) 

+  cYäb  +  Yäd  +Ybd) 

+d{Yü+Yri+Yw+3Y^d  =  KiA2— /•,), 

wenn 

f%  =  ab+bc-\-  cd +da+ac-\-bd 

gesetzt  wird. 

Macht  man  nun  dieselbe  Operation  an  der  vorliegenden  Glei- 
chung, so  erhält  man,  nachdem  die  Glieder  zusammengezogen  werden: 

A  +  Gabcd+  2  Y~äbül  [ab+bc+cd+  da+  ac+bdi]  =  i  { JCJ/i1  —  Z^)*— /J 
wo 

fA  -=  aHbc+bd+cd)+b\ad+ac  +  dc)  +  c\bd+ad+ab) 
+  d*(ac  +  ab  +  bc)  +  Qabcd 

und 
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IV  cd  [a*b + babd  -f  babc  +  b*a -f aed  -f  cM] 
+  V  W  [a*c  +  5a&?  +  5acd+ c*a  +  abd+ bdc] 
+  y^?[^+5a*c  +56cc/+<^+  aM  + 
+  y  ^  [>*a* + 5a  W + bbcd  +  d*b  +  aoe  +  aed] 
+  y  5  [M  +  baed + hbcd + cd*  +  abd + aÄc] 
+  ibc  [a*d + 5acd+ babd +  tPa+abc+ bcd\ 

Analog  wie  bei  §  2.  und  §  3.  handelt  es  sich  auch  hier  darum ,  die 
linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  so  zusammenzuziehen,  dass 

sie  nur  eine  Wurzelgrösse  enthält,  und  zwar  Yabc~d,  weil  diese  sich 
schon  dort  befindet. 

Das  System  A  lässt  sich  nun  zerlegen  in: 

A  =>  B  +  (abc  +  acd-\-  abd  +  ebd) 

XiYcd  +  YM  +  Yad  +  YÜ  +  yah+Vbi), 
WO 

iabYcd (a+ ic+ 4d+  b)  -f  ac  Ybd(a  +  4o + 4d-f c) 
+  bcY<ä(4a+b+c+4d)  +  bdY<*c(ia+b  +  4e  +  d) 
+  dcYab  (la+4b  +  c  +  d)  +  daYbc(a  +  U>  +  tc  +  d). 

Das  System  B  dagegen  lässt  sich  zerlegen  in: 

b  ya^[a+H-c+<ocy^y^y^+y^+y^+y^]+c' 

und 

c~  3y^(o[ys+yö+yc?i+i[yää+yäö+ycJi 

+  ([Ybd  +  y  ad + Yba]  +  +  Y  öb  +  y  &<?])  ■ 

Demnach  wird: 

^  -/.(Vs+yw+ysd+ys+yü+ys) 
+y  äbcd[a + b + c + djy  öä + y  bc + Ycd + y  dä + y  Yd + y  5] 
+3yÄ{a[y^+ y^+yco-j + 6[yad +Y^+Yc~i] 

•\-c[Ybd + Yad + Yba]  +  d[V  ac     Y  ab  +  y  bc] } 

-  i/»  •  f%  +  jy  55|> + * + e + «0  •  /i  +  §y  Ä(iA2  -/J 

indem  wir  statt  der  verschiedenen  Summen  der  Wurzeln  die  soeben 
berechneten  Werte  eingesetzt  und 

/3  —  abc-{-abd-\-aC€l-]-cbd 
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gesetzt  haben.  Mit  Hilfe  dieser  Transformation  geht  unser  bisheriges 
Resultat  über  in: 

Zieht  man  die  Glieder  zusammen,  so  folgt: 

=  Hitt  fi*  -fi)2  -  fi]  ~  ifi  ■  f\  + 
mithin  resultirt  durch  Quadriren: 

abcd\lf1(a+b  +  c  +  d)  +  i(if1*  —  fi)  +  2fi\* 

ein  ratioualer  Ausdruck  vom  achten  Grade. 

Dies  eiufache  Resultat  erhielten  wir,  indem  wir  zunächst  3 mal 
hinter  einander  quadrirten,  dann  zur  Eliminatiou  der  auftretenden 
Summen  von  Wurzclgrösseu  die  in  derselben  Rechnung  vermittelten 
Werte  anwandten  und  daun  zum  vierten  Male  iu's  Quadrat  erhoben. 
Es  könnte  also  leicht  scheinen,  dass  das  letzte  Resultat  eine  voll- 
kommen identische  Relation  ist,  in  der  sich  ohne  weiteres  alle 
Glieder  zerstören.  Wir  beweisen,  dass  dieser  Ausdruck  keine  Iden- 
tität in  diesem  Sinne  ist.  Denn  identisch  sind  so  zu  sagen  alle  diese 
Resultate,  die  wir  bis  jetzt  ermittelten,  aber  nur  für  solche  Werte 
von  o,  i,  .  .  .  ,  die  den  Gleichungen  I.,  II.,  III.,  .  .  .  genügen.  Für 
andere  Werte  sind  sie  es  nicht!  Sollte  also  das  letzte  Resultat  eine 
Identität  sein,  so  mttssten  sich  die  Glieder  zerstören  für  jede  noch 
so  beliebige  Werte  von  a,  b,  c,  also  auch  für  a=*b  =  c  =  d=*se. 
Substituiren  wir  diese  Werte  in  unser  Resultat,  so  wird,  wenn  wir 
zunächst  die  Grösse  e  nicht  =  a  setzen ,  fi  =  e  —  4a,  =  6a*, 
f3  =  4as,  fi  =•  21a4,  und  unser  Resultat  wird  demnach : 

a*  ( i(e  —  4a) .  4a  + f  [i(e  -  4a)51  -  6a*]  -f  1 2a* } 

=  4[üi(e-  4a)2-  6a*|*-  21a4]  -  |a3(a  -  4a)  +  3a4 

Setzen  wir  noch  e  =  a,  so  müssto 
d.  h.  es  müsste 

3  =  1tV-277   oder   12  =  277 
sein,  was  nicht  möglich. 
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Es  bleibt  ans  noch  zu  beweisen,  dass  dieser  Ausdruck  auch  die 
verlangte  Eigenschaft  besitzt.  Wir  beweisen  dies  dadurch,  dass  wir 
zeigen,  die  Gleichung  V.  habe  mit  unserem  Resultat  eine  Wurzel 
gemeinschaftlich. 

Der  Einfachheit  setzeu  wir  a  =  &  =  c  —  d,  e  e,  dann  erhalten 
wir  aus  V.: 

16a  =>  «, 

das  Resultat  dagegen  geht  gerade  in  die  vorstehende  Gleichung 
über. 

Setzen  wir  darin  e  =  16a,  so  erhalten  wir: 

fl*{2.12  +  |(1.12«— 6)  +  12}-^[J(i.l2i— 6)»  — 21]  — J.4.12+3 
oder: 

a* 

a4{24-|-45-f  12}=  2  .162  =  a4.81,    q.  e.  d. 

Schliesslich  müssen  wir  noch  zeigen,  dass  unser  Resultat  eine 
homogene  Function  der  Grüssen  a,  ...  ist.  Zu  diesem  Substi- 
tuten wir 

a  =  pa1 
b  =  f&, 
c  =  pc, 
d  —  gdl 

dann  lässt  sich  auf  beiden  Seiten  der  Factor  p8  herausziehen,  woraus 
folgt,  dass  dies  eine  homogene  Function  ist. 

Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Macht  man  die  algebraische  Summo  von  5  Quadratwurzeln 
rational,  so  erhält  man  als  rationales  Resultat  eine  Func- 
tion, die  homogen  ist  und  die  Radicanden  im  8tcn  Grade 
enthält. 

§.  5. 

Hiermit  wäre  nachgewiesen,  dass  die  Summe  von  5  Wurzei- 
grössen rational  gemacht  werden  kann.  Dasselbe  gilt  aber  unbedingt 
von  jeder  höhereu  Anzahl  vou  Wurzeln.  Denn  sind  zunächst  6  Wurzei- 
grössen gegeben,  so  bringen  wir  diese  Anzahl  durch  die  oben  er- 
wähnte Substitution  auf  5-,  das  rationale  Resultat  dieser  5  Wurzei- 
grössen wird  aber  nur  eine  Quadratwurzel  enthalten  und  wird  selbst 
vom  8ten  Grade  sein.    Transponirt  man  nun  diese  Quadratwurzel 
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auf  die  linke  Seite  und  erhebt  in's  Quadrat,  so  erhält  man  als  ratio- 
nales Resultat  eine  homogene  Function  der  6  Radicanden  vom  16ten 
Grade. 

Indem  wir  analog  fortfahreu,  können  wir  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Die  Summe  von  n  Quadratwurzeln       +  Va^  +  . . .  +  V«*  =  0 

lässt  'sich  rational  machen  und  liefert  als  Resultat  eiue  homogene 

Function  der  Radicanden  ^  .  .  .  aH  vom  Grade  2"-*.    Setzen  wir 

der  Einfachheit  wegen  m  =  2"-2,  so  wird  die  ganzo  Anzahl  der 

.  n  .(*+ 1)  (n-\-  2)  ...  (n  +  m  — 1)       .  _ 

Glieder  —  !  —  —   und  die  Funcüon  selbst 

m  l 

wird  folgende  Form  haben: 

m  m 

0  =  £aP+At2aJ—iak  +  A9£At— *<**  +  .. .  +  Am2ai r*ak* 

2 

w  m—2 

2 

+  C's  Zatm-Z  akaiap-\-  ...  etc. 

D.  h.  wir  erhalten  die  einzelnen  Glieder,  indem  wir  die  «  Elemente 
rtj^a  ...  ap  zur  mten  Classe  mit  Wiederholungen  combiniren;  die 
gleichartigen  Glieder  werden  dann  als  Summanden  zusammen  ge- 
schrieben und  davor  ein  Coefficient  gesetzt,  z.  B. 

AJZaim~1ak. 

Die  Anzahl  der  Coefficienten  stimmt  vollständig  übereiu  mit  der 
Auzahl  der  verschiedenen  Coefficienten,  die  in 

(ai"\"ai~\~  •  •  •  a«)m       Sa^-j-mSaf*-1  ak-)~  •  .  • 
enthalten  ist,  wio  ja  die  Gestalt  der  beiden  Functionen  zeigt. 

Was  nun  die  Bestimmung  dieser  Coefficienten  angeht,  so  lassen 
sich  die  Coefficienten  At ...  Am  ohne  weiteres  bestimmen.    Setzt  mau 

2 

nämlich  a3  —  o4  =  .  .  .  =  a»  —  0,  so  bleibt  nur  eine  homogeue 
Function  m  ten  Grades  in  und  «2.  Dies  Resultat  aber  muss  über- 
einstimmen mit  dem  von  V^  +  Vo*  —  0,  d.  h.  mit  at  —  at  =  0;  es 
ist  also  gleich  der  mten  Potenz  von  (a,—  a2),  mithin  sind  Ax  ...Am 
die  Binominalcoefficienten  von  (Ä,— %)"»,  was  ja  mit  dem  früheren 
übereinstimmt 

Die  zweite  Reihe  in  B%  lässt  sich  bestimmen  durch  die  Substitu- 
tion a4  =  a5  =  ...  =  an  =  0,  das  zugehörige  Resultat  dieser  Sub- 
stitution muss  dann  übereinstimmen  mit 
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{a^+V+aa2  — 2(a1a2  +  a8fl3  +  a3a1)}a, 
woraus  sich  dann  die  Werte  der  Coefficienten  ergeben. 

Diese  Methode  der  Bestimmung  der  Coefficienten  ist  insofern 
nicht  praktisch,  weil  durch  ähnliche  Substitutionen  viele  Coefficienten 
verschwinden.  Wir  können  also  folgende  Methode  vorschlagen;  sub- 
stituirt  man: 

«i  =  «i «2  =  a3  —  a4  =  ...  aM  , 

dann  bleiben  alle  Coefficienten  erhalten,  und  dieser  Ausdruck  muss 
ideutisch  sein  mit 

Dann  setzen  wir 

Oj  =  a2,    «3  ■=»      =  .  .  .  aM 

mithin  muss  das  Resultat  übereinstimmen  mit: 

{4a,  —  (n  —  2)2a3|«  —  0  etc. 

Durch  diese  und  ähnliche  Substitutiouen  können  wir  es  soweit  briugcu, 
dass  die  Anzahl  der  Coefficienten  mit  der  der  Gleichungen  überein- 
stimmt, woraus  dann  die  Coefficienten  bestimmt  werden  könueu. 

Haben  wir  nun: 

Vo,+  V<*2+  Va3+  .  .  .  +  VaH  -  0 

und  soll  die  vorliegende  Summe  rational  gemacht  werden,  so  substi- 
tuircu  wir: 

Vai  =  Ai 

ond  erhalten: 

ZVAi  -  0, 

welcher  Ausdruck  rational  gemacht,  eine  homogene  Function  in  Ai 
vom  mten  —  2"-2tcu  Grade  liefert: 

<p(Aim  .  . . )  =  0. 

Ersetzen  wir  darin  die  Ai  durch  a,-,  so  erhalten  wir  eine  Summe 
von  2m— 1  Quadratwurzeln  in  Radicanden  mten  Grades  und  eine 

Summe  von  rationalen  Gliedern  ~ten  Grades,  die  als  ein e  Quadrat- 
wurzel bezeichnet  werden  kann.  Zusammen  erhält  man  2m  Quadrat, 
wurzeln,  deren  Radicanden  vom  mten  Grade  sind. 

i-2m 

Diese  Summe:    2  V 'Iii,  wo 

i=i 

Bi  -  y(a/*  .  .  .) 
TeU  LXVTU.  13 
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ist,  rational  gemacht  liefert  eine  homogene  Function: 

WW)  =  0, 

in  welcher  die  Radicandcn  B{  im  p  ten  =  22<m-1)  ten  Grade  erschei- 
nen. Nun  sind  die  Bt-  selbst  in  den  Grössen  a,  vom  mten  Grade, 
mithin  ist  *P  —  0  eine  homogene  Function  der  Radicanden  vom 
to. ^("»-D ten  Grade. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Summe  von  n  Biquadratwurzeln  lässt  sich  rational 
machen  und  liefert  als  Resultat  eine  homogene  Function 
in  den  Radicanden  vom  m.22(w~1)ten  Grade,  wo  m  =  2*~2 
ist. 

Durch  analoge  Substitution  lässt  sich  die  Summe 

n  8 

2Va,-  «=  0 
i 

reduciren  auf 

M  4 

£  VAi  =  0, 

die  nach  dem  so  eben  Besprochenen  rational  gemacht  eine  homogene 
Function  der  Af  bildet  Ersetzen  wir  darin  die  At  durch  die  a„  so 
erhalten  wir  Glieder,  die  rational  sind,  und  einen  Teil,  der  mit  der 
Quadratwurzel  behaftet  erscheint.  Diese  Summe  von  Quadratwurzeln 
wird  auf  die  bekannte  Weise  rational  gemacht  und  als  Resultat  folgt 
eine  homogene  Function  in  den  Radicanden. 

Dies  gilt  evident  für  jeden  Wurzelexponenten  von  der  Form 
2i=p.  Wir  können  demnach  folgenden  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen : 

Die  Summe  von  n  Wurzeln  von  der  Form: 

£Va<  ~  0,   wo  p  —  2?  ist, 
i 

lässt  sich  immer  (theoretisch)  rational  raachen. 

Als  Resultat  erhält  man  eine  homogene  Function  in  den  Radi- 
canden. Der  Grad  dieser  Function  hängt  ab  sowohl  von  p  =  2»,  als 
auch  von  n  =  der  Anzahl  der  Summanden.  Für  g  —  1  ist  dieser 
Grad 

m  —  2—2,   für   a  =  2, 
Für  3  =  3  wird  p  =  8,  und  da  zwischen  p  =  8  und  p  =  4  die- 
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selbe  Beziehung  herrscht  wie  zwischen  p  —  4  und  p  =  2,  so  wird 
f or  p  —  8  resp.  5  =  3: 

in"»  m'.22(«»'-i>, 
mithin  allgemein:  für  q  «=-  3  ist 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  jede  Summe  von  Wurzei- 
grössen, deren  Wurzelexponeut  die  Form  hat :  p  —  2«,  rational  machen 
lässt.  Die  Form  und  Anzahl  der  Glieder  der  resultirenden  Function 
sind  bekannt.  Die  Coefficienten  dagegen  müssen  für  jeden  specicllen 
Fall  auf  die  angedeuteten  Arten  bestimmt  werden. 


* 


13* 
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XV. 

Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln 
der  Abel'schen  Integrale. 

Von 

Norbert  Herz. 


Herr  Königsberger  stellt  in  der  fünften  Vorlesung  seiner  „Vor- 
lesungen über  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale"  Beziehun- 
gen zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  allgemeinsten  hyperellip- 
tischen Integrale,  welcho  in  gegebenen  Puukten  wie  gegebene  Func- 
tionen unendlich  werden  sollen,  auf.  Dieselben  Betrachtungen  lassen 
sich  auch  auf  allgemeine  Abel'sche  Integrale  übertragen,  wobei  aber 
zu  beachten  ist,  dass  im  Uucndlichkcitspunkte  die  Fläche  aus  meh- 
reren Blättern  besteht,  von  denen  einige  getrennt,  andere  in  Ver- 
zweigungspunkten  zusammenhängend  sein  können,  so  dass  man  für 
die  Aberschen  Integrale  ausser  den  in  der  Endlichkeit  gegebenen 
Puukteu  auch  noch,  wenn  mau  das  allgemeinste  Abel'sche  Integral 
behandeln  will,  die  Aunahme  machen  muss,  dass  im  Unendlichkeits- 
punkte die  Function  auf  einigen  Blättern,  auf  denen  sie  eindeutig  ist, 
unendlich  werden  soll  und  ebenso  in  eiuigen  von  den  in  der  Unend- 
lichkeit liegenden  Verzweigungspunkten.  Dieser  Fall  soll  nun  im 
Folgenden  behandelt  werden. 

Wenn  die  gegebene  «-blättrige  Riemannscho  Fläche  der  durch 
die  Gleichung 

f(x,  y)  =  0 

defiuirten  Function  y  n  Verzweigungspunkte  hat,  welche  resp.  »4-,  ro*- ... 
m^-blättrig  sind,  und  man  bezeichnet  die  Summe  (nach  a  genommen) 
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so  ist  die  Fläche  w  — 2n+3-fach  zusammenhängend  *)  nnd  diese  Zahl 
mass  stets  ungerade  sein,  also  die  Anzahl  der  zu  ziehenden  Quor- 
schnitte  eine  gerade-,  sie  sei  gleich  2p.  Man  kann  dieselben  nun  in 
folgender  Weise  ziehen: 

Eine  in  sich  geschlossene  Linie  a, ,  die  einen  Flächenteil  nicht 
vollständig  begrenzt  und  die  immer  gezogen  werden  kann,  da  die 
Fläche  mehrfach  zusammenhängend  ist,  bildet  den  ersten  Querschnitt, 
indem  zwei  Punkte  der  Begrenzung  (ein  Punkt  3/  der  Fläche)  mit 
einander  verbunden  sind.  Verbindet  man  nun  zwei  gegenüberliegend«? 
Punkte  dieses  Querschnittes  durch  eine  Linie  bt  (und  dies  ist  immer 
möglich,  da  Oj  einen  Flächenteil  nicht  vollständig  begrenzt  »,  »o  kann 
diese  als  zweiter  (zugehöriger)  Querschnitt  aafgefa&st  werden,  hl 
hierdurch  die  Fläche  noch  nicht  einfach  nmunen hangend,  -o  mn*\ 
sich  noch  ein  zweites  System  at  und  i,  ziehes  ia*v  l.  VerL^d-t  man  nun 
a,  und  bt  durch  eine  Linie  c,,  so  bilden  ni-i  lz  z^nnn^u  t-wn 
neuen  Querschnitt,  da  dieser  Linienzug  tu  k\zihZL  P^r.irt^  d-  r  w*i  u 
Grenze  (des  zweiten  Querschnittes)  begx&at  Uri  eifceiD  frlitr» 
Punkte  des  dritten  endet;  bs  bildet  dkri  v:  r^rf:^r..j?ea  nerv* 
Querschnitt.    In  dieser  Weise  fortiair^id  ivü'it  zz  - 

letzten  Systeme  cp~\a^  und  bj,  dem  e*  nnft  «r*»  r»^  r.Hv.' v 
gehörige  Querschnitte  geben,  da  die  r  tv. 

sein  muss. 

Sei  nun 

IV«,  -EL* 
ein  Abelsches  Integral,  das  in  den  Puba 

unendlich  werden  soll  wie  die  Funcüoaea 

^log^-XJ  +  ^^-X^-i+^-X  ' 


^ log(ac— X^)  +  ^(x--^)-1  X^-*~     —  /  ,t  r—  X,  - 


#m  lOg(z— Xm)  +Bml(x—Xm)-1 

I  _J 
^log^  —  «i)fi+Äa(*—  «i)  T« 

1  1 
a«log(x— a^o*-)-^*--««,)  *< 


*)  S.  Neumann  Vorlesungen 
Integrale";  Achte  Vorlesung. 
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il,(ar)  möge  ferner  in  den  Unendlichkoitspunkten  C,C*  . .  .  CK  und 
DXD%  . . .  Dx,  weleho  keine  Verzweigungspunkte  sind,  unendlich  wer- 
den wie  die  Functionen 

C,  log*  +  Cnx-\-  Cl%x%  +  .  .  .  +  C\ck  x*i 
D1\ogx-\-Dnx+Dlix2-\-  .  .  .  +Didixdt 


Dx\0gx  +  Dxix+DX2X*+  .  .  .  +Dx*x*?l 

und  ferner  in  den  im  Unendlichkeitspunkte  liegenden  Verzweigungs- 
punkten E1E^  ...  £0  wie 

.Li-  .2- 


1  _L  iL  Ä, 

JE0 log x^+E01x^  +  EoiX^  +  .  . .  +£o#0«*° 

Es  sei  ferner  ein  Integral 

nt{x  Xß  fc,  «*)  =  ns(x) 

gegeben,  das  in  den  Punkten 

Xt  Ao  .  .  .  A[a  £ ,  £s  .  .  .  tn  cfj  ax  .  .  .  atJi 

unendlich  werde  wie  die  Functionen 


BJWß-U)  +  Bnl'(x-M-1  +  Z*n2'(*-£*)-2  +  ...  +Bn'  V  <«-fc)-V 

-1  -1  _2  _5l 

flj'log^-aj)  r'+*n'(*-«i)  T»  +V(*~«i)  T\+...+  *iV(*-«i)  r' 


Oo'lOgix-aatyv+buliX-aa,)    T^+bw2{x-au})  ra)4-...-fÄa,fVa,'(*-««,rr« 

IZ2(x)  möge  ferner  in  den  Unendlichkeitspunkten  CkC%  . .  .  CxD^i 
.  . .  Dv\  welche  keine  Verzweigungspunkte  sind,  unendlich  werden 
wie 
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C\'\ogx+Cn'x+Clt'x*  +  .  .  .  +C/c, 


C*,l0g*  +  C*l'*+Crf'**+  .  .  . 

D1'\ogx  +  Dil'x  +  D1%'x*+  .  .  .  -f  JVvi*' 

ond  ferner  in  den  im  Unendlichkeitspunkte  Hegenden  Verzweigungs- 
punkten  EjE^  .  . .  E0  wie 


£</  logs*°  -f£0/«*°  +  Eot'x*o  +  .  . .  +EO'0O'X*0 

Für  die  Existenz  der  beiden  hier  angenommenen  Abdachen  Integrale 
muss  aber  sein  ^ 

Al  +  ...+ Aft  +  Bj  +  ...  +      +  <h  +...  +  aw  —  Q  — CK  —  £>,  — ... 

—  Z>A  —     —    —  JBo  —  0 
4,'+                       ...+Bn'+  a1,+...+ow'—  (?/—...  —Cx'—A'—  - 

—  Dj—E^— — £Y-  0 

Denn  verbindet  man  z.  B.  für  das  erste  Integral  alle  Unstctigkeits- 
punkte,  nachdem  man  sie  durch  kleine  Kreise  ausgeschlossen  hat, 
mit  demselben  Punkte  eines  Querschnittes  und  integrirt  über  die- 
selben, so  wird  das  Integral  um  jene  Unstetigkeitspunkte,  die  keine 
Terzweigungspunkte  sind,  2f2ni(A9-\-B9).    In  einem  te - blättrigon 


^i'logs*'  +  En**1  +  En'**1  +  •  •  •  V**' 


i 


2 


Verzweig 


ikte  ist  die  Entwicklung  von 


€lllx{x) 
dx 


also  das  Integral  um  di 


jedes  dieser  Integrale  in  einem  r^-fach  um  of  gewundenen  KMw 
za  nehmen.    Durch  die  Substitution 
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für  welche  die  Integrale  nach  q>  von  0  bis  2n  zu  nehmen  Rind,  weil 
durch  diese  Substitution  der  r^-blättrigo  Verzweigungspunkt  einblättrig 
abgebildet  wird,  und  einem  fachen  Umkreisen  von  aQ  ein  einfaches 
Umkreisen  von  entspricht,  überzeugt  man  sich,  dass  alle  Inte- 
grale bis  auf  das  erste  verschwinden  und  das  erste  27iiaQ  ist  Die 
Summe  der  Integrale  um  die  Verzwcigungspuukte  ist  also  E2niaQ. 
Dasselbe  gilt  für  die  Unendlichkeitspunkte;  da  aber  ein  unendlich 
kleiner  Kreis  um  deu  Uneudlichkeitspunkt  identisch  ist  mit  einem 
unendlich  grossen  um  den  Nullpunkt,  und  wenn  ersterer  im  positiven 
Sinne  durchlaufen  wird,  der  letztere  im  negativen  Sinne  umzogen 
wird,  weil  die  beiden  Kreise  die  zu  entgegengesetzten  Seiten  der 
Peripherie  liegenden  Flächenstücko  umschliessen,  so  wird  durch  die 

Substitution  x  —  rei(f  resp.  x*q  =  re*f>  der  unendlich  kleine  Kreis  um 
den  Punkt  mQ  im  negativen  Sinne  durchlaufen,  wenn  g>  von  0  bis  2* 
wächst,  weshalb  das  Integral  um  diesen  Punkt  —  J4p.2o»  ist,  also 
um  die  sämmtlichen  in  der  Unendlichkeit  liegenden  Unstetigkeite- 
puukte  {2  hier  wie  weiterhin  stets  auf  g  bezogen) 


Die  Summen  der  drei  hier  erhaltenen  Ausdrücke 

2  2ni(A<,  +  BQ)  +  2  2niaQ  —  2  2*s(Cf  +  DQ  +  EQ) 

giebt  das  Integral  in  einer  geschlossenen  Curve,  weil  die  durch  das 
Ueberschreiten  des  Querschnittes  hinzukommenden  Teile  wegfallen, 
da  der  Querschnitt  zweimal  und  zwar  in  entgegengesetzter  Richtung 
Überschritten  wird.  Dieses  Integral  auf  einer  geschlossenen  Curve 
in  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  genommen  muss  aber  Null 
sein,  was  die  erste  der  Bedingungen  (1)  giebt 

Betrachten  wir  nun  das  Integral 


Für  dasselbe  sind  die  sämmtlichen  Unstetigkeitspunkte  beider  Func- 
tionen auszuschliessen  und  mit  demselben  Punkte  A  eines  Quer- 
schnittes zu  verbinden.  Die  Aufeinanderfolge  der  Verbindungslinien 
von  A  mit  denselbeu  ist  ganz  beliebig  und  soll  so  gewählt  werden, 
dass  (in  der  Richtnng  der  positiven  Integration)  erst  die  sämmtlichen 
-X",  daun  die  £,  die  x,  die  Verzweigungspunkte  und  endlich  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  mit  A  verbunden  siud. 

Integrirt  man  zunächst  über  die  den  beiden  Functionen  gemein- 


—  22m(C^  +  D^+EQ) 
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schaftlichen  Unstetigkeitspunkte,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  in  der 
Umgebung  von  X1 

ü,{x)  =  A3  \og(x  —  Xj) + Au(x — JTj)*"1  + , . .  +  <4u,(« — 

+  »»10+m11(ar  — X,)+mlt(a;  — ^)»+  .  .  . 

-  VAV(«-^)^'-1+«hi+^i(«-JÜ+3»I»(«-Ji)Ä+  •  •  . 

Das  Integral 

besteht  demnach  aus  Einzelintegralcn  von  der  Form 

log(s— XJ.ix  —  Xt)"dx,  f* (x—XJ'tix 
Pf«)  (X.) 

Substituirt  man  nun  sc  —  ^  =  re*V,  so  wird  das  erste  Integral  gleich 

2n  2n 

Für  positive  a  und  tf  =  0  verschwinden  diese  Integrale,  für  negative 
würden  sie  unendlich.  Treten  aber  in  die  Beziehung  zwischen  den 
Periodicitatsmoduln  solche  nnendliche  Grössen,  so  wird  diese  Bezie- 
hung nichts  aussagen  und  man  muss  sich  daher  auf  jene  Fälle  be- 
schränken, wo  dieses  nicht  eintritt;  dann  dürfen  aber  Integrale  von 

der  Form  j\og{x  —  Xt).{x  —  XJ-^dx  nicht  vorkommen,  d.h.  es  muss 

entweder  At'  «=  Au'  —  A1S'  =»...  =  -4i'*y  =  0  oder  At  =  0  sein. 
Im  ersten  Falle  wäre  /Ia(x)  in  Xl  gar  nicht  unendlich,  und  da  dann 
Uy  jr)  allein  daselbst  unendlich  würde,  so  würde  Xt  gar  nicht  in  diese 
Gruppe,  sondern  in  die  der  Xf>  gehören.  Es  muss  also  Ax  —  0,  d.  h. 
H,(x)  darf  in  den  Punkten,  in  denen  beide  Integrale  unendlich  wer- 
den, nur  algebraisch  unendlich  werden  und  diese  Form  von  72,  (x) 
soll  fortan  beibehalten  werden.   Dann  sind  die  Integrale  der  ersten 

Gruppe  0;  die  der  zweiten  sind  es  für  a  ^  —1  auch,  und  für  a  <=  —  l 

dllJx) 

ist  es  2rc»;  der  Coefficient  der  (— l)tcn  Potenz  von  17,(0-)— ist 
aber 

^u*ii  +  2^i2»u+...+  L\Aiklnikt+A1'rn^0—An'm„'—...—k1'A1'kk>mns 
also  das  Integral  um  diesen  Punkt 
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2*i[A11n11  +  2Alinli+  .  .  .  +  +  A^m^  —  4V-  •  ■  ■ 

Bei  der  Umkreisung  von  Xt  hat  sich  aber  weder  TI^x)  geändert  ! 
[da  A1  =  0  ist]  noch  -^~»  welches  daselbst  auch  nur  algebraisch 

unendlich  ist.  Zu  den  beiden  Seiten  der  Verbindungslinie  von  Xx 
mit  A  sind  also  die  Functioualwerte  dieselben,  die  Integrationsrichtung 
die  entgegengesetzte,  also  fallen  diese  Teile  des  Integrales  weg  und 
die  Integration  um  Xs  beginnt  mit  demselben  Werte  von  nt(x)  und 
dfL(x) 

g  ■  Für  jeden  der  Punkte  X$  entsteht  ein  solcher  Teil,  daher 
ist  das  Integral  j* Ut(x)dIIt{x)^  erstreckt  über  alle  X-Punkte,  gleich 

2ni £  [AfWf\  -\-2A<pnp-\~  .  .  .  -\- k$  A^n^  ^ 

+  A^m^o  —  Aq\mQ\  —  2Ap'mp  —  .  .  .  —  kQ'A e'y      •]  (2) 

wo  niQö  t)Qö  die  Coefficientcn  von  (x — X^)a  in  der  Entwicklung  von 
I7t(«)  und  J72(x)  in  der  Umgebung  von  Xe  sind.   Am  Schlüsse  dieses 

Teiles  der  Integration  langten  Dt(x)  und  mit  den  ursprüng- 

lichen Werten  in  A  an,  und  mau  kann  nun  mit  diesen  die  Integration 
nach  den  £  fortsetzen.  Die  Entwicklung  von  nx(x)  ist  in  der  Um- 
gebung von  lx 

nA*)  =  fto+Pu(*  ~  fc)+At(*—         •  •  • 
und 

also  das  um  £,  genommeno  Integral  gleich  2»tC,  wenn  C  der  Coeffi- 

cient  der  (-l)ten  Potenz  von  («— y  im  Producte  ^(x)^^-  ist, 
also 

Bei  der  Umkreisung  von  |j  haben  aber  weder  das  daselbst  endlich 
bleibende  Integral  nt{x)  noch  die  algebraisch  unendlich  werdende 

Function  ihren  Wert  geändert,  daher  zerstören  sich  die  Inte- 

grale zu  beiden  Seiten  der  Verbindungslinie  A$t  und  man  hat  mit 
dem  Anfangswerte  über  £,  weiter  zu  integriren.    Hier  wiederholt 
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sich  das  Gesagte  und  dieser  Teil  der  Integration  giebt  für  das 
Resultat 

2m  £  [JBtfftl  -  B^P(}\  -  »VW  -  •  •  •  -  h'*t\'P*j  1  <3) 

wo  p9a  der  Coefficient  von  (x  —  $Q)a  in  der  Entwicklung  von  12,  (<c) 
in  der  Umgebung  von  £p  ist. 

dllJx)  . 

Mit  den  Anfangswerten  von  !!,(«)  und  — in  A  angelangt, 

kann  man  jetzt  um  die  «-Punkte  integrircn.    In  der  Umgebung  von 

x,  sei 

UM  =  9io  +  fci(*  — *i)  +  2ii(*— *i)2+  •  •  • 
also 

nnd  da  ferner 

17/*)  ~  JB,log(*-  afO +  zJ-i  +  Buix  —  *,)-2+  .  . . 

+J?iil(«  —  «j)-*!  +  [*  —  *,] 
ist,  so  wird  das  Integral  um  diesen  Punkt 

2mlBnq11+2Bitqlt+  .  .  .  +<i*Ui«Ui] 

Bei  einer  Umkreisung  von  *,  hat  aber  !!,(*)  vermöge  des  logarith- 
mischen  Gliedes  um  2niBl  zugenommen  und  das  Integral  längs  Axx 
ist  also 

X,  a  • 

j* Ut(x)dIIt(x)+ j* rLni(x)  +  2mBi]dIJt(x)        2*fö,  f  dli\{x) 

Mit  dem  Werte  J7/*)  +  2niB1  hat  nun  die  Integration  um  *,  statt- 
zufinden.  Das  Integral  um  diesen  Punkt  wird  also 


£' 


ni(x)dIJt(x)+  2niB1J^dni(x) 


Da  aber  *  in  diesem  Punkte  endlich  bleibt,  so  wird  das  zweite 

dm 

Integral  verschwinden,  das  erste  liefert  einen,  dem  obigen  analogen 
Ausdruck  und  da  bei  der  Umkreisung  von  xt  wieder  ni(x)+2niBl 
um  2niBt  gewachsen  ist,  so  ist  das  Integral  längs  Ax9 : 

/VkW + ZniB&njm)  + J* [IIi{z)  +  2mBl+2mB9]dnt(z)  as 


—  2niBtJi ity*) 
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Hieraus  sieht  man  schon,  dass  dio  aus  der  Integration  um  die  xe- 
Punkte  sich  ergebenden  Teile 

*? 

A 

werden,  wenn  qqo  der  Coefficient  von  (x — x^)*  in  der  Entwicklung 
von  /I2(a-)  in  der  Umgebung  von  xq  ist.   Zu  bemerken  ist  hier,  dass 

~^X"  nach  der  Umkreisung  aller  dieser  Punkte  den  Anfangswert 
behalten  hat,  während  17,  (z)  den  Wert 

I71(x)+2«i(^1  +  i?2  -f-  •  .  .  +*«) 

erhatten  hat. 

Mit  diesen  Functionswerten  hat  man  nnn  die  Integration  um  die 
einzelneu  Verzweigungspunkte  fortzusetzen.  Um  at  wird  sich  dem- 
nach das  Integral  aus  den  beiden  Teilen  zusammensetzen: 

C Tl^dll^x)   und   2ni(Bl+Bs+  .  .  .  +ßm)  f  dn*{x) 
Nun  ist  in  der  Umgebung  von  er, 

1  _  1  _2 

II^x)  =  OilogCx  —  a,)T|  +  M*  —  *i)  Tl+M*— «i>  f|+-- 

Jh  1  * 

+bm(x—a1)  T»  +  ^,  +  Ma:-0fi)Tl  +  M«-«i)r,  +  • 

und 

fin  (x)    l  —  — ■    i  9  T«+ 2 

-*-**.•(«-•,)    "  +  --">,<*-«.)    '•+-*„(*-«,)    "  +•• 

T,  Tj  Tj 

Folglich  setzt  sich  das  erste  Integral  aus  Teilintegralen  der  Form 

/  log(x  — aj)r».  (x  — a,)r»rfar,     /  (x  —  a^^dx,     I  (x  — ctj)  r^dx 
(«,)  («i)  («i) 

jedes  dieser  Integrale  Tj-fach  um  a±  gewunden,  zusammen.  Setzt  man 

in  diesen  (x  —  a,)*»  =  a,  so  entspricht  einer  ^-fachen  Umkreisung 
des  Punktes  x  —  er,  eine  einfache  Umkreisung  von  *  =  0;  die  Inte- 
grale gehen  aber  dann  über  in 

x\  f log*.*°+ri-lr/3;  rxf z°+*^dz\  ttJ^ i~ldM 

m  %  (0) 


I 
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Von  diesen  müssen  wieder  jene  Fälle  ausgeschlossen  werden,  wo  das 
erste  Integral  unendlich  wird;  dieses  findet  aber  stets  statt,  wenn 
der  Exponent  0-1-t, —  1  negativ  wäre,  d.  h.  0  negativ  und  dem  ab- 
soluten Werte  nach  grösser  als  xx  —  1  •,  daraus  folgt  wieder,  dass 
/7j(x)  in  at  gar  nicht,  oder  nx(x)  nur  algebraisch  uneudlich  werden 
darl  In  beiden  Fällen  verschwindet  das  erste  Integral;  da  nun  auch 
das  zweite  für  positive  oder  negative  <s  (von  — t,  verschieden)  Null 
wird,  und  das  dritte  den  Wert  xx .  2ni  annimmt,  so  wird  das  Integral 

den  Wert  haben 


Vermöge  des  ersten  Gliedes  von  wird  nun  das  zweite  für  <*, 

in  Betracht  zu  ziehende  Integral  den  Wert  haben 

2*»      +        . . .  +JfaJ%'.M  =  —  4*V[Z?1  +  JB2+  ..-+*»] 

der  jedoch  Null  wird,  wenn  nicht  Null  ist.  Es  sind  nun  2  Fälle 
zu  unterscheiden: 

1)  Ist      Null,  so  werden  27,(ar)  und  nach  der  T,-fachen 

Umkreisung  von  «,  ihre  Worte  nicht  geändert  haben  und  die  Inte- 
gration um  «8  schliesst  sich  unmittelbar  an  und  giebt  Ausdrücke, 
die  den  obigen  analog  sind.  Es  mögen  nun  in  den  Verzwei- 
gungspunkten er, a2 . . .  er,-  beide  Functionen  unstetig  wer- 
den (also  i7j(x)  jedenfalls  nur  algebraisch  unendlich).  Um  alle  diese 
herumgenoramen  wird  also  das  Integral 
i 

2)  Ist  a,+i  nicht  Null,  [indem  jetzt  um  den  nächsten  Punkt  inte- 
grirt  wird],  so  muss 

a,+i'  =  &,>n'=  .  .  .  =  ~  0 

sein,  also  verschwindet  das  Integral 

T«t+i) 

Dagegen  ändert  jetzt  17,  (x)  bei  der  r.+i-fachen  Umkreisung  von  cr,+i 
seinen  Wert  um  2««*,,  demnach  hat  man  noch  das  Integral  längs 
Aai+u  welches  gleich  ist 
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«1+1  A  a«  +  l 

J  II1(x)dIIi(x)+ f* ni(x)  +  2niai+i]dlli(x)  =  — 2tw«,+i f* i/2,(x) 

*  «1+1  A 

und  folglich  wird  für  die  Verzweigungspunkte,  in  denen 
27,(2-)  algebraiscb-logarithmi8ch  unstetig  wird,  in  denen 
aber  Ii\{x)  endlich  bleibt*),  das  um  dieselben  genommene  Integral 

ti)  ^  CO  /  * 

2niZ  {bQlv9l  +  2b9%vQi  +  ...  +  nQbMQvn9\-2mZaQ  /  <iI72(x)  (5b) 
i+i  «+i  t/ 

wobei  jup,;,  vpa  die  Coefficienten  von  («— in  der  Entwicklung 
von  nx{x)  und  i7,(x)  in  der  Umgebung  von  ag  sind. 

^ach  Umkreisung  aller  dieser  Punkte  haben  nun  nx(x)  und  Zl2(ac) 
die  Werte 

ni(x)  +  2m[Bl  +  Bi  +  ...+Bm  +  a,+i+ ...  +  a«,]    und    I7,(*)  («) 

erlangt,  und  mit  diesen  muss  nun  die  Integration  Uber  die  in  der 
Unendlichkeit  liegenden  Unstetigkeitspunkte  fortgesetzt  werden.  Be- 
trachten wir  wieder  vorerst  jene  Unendlichkeitspunkte,  in  denen  beide 
Integrale  unendlich  werden.   In  Cx  gelten  die  Entwicklungen 

nx{x)  -  Cl\ogx+Cllx+C1&*+ ...+Cutxc>+M10+Mllx-i+Ml1lx--*-l-... 

-2iVlt*-3_ 

Das  Integral  um  diesen  Punkt  setzt  sich  wieder  aus  den  beiden  Teilen 
f  nt(x)dllt(x)  und  2ni[B1+Bt+...+Bm+ai+i+...+aw] J \ in%{x) 

zusammen;  der  erstere  besteht  aus  Teilintegralen  von  der  Form 

jxa\ogxdx\  J  t°dx\    J x~xdx 
(<*>)  («)  (®) 

Durch  die  Substitution  x  —  ^  verwandeln  sich  diese  Integrale  in 

/y-a-2logydy;    —fy-a~*dy\    —  f y~ldy 
%  Vo) 


•)  Wenn  il,(x)  endlich  bleibt,  und/7,(x)  unendlich  ist,  io  hat  mau  nur 
in  (5a) 

hl  —  bQ  s  —  •  •  •  —        ö  0 

su  setzen. 
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Das  erste  Integral  verschwindet,  so  lange  —  <*— 2  positiv  oder  0  ist, 
d.  h.  so  lange  a+2  negativ  oder  Null;  und  wird  unendlich,  wenn 
tf-fl  positiv  ist;  demnach  fallen  die  Glieder,  deren  Coefficienten 

<Ai  CXN1%  ...in  sind>  fur  iedcs  ci  we«'  hingeg°n  wür" 

den  die  Glieder  mit  CjC,',  CjC,/  .  .  .  unendlich  gross,  und  es  muss 
also  entweder  C/=  Cu'  =  ...  =0  werden,  was  nicht  möglich  ist, 
da  in  C,  beide  Integrale  unendlich  werden  sollen ;  also  muss  C,  =  0 
sein,  d.  h.  Bx(x)  wird  in  Cx  nur  algebraisch  unendlich.  Da  ferner 
die  Teilintegrale  von  der  zweiten  Form  immer  verschwinden,  das 
dritte  den  Wert  —  2ni  hat,  so  wird 


den  Wert  erhalten 

-2«»[C1'A/10+  Cn'Mn+2C„'  M1%  + . . . 

-fa'<*V 3flC/  -  CnNn  —  20,,^,  — . . .  —  <*<Wfo] 

Hierzu  kommt  noch  ein  zweiter  Teil,  der  vermöge  des  ersten 

dTlJx) 

Gliedes  in  — j — 
dx 

-  2 «i  [Ä,  +  B%  + . . .  +  Bm  +  <n + 1  +  •  •  •  +  «J  • 2 ** °i 

=  4?r2C1'[ß1  +  B2  + .  •  •  +  Bm  +  <*+i +•  •  •  +  «J 

ist  Da  nun  C,  =  0  ist,  so  haben  bei  der  Umkreisung  von  Cx  die 

beiden  Functionen  n,(a)  und  ihre  Werte  nicht  geändert,  die 

Integrale  längs  AC  zerstören  sich;  das  Integral  um  jeden  folgenden 
C-  Punkt  beginnt  mit  den  ursprünglichen  Functionalwerten  (o),  folg- 
lich ist  die  Summe  der  Integrale  um  alle  C 

1 

-2ffi£[Cf ' M<r\-  Cq\'MQ\  +  CpMp  +  . . . 

+V<V y      -       -  2cf2^2  - ...  -  c^n^ 

+in*lB1  +  Bi  +  ...  +  BM  +  ai+i  +  ...  +  aa>]2C(>'  (6) 
wo  M?a        die  den  Grössen  m^,       analoge  Bedeutung  haben. 

Integrirt  man  nun  um  Dt\  so  wird,  weil  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes: 
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das  Integral      n^dl^ix)  um  diesen  Punkt 

Hierzu  kommt  das  von  dem  zweiten  Teile  herrührende 

also  das  Integral  um  sämmtliche  D'  gleich 

+^+^+..4^+^11...  +  a,„]  £iy  (7) 

Da  sich  bei  den  Umkreisuugen  der  Z>'-Punkte  weder  IJ^x)  noch 
geändert  haben,  so  hat  man  wieder  mit  den  Werten  (o)  die 

Integration  über  die  Z>-Punktc  fortzusetzen.  In  der  Umgebung  von 
Dx  ist: 

nt(x)  =  Z>,  log x  +  Dltm  +  2>„x*+ . . .  +  Di^x**  +  Q'm"1  + . . . 
TJ^x) 


dx 


-Qu*-2-2QJ2*-3-... 


In  diesem  Falle  kommen  wieder  Integrale  /  xa\ogrdx  vor;  da 

(0O) 

aber  hier  <j  +  2  Null  oder  negativ  ist,  so  verschwinden  dieselben  so 
wie  auch  die  Integrale  J  xadx  für  c  ^  —  1  und  es  bleibt  nur  das 

(CD) 

für  o  =  —  1,  welches 

2m[Q11Dn  +  2QliDli+...  +  <ltQldlDidl-} 
ist.   Der  zweite  Teil  fällt  hier  weg,  da 

Pdn.ix)  _ 

ist.  Aber  bei  der  Umkreisung  von  Dx  hat  /Z^»)  um  —  2niD1  zu- 
genommen, folglich  kommt  hier  noch 

/  [ nx{x)  +  2ni(Bl  +  Bt  + . . .  +  Bm  +  at+I  + . . .  +  a*)]«/!^*) 
+  /  [//i(«)  +  2«i,(J91  +  i?2  +  ...i?m  +  ol+i  +  ...+Ou,) 
— 2nini~\dIIi{x)  =*  +  2niDx  /  rf^tW 
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hinzu.    Das  Integral  um  alle  DQ  ist  demnach 

+  2niZDQJ  dü^s)  (8) 

Nun  hat  aber  n^x)  nach  Umkreisung  aller  D-Punkte  den  Wert 

H,(x)  +  2mlB,  +  B*  + . . .  +  Bm  +  ffi'+i  +  •  •  •  <*<o  —  Di—D*  — . . . — Dx~] 

angenommen,  und  mit  diesem  ist  nun  noch  um  alle  im  Unendlichen 
Hegende  Verzweigungspunkte  zu  integriren.   Nun  ist  in  E^ 

±  1  2  ^  l_ 

dU^{x)       1      ,  l       (  2  *!=! 

~~dx~aflEiX   *'++t*n»     *•  +W1Eli'x    *'  +••' 

+  *«  -^sllx  *l  -  — 

Das  Integral  um  JSj  setzt  sich  also  aus  Teilen  zusammen,  die 
Form 

I    x*i  logx^i  dx\    I   x*>dx-y    I  x 

&>)  (00)  (&) 

haben.    Setzt  man  hier  x°i  —     so  gehen  diese  über  in 

Das  erste  Integral  verschwindet,  wenn  —  <x  —  0,  —  1  positiv  oder 
Null  ist,  und  wird  für  negative  Werte  des  Exponenten  unendlich; 
daraus  kann  in  der  mehrfach  durchgeführten  Weise  geschlossen 
werden,  dass  entweder  £/_  £n'=  ...  =£„,=0  oder  El  =  0 
ist   In  beiden  Fällen  verschwindet  das  erste  Integral  und  es  bleibt 

-  2mT*^i '+  W+  2ÄiAi'+  ...+«,  V 

—  £,,5,,  —  2EliS12  — . . .  exB^A  ,J 

Ferner  ist  y  ^^-}  -  _  ^'2*,,  also  kommt  für  diesen  Punkt 

(CO) 

noch  der  Teil 

+ ^        +^i+«»»+-ö»+«+i+...+a« — Dj  —  Df — ... -Dx\E 

hinzu.  Für  das  folgende  sind  nun  wieder  2  Fälle  zu  unterscheiden: 
T«il  lxvih 


14 
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dJIJx) 

1)  Ist  Et  =  0,  so  haben  und    ~     nach  der  ^-facbett 

Umkreisung  von  El  ihre  Werte  nicht  geändert,  und  die  Summe  der| 
Integrale  zu  beiden  Seiten  von  EXA  ist  Null.    Sind  also  JS,  ...  E, 
Verzweigungspunkte  im  Unendlichen,  in  welchen  beide  Integrale  un- 
endlich werden,  also  n^x)  rein  algebraisch,  so  ist  die  Summe  der 
Integrale  um  alle  diese  Punkte 

—  Effi^^E^Sfr  — ...  —e^E^S^ 

+4n*tB1+B9+...  +Bm+aHi  +  ...  +  a(o-D1—Di-..^Dx}S£e'  (9) 

2)  Ist  Ei+\  von  Null  verschieden,  so  muss  TJs(x)  in  EV+i  endlich. 

d/7f  (*)  =  0 


sein;  hingegen  wird  /^(.r)  bei  der  Umkreisung  um  —2niKt+i  zuneh- 
men, daher  wird  das  Integral  längs  AEi+\ 

■f2»i£i+i  y  rf/2,(x) 
also  das  Integral  um  sämmtliche  £e  [p  =  »+1...J  gleich 


+2*i£E,  J  dlUm)  (10) 

A 

Vermöge  der  Wertveränderuug  bei  den  Umkreisungen  der  letzten 
Punkte  ist  der  Entwert  von  fljfa)  gleich 

/!,(*)  + 2jm[J?,  +Bi  +  ...  +  Bm  +  ai+i  +  ...au>  —  D1  —  Di  —  ... 
—  Dx  —  Eiri-...  —  Eo] 

Als  Existenzbedingung  für  das  Integral  Jl^x)  war  aber  das  Ver- 
schwinden der  Klammergrösse  gefunden  [in  (1)  fallen  At...  A¥% 
aj...a„  C,...a  und  E1 . . .  E, -weg],  also  kommt  nt{x)  in  A  mit  dem 
Anfangswerte  an.  Die  zu  intcgrircnde  Function  schliesst  sich  also 
hier  stetig  längs  des  Querschnittes  an.  Das  Integral  über  die  2p 
Querschnitte  lässt  sich  nun  in  p  Teile  zerlegen,  von  deneu  jeder 
einem  Systeme  von  zwei  zusammengehörigen  Querschnitten  entspricht. 
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Führt  man  die  Integration  längs  eines  solchen  durch,  so  wird 
mau  sehen ,    dass  jeder   Querschnitt  zweimal    durchlaufen  wird 
n.  zw.  auf  der  positiven  Seite  in  der  positiven,  auf  der  negativen  Seite 
in  der  negativen  Richtung.   Da  ferner  längs  allen  c  sowol  IJ^x)  als 
dIL(x) 

auch  7.  denselben  Wert  haben  und  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung integrirt  wird,  so  werden  diese  beiden  Teile  des  Integrals  weg- 
fallen, und  es  wird  sich  in  Folge  dessen  das  ganze  Integral  über 
zwei  zusammengehörige  Querschnitte  aus  vier  Teilen  zusammensetzen : 

j 1  iLL(X)dik(x)  =  f  n1+(x)dTLi(x)-  J* nr{x)dnt{x) 


+ f  flu  J  nr(x)dns(x) 


wo  statt  cint+(x)  und  dll2-\x)  gleich  dTI^x)  gesetzt  werden  kann, 
dFL(x) 

weil  — -7-  -  zu  beiden  Seiten  jedes  Querschnittes  denselben  Wert 

(IX 

hat.   Es  wird  also 

J*  ^(x)rf£z,(x)  =y  [Hj+car)  -nx-{x)]dn%{x) 

und  wenn  die  Stetigkeitssprünge  in  jener  Richtung  als  positiv  ange- 
sehen werden,  für  welche  die  sie  bestimmenden  Integrale  in  der 
positiven  Richtung  (so  dass  die  urazogene  Fläche  zur  Linken  bleibt) 
um  die  zugehörigen  Querschnitte  genommen  werden,  so  ist 

y  n^dn^x)  -  zya>  f  dn2(X)  -  /y»  C dn%{x) 

neimn^n^n^n^)  die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  nx{x) 
I72(x)  an  den  Querschnitten  aQ  und  1>Q  sind.  Das  Integral  um  alle 
Querschnitte  ist  also 

i  [nic<*)i72(,  (f)  -  ^  (ii) 

Die  Summe  der  Ausdrücke  (2)  bis  (11)  ist  nun  das  auf  der  ein- 
fach zusammenhängenden  Riemann'schen  Fläche  genommene  Integral 

14* 
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also  gleich  Null.  Bevor  wir  jedoch  das  Resultat  zusammenstellen, 
sollen  noch  einige  Vereinfachungen  in  den  einzelnen  Gliedern  vor- 
genommen werden.   Es  ist  klar,  dass  man  ebenso  von  dem  Integrale 

j* UJ,x)dUx{x)  hätte  ausgehen  können,  und  offenbar  hätten  sieb 

dieselben  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  ergeben 
Daher  würde  sich  gezeigt  haben,  dass  ausser  den  hier  schon  er- 
wähnten Bedingungen  noch 

A.I  -  Aj=  ...  =  Au'  =  0,  C/—  C2'=  ...  =  Cu=  0 
«/  -  at'  =  ...  =  ai  -  0,       AV  -  i^V  -  -  —  &  —  0 

bestehen  müssen;  Bedingungen  welche  sich  aus  der  Betrachtung  des 
Integrals J  II1(x)dIJi{x)  nicht  ergeben,  weil  die  in  Tlt{x)  auftreten 

den  logarithmischen  Uustetigkeiten  im  Differentiale  ausgefallen  sind 
Nennt  man  nun  noch  ew|i' ...  aj ,  E%\  \* ...  E0'  die  Coefficienten  der 
logarithmischen  Unstetigkeiten  vou  TL(x)  in  jenen  im  Endlichen  und 
Unendlichen  liegenden  Verzweigungspunkten,  in  denen  TIt(x)  endlich 
bleibt,  so  gehen  mit  Rücksicht  auf  die  im  Verlaufe  der  Untersuchung 
gefundenen  Bedingungen  die  Gleichungen  (1)  über  in 

#i-f-—+i?m+rti4-i+ ...+«<o — Dx — ... — Dx— Ei+ 1— ... — Em  0 
B1,+...Bnf+ani+...a,.;-DJ'— ...D/ E^i'-..E0'=0  (la) 

Da  nun  das  Integral  IJ2(x)  in  den  Punkten  A,  xt  ...  xm  o,-f  i.. 
Dt...D).  E,±i  ..  E0  endlich  bleibt,  und  die  Integrationswege  durch 
keinen  Unstetigkeitspunkt  gehen  und  keinen  Querschnitt  schneiden 
dürfen,  so  wird  man  die  Integrale  in  (4)  (5b)  (8)  und  (10)  auflösen 
können.  Bezeichnet  man  nun  im  Einklänge  mit  den  schon  früher 
gewählten  Bezeichnungen : 

QQo         n%(Ee)  =  sf 

(wobei  im  zweiten  und  vierten  Falle  o  von  t+1  bis  w  resp.  von 
j  +  l  bis  o  zu  nehmen  ist),  so  wird 

/m  m 
i  u> 

A 
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■ 

-UiZag    f  dUt{x)  —  +  2ni%:  (~aer)+  2™  J72 ( 2o* 

»+l     J  »+i  1+1 

•+i  »fi 

A         /*  A  A 

+2»*2:z>(>   /  dJ7s(s)  |-2m2:DpQ(»0— 2ts»  77,(^4) ZDq 

1    «y  1  1 

+[2m(Ä1'+...i?„')+2«*-  2:  a0'—27ti(ni'+...D„')]2m£DQ 

' * 1  1 


»+1  •'+! 


4 


+[2m(^/+...^»^+27ri  ^'--27it(i)1'+...Z)/) 

— 27w-(fw+i'+...£»'/)]27i*  Jf  JE?f 

Vereinigt  man  von  den  Ausdrücken  rechts  diejenigen  vier, 
die  den  gemeinsamen  Factor  Znill^A)  haben,  so  wird  vermöge 
der  ersten  Gleichung  (la)  dieser  Ausdruck  wegfallen.  Es  bleibt  dann 
noch  das  erste  Glied,  das  man  in  jede  der  zugehörigen  Klammer- 
grössen einbeziehen  kann,  während  die  Gesammtheit  der  mit  2ni 
multiplicirten  Glieder  sich  in 

[ZBn+2a0—2D0—2E0]\_i:ßa,+  2aQ'— 2D0'—2EQ']  =  0 
zusammenzieht,  und  man  erhält  dadurch  das  folgende  Resultat: 

Ist  JI,(aO  ein  Abel'sches  Integral,  das  in  den  Punkton  X^.^.X^ 
unendlich  wird  wie 

Aqi{x— Xg^+Ag^x— XQ)-2  +  ..  +  Änk^x—X(f)'\  *  —  1,  9  ...  ft 
in  den  Punkten  xlxi...xm  wie 

B9\og(x-x0)+Bgi(x-x0)-1  + . . .  +  B^(x - xa)-\       Q  =  1,  2  ...  m 

in  den  Verzweigungspunkten  <*!»,...<*.•  wie 

1  2  _*?(> 

iPl(x— agf^+b^ix—  ag)  *?+.>. +b(nQ{z-ae)   *p     p  =     2...  » 

in  den  Verzweigungspunkten  «i+i . . .  «a> 

I  2  _  w  ( 

in  den  übrigen  im  endlichen  liegenden  Verzweigungspunkten  endlich 
bleibt-,  in  den  Unendlichkeitspunkten  C\...Ck  unendlich  wird  wie 
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Cq1x+Cq&%+...-\-Cqc9xcq  p  — 1,  2...  x 

in  DxDt  ...  Dx  wie 

Z>plog£  +  #p1a:+Z>p9s2+ A^P3*7«'  p  =  1,  2  . . .  A 

in  den  Verzweigungspunkten  EiE2...Ei  wie 

EqxX*q  +  EqsX?Q  +  . . .  +  EqtQX&Q  p  —  1,  2  . .  .  » 


und  endlich  in  ikfi  ...  2?0  wie 

L  — 

.EplOg  X*p  +  EQxsFq  +  .  . .  +  EQtQxf^  Q  =  1+  1  ...  o 

und  in  den  übrigen  Blättern  im  unendlich  entfernten  Punkte  endlich 
bleibt;  ist  ferner  IJ2(x)  ein  Integral,  das  in  den  Punkten  XlX%...Xfk 
unendlich  wird  wie 

-y 

APl  '{x -Zp)-i  + ...  +  A'ekQf  (x  -  Xq) 

p  —  1,  2  ...  fl 

in  den  Punkten  S,  {&  ...  |»  wie 

B^Og(ar-fcH-Bf/<af-fr)-*+..+B,(*~^|  f)-y  p  -  1,  2  ...  n 
in  den  Verzweigungspunkten  «,  o,  ...  a,  und  £r#+i...a»  bzhw.  wie 

Äp/fr  —  ctp)    Te  +  ...+  i'p^'(s --«<>)    *p  p  =  1,  2  ...  i 

l  _ 1  v 

«(/lOgfa  —  «e)'e  +     fyfc  —  «f )    re  +  . . .  —  cr^)  T^ 

p  =  l'+l,  ...  £ü' 

und  in  den  übrigen  im  endlichen  liegenden  Verzweigungspunkten 
endlich  bleibt,  ferner  in  den  Punkten  Cx  C\  . . .  C„  unendlich  wird  wie 

C9l'x+...+  C9c,Qixc9>  p  -  1,  2  ...  k 
in  D1Di' ...  ZV  wie  die  Functionen 

Zyiogs  +  ZV*+-+A>^*V  p  =  1,  2  ...  v 

in  den  Verzweigungspunkten  Ex  E2  ...  Ei  uud  AV+i  ...  A0\  bzhw.  wie 

E9l'x*<t  +  ...  +  EQr,Qix99  p  =  l,  2  ...  i 

JL  1  «' 

und  sonst  überall  endlich  bleibt,  so  besteht  zwischen  den  Periodici- 
tätsmoduln  dieser  beiden  Integrale  die  folgende  Relation: 
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— - -<£[<4fafl*a  +  2ÄQtnQ%+  ...+  M^-^P.'^i 

—  — ...  —  kg'Ajk'i»  mpl-  e'] 

— £[B9'p9u  —B9l'pgt  -  2Be%'p<?t-  ..  —WB^^pptA 
1 

—  £[b9l  v9l  +  2b9%  v9%  + . . .  + i?p  W  vp^  —  äp.Vp, 
i 

—  2b9%'(i9,  — . . .  ijp'Wp'fH^pO 

+  2[aQ  vg  —  b9l  v9l  —  26p,  vp,  — . . .  —  n9hv9  v9Vq\  (l2> 
'l1  ■ 


—  Cpt  iVp,  -  2Cq%  N9t  - . . .  -  e9C9cg  NQCq\ 

—2lDeQe>+D9lQel  +  2DQ%Q9%+...+d^ 

+2£E9l'R9l  +  2E9%'R9%  +  ...  +  ee'E9e(?<  Äpy 

—  Ee^,  —  2Eq%  Se%  — . . .  —  e9E9eQ  S9eQ~\ 
+  i  [Ee'Rg+Et/Rg,  +  2E9,'R9t+. . .  eg'Ege^R^'] 

—  1?  [£p<Sp  +  £p  ,5p,  +  2EQ%S9%  +  ...  egE^Sge^] 

Setzt  man  hierin  Ä,  — +  1,      =  — 1,         +  1,  2V  1  und 

alle  anderen  Coefficienten  der  Unstetigkeitsfunctionen  gleich  Null,  so 
wird  das  Integral  12,  (x)  nur  in  den  Punkten  x1  x?  unendlich  wie 

+  log  (x  —  x,),   —  log  (x — 

das  Integral  272(x)  nur  in  I,  £2  unendlich  wie 

+log(«5-{1)1  -log(*-fc) 

d.  h.  es  werden  zwei  Integrale  dritter  Gattung  mit  den  Unstctigkeits- 
punkten  xtxt  resp.  Für  diese  erhält  man  also 
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und  da 
ist,  so  wird 

ix  *i 

wenn  die  Integrationswege  weder  einen  Querschnitt  noch  auch  sich 
gegenseitig  schneiden. 

Aus  dieser  Beziehung  folgt  nun  der  Satz  von  der  Vertauschung 
von  Parameter  und  Argument  in  den  Normalintegralen  dritter  Gat- 
tung; die  Ausdrücke  für  deren  nicht  verschwindende  Periodicitäts- 
moduln,  von  den  Normaliutegralen  zweiter  Gattung  etc.,  können  ebenso 
aus  (12)  abgeleitet  werden. 

Wien  im  September  1881. 
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XVI. 

Miscellen. 


1. 

Die  FIXchen,  deren  sUmmtliehe  Normalen  eine  KugelflÄche 

bertthren. 

Diese  Flächen  sind  schon  lange  bekannt  *).  Ihre  Bestimmung 
geschieht  wohl  am  einfachsten,  wenn  man  zur  Integration  der  parti- 
ellen Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  die  genannte  Eigen- 
schaft der  Fläche  ausspricht,  die  Canch/sche  Integrationsmethode**) 
benutzt 

Es  sei  das  Centrum  der  Kugel  fläche  (0)  zum  Coordinatenanfangs- 
pnnkt  gewählt,  —  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche,  PA  ihre  Nor- 
male im  Punke  l\  A  der  Berührungspunkt  mit  der  Kugelfläche.  Man 
soll  ausdrücken,  dass  A^Oi'bei  A  rechtwinklig  ist  (AP=>  die  Ent- 
nung  der  Berührungsebene  von  P  vom  Punkte  0). 

Es  seien  xxxtxz  die  Coordinaten  von  P„  PiP*Ps  die  part  De 
rivirten  der  Function  f,  die  =  0  gesetzt,  die  Gleichung  der  Fläche 
giebt.    Es  sei  der  Radius  der  Kugelfläche  =  1  gesetzt.   Dann  be- 
steht die  Gleichung  für  die  gesuchte  Fläche: 

P.X-  M*  =  0  1) 

wo 


*)  Monge,  Application  de  l'Analyse  a  la  geomltrie ;  Ennepe  r,  Got- 
tinger Nachrichten  1872.  etc. 

•*)  Ca  ach  y,  Exercises  d' Analyse  etc.  Bd.  II.  Siehe  z.  B.  Imschc- 
netsk  y.  Sur  Immigration  etc.    Grunert  Arcbir  Bd.  50. 
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also  sind  die  Differentialgleichungen  der  charakteristischen  Linien 
der  Fläche: 

|5  =  xVi- Ms*,   ^  =  3fy,- Pxi  (i  =  1,  2,  3) 

wo  v  der  Parameter  einer  Linienschaar  auf  der  Fläche  ist,  und  die 
IntegrationsconBtanten  Functionen  eines  anderen  Parameters  (n)  [Pa- 
ameter  der  charakt  Linien]  sind. 

Hieraus: 

dP     _    dM  BX 

g;  =  0,   ^  =  P,  g^-2M 

Wir  können  P  =  1  annehmen,  denn  durch  passende  Wahl  des  Para- 
meters v  können  wir  setzen:  M=v\  denn  nach  der  Gleichung  1) 
folgt:  X~*  v*. 

Die  Gleichungen  der  Characterist.  Linien  sind  also 

Ü9H  o  typ* 

g-  =  tfy—vxi,         -  vpi-Xi  (t  =  1,  2,  3) 

also 

Die  Integrale  werden  also,  wenn  man  noch  die  Anfangswerte  (die  zu 
v  =  0  gehören  sollen)  als  Integrationsconstanten  einfuhrt: 

pt  =»  />*coso  —  Ztosinv 
dpi 

x%  —  vpi—  «g-  -=  ^  (v  cos  0 + sin  tO +**)(— »sin  t>  + cos«) 

da  aher  P=>  1  angenommen  wurde: 

&Vi  -  1 ;    ZP*io  =  1 ;    2**pn  =  0 

dazu  kommt  noch  nach  den  Principien  der  Cauchy'schen  Intcgrations- 
raethode  i 

Sx' *>  .pa  —  0. 

^io^w^so  bleiben  willkürliche  Functionen  von  n,  die  nur  der 
Gleichung  2z'2io  =  1  genügen  sollen.  Sie  repräscntiren  eine  belie- 
bige Curve  auf  der  Kugelfläche.  W'euu  man  n  als  Bogenlänge  dieser 
Curve  wählt,  zugleich  £x'*io  —  1  also 
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Pl  ro  *10 x 'so-  X' 80*30  0tc- 

Unter  diesen  Bedingungen 

*  =  ,pio(co8  t>  +  r  sin  v)  +  *io(—  x  sin  v + cos  t>)  =1,  2,  3) 

die  gesuchte  Fläche,  und 

pi  =  pto cos v  —  Avo8int>  (tal,  2,  3) 

die  Richtungscosinusc  der  Normale  im  Punkte  x^x^x^. 
Hieraus 

2xix'io  =  0,     £pix'io  =  0 

also  sind  die  Charakteristischen  Linien  Ebenencurven ,  gehen  ihre 
Ebenen  durch  das  Centrum  der  Kugelflüche  und  senkrecht  zur  Curve 
foo^o^so)  ~  UQd  längst  der  Charakt  Linien  sind  die  Normalen  der 
Curve  zugleich  Normalen  der  Fläche.  Daraus  folgt,  dass  die  Charakt. 
Linien  Kreisevolventen  sind,  und  die  Fläche  wird  erzeugt,  indem 
die  Spitze  der  Evolvente  die  Curve  (x^x^x^)  beschreibt,  während 
ihre  Ebene  senkrecht  zur  Curve  {x10  x^  x^)  bleibt. 

Die  sämmtlichen  Normalen  berühren  auch  noch  eine  zweite 
Fläche,  nämlich  die  Kegelfläche,  welche  durch  die  Ebenen 

xi  x'io + *i  x'to  +  xs  x'x>  =  0 

eingehüllt  wird. 

Klausenburg  1882  Januar. 
(Ungarn).  Dr.  Julius  Valyi. 


2. 

Harmonische  Teilung  und  consonlrender  Drei  kl  an  e. 

Wenn  der  Musiker,  auch  der  akustisch  gebildete ,  schlechthin 
vom  Dreiklang  spricht,  so  versteht  er  darunter  aussah  lies  .lieb  den 
consonirenden  Dreiklang:  Durdreiklang  und  Molldreiklan«,  Heide 
Accorde  sind  so  durchaus  voll  Consonanz,  das«  man'/nit  ihnen  vollkom- 
men befriedigend  scbliessen  kann.  Das  grossere  Haas  der  Befriedi- 
gung  kommt  dem  Durdreiklang  (in  enger  Lage  z.  B.  e  4  g )  zu,  weil 
er  eine  erhobene  Stimmung,  wogegen  der  MoiMreiklang  (z.  B.  e  ** 
g)  Niedergeschlagenheit  aasdrückt.  Die  Begründung,  warum  der  an 
vollkommensten  consonirende  Ac/;ord  grad*  au»  drei  •Tvhi'-dei 
Tönen  besteht  (denn  die  etwa  noch  hinzugefügte  Octa.<;  gilt  uur 
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Repetition  des  Gnmdtons  in  höherer  Lage)  überlassen  wir  dem 
Zahlenmystiker.  Soll  der  Accord  aber  einmal  aus  drei  verschiedenen 
Tönen  bestehen,  so  lässt  sich  beweisen,  dass  der  Durdreiklang  der 
vollkommenst  consonirende  Accord  sein  muss;  während  der  Molldrei- 
klang nur  dadurch  als  consonirender  Accord  nachzuweisen  ist,  dass 
er  aus  denselben  Elementen  wie  der  Durdreiklang  besteht.  Beide 
bestehen  in  obiger  enger  Lage  aus  Quinte,  grossen  und  kleinen  Terz, 
aber  im  Durdreiklang  liegt  die  grosse,  im  Molldreiklang  die  kleine 
Terz  unten. 

Es  ist  sattsam  bekannt,  dass  man  sich  von  der  Griechenzeit  her 
behufs  Ausmessung  der  musicalischen  Intervalle  des  Monochords  oder 
der  den  betreffenden  Tönen  zukommenden  Saitenlängen  bediente; 
nicht  jedem  Mathematiker  dagegen  ist  bekannt ,  dass  man  seit  etwa 
Anfang  vorigen  Jahrhunderts  angefangen  hat,  dieseu  Massstab  zu 
verlassen,  und  an  dessen  Stelle  die  den  betreffenden  Tönen  zukom- 
menden Schwingungsmengen,  in  neuerer  Zeit  die  denselben  zukom- 
menden Pulsmengen  gesetzt  hat.  Die  Vorzeit  kannte  die  Mittel  nicht, 
die  Schwiugungsmengen  zu  messen.  Dies  ist  vollkommen  erst  nach 
der  Entdeckung  der  Sirene  möglich  gewordeu.  Zweifelhaft  bleibt  es, 
ob  man  bei  allen  Arten  der  Tonerzeugung  von  Schwingungen  im 
eigentlichen  Sinne  sprechen  könne.  Unzweifelhaft  aber  ist  es  durch 
die  Sireue  in  Verbindung  mit  den  Helmholtz'schen  Untersuchungen 
geworden,  dass  die  Höhe  der  Töne,  mag  die  Form  der  Mitteilung 
sein,  welche  sie  wolle,  sich  nach  der  Anzahl  den  auf  den  Gehörsinn 
ausgeübten  secousses,  Stösse,  pulsus  oder  Pulse  bestimmt,  weshalb 
man  schliesslich  auch  die  den  Tönen  zukommende  Pulsmenge  als 
Massstab  der  Intervalle  angenommen  hat.  Man  sieht  leicht,  dass  der 
Massstab  von  dem  äusseren  tonerzeugendem  Körper,  (der  Saiteii- 
länge)  durch  das  vom  Ton  in  Bewegung  gesetzte  Medium  (Schwin- 
gungsmenge) zu  der  unmittelbaren  physiologisch  -  psychologischen 
Wirkung  des  Tons  auf  den  Menschen  (Pulsmenge)  vorgedrungen  ist 
und  erst  mit  dieser  Erkenntniss  rechtfertigt  sich  vollkommen  der 
Satz  Leibnitz's,  dass  die  Musik  eine  unbewusste  Arithmetik  der 
Seele  sei. 

Nun  passt  aber  alles  dasjenige  nicht  mehr,  was  man  in  den 
Lehrbüchern  bei  Gelegenheit  der  harmonischen  Proportion  und  Tei- 
lung über  die  Anwendung  derselben  auf  die  Musik  vorzutragen  pflegt 
Beschränkte  man  sich  zur  Erklärung  der  Bezeichnung:  „harmonisch4' 
auf  die  rein  geschichtlich  gehaltene  Anmerkung,  dass  man  früher, 
so  lange  die  Saitenlänge  als  Massstab  der  Intervalle  galt ,  von  jener 
Proportion  und  Teilung  in  der  Harmonie  Gebrauch  gemacht  habe,  so 
möchte  die  Sache  angehen,  allein  meistenteils  ist  die  Bemerkung  so 
gefasst,  dass  der  Glaube  erweckt  wird,  als  ob  das  frühere  Verfahren 
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noch  jetzt  Geltung  habe,  und  deshalb  wird  der  mathematisch  gebil- 
dete Musiker  der  Neuzeit  stets  mit  grossem  Erstauneu  wahrnehmen, 
dass  sein  non  plus  ultra  von  Consonanz:  der  Durdreiklang  auf  der 
complicirteren :  der  harmonischen  Proportion  beruhen  soll,  wahrend 
dann  consequent  die  von  jener  abgeleitete  Consonanz :  der  Molldrei- 
klang auf  der  einfachsten  und  natürlichsten:  der  arithmetischen  Pro- 
portion beruhen  müsste. 

Schon  Gladny,  der  auf  dem  Standpunkt  der  Schwingungsmenge 
stand,  hat  in  seiner  Akustik  §§  8.  28.  aufmerksam  gemacht,  dass  die 
den  Tönen  zukommenden  Saitenlängen  des  Monochords  in  umgekehrtem 
Verhältnisse  zu  den  Schwingungsmengen  stehen. 


Saitenlängen:  1    4   i    i     i  i 

Schwingungsmengen:    1    2    :\    5    i£    1}  1J. 

Auf  den  Durdreiklang  in  enger  Lage  augewandt: 

Grundton      Terz  Quint 
Saitenlänge:  1  J  J 

Schwingungsmenge:  1  }  J    oder   4   5  6. 

Es  ist  klar,  dass  die  Saitenlängen  als  Linien  eine  räumliche 
stetige  harmonische  Proportion  mit  4  harmonischen  Punkten  ergeben. 
Die  Saitenlänge  des  Grundtons  sei  AD',  der  Terz  AC  und  der  Quinte 
AB.   Dann  ist: 

(AD  —  AC):(AC—  AB)  =  AD :  AB 
CD  .CB  =  AD  .  AB 
— 1)  =  1:| 

Dass  die  umgekehrten  Werte  jener  harmonischen  Proportion,  also : 

i  i  \ 

eine  arithmetische  Proportion  bilden  müssen,  sagt  bereits  ein  all- 
gemeiner Satz. 

Die  Schwingungs-  oder  Pulsmengen  (denn  in  der  Quantität  sind 
beide  gleich)  des  Durdreiklangs  bilden  demnach  eine  stetige 
arithmetische,  nicht  eine  harmonische  Proportion,  und  das  ist 
für  die  Neuzeit  die  allein  richtige  Auffassung. 

Solches  ist  auch  schon  öfter  in  der  Akustik  bemerkt 
tont,  ohne  angemessenen  Zutritt  in  die  mathematischen 
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zu  finden.  Weniger  hat  man  auch  in  der  Akustik  bemerkt  oder  be- 
tont, das9  nunmehr  der  Molldreiklang  eine  stetige  harmoni- 
sche Proportion  bildet.  Die  Vorzeit  hat  sich  auf  Betrachtung  des 
Molldreiklangs  gar  nicht  eingelassen,  sie  hätte  sonst  finden  müssen, 
dass  er  nach  den  Saitenlängen: 

1   *  i 

eine  stetige  Proportion  bildet.  Nach  den  Pulsmengen  bildet  er  die 
Reihe : 

i  i  5 

oder  in  kleinsten  ganzen  Zahlen: 

10   12  15, 

er  würde  sich  z.  B.  in  der  Tonleiter  von  edur,  wenn  also  c  —  1 
oder  verdoppelt  =  2,  4,  8  gesetzt  würde,  sich  am  natürlichteu  auf 
den  Terz  des  Grundtons  als:  e  g  h  entwickeln.  Die  Reihe  10  12  15 
aber  bildet  eine  stetige  harmonische  Proportion. 

(15  — 12):  (12-10)=  15:10. 

So  ist  Alles  in  Ordnung.  Dem  aller  vollkommenst  consonirenden 
Durdreiklang  kommt  die  aller  einfachste  arithmetische,  dem  weniger 
vollkommen  consonirenden  Molldreiklang  die  verwickeitere  harmoni- 
sche Proportion  oder  Teilung  zu.  Die  Consonanz  des  letzteren,  über 
deren  Begründung  man  oft  gestritten  hat,  findet  damit  eine  genügende 
theoretische  Erklärung. 

Was  die  geometrische  Proportion  anbetrifft,  so  kann  sie  bei 
keinem  durch  die  Natur  gegebenen  Accorde  angewaudt  werden,  da- 
gegen findet  sie  ihre  unerlässliche  Anwendung  bei  Berechnung  der 
ür  unsere  Musik  mit  ihrer  reichen  Modulation  notwendigen  gleich- 
schwebenden Temperatur.  Und  wenn  diese  einmal  besteht,  so  stellen 
sich  die  beiden  s.  g.  dissonirenden  Dreiklänge  verminderter  und 
übermässiger,  als  stetige  geometrische  Proportionen  dar. 

Dem  Verfasser  kommt  es  hier  nur  darauf  au,  dazu  beizutragen, 
dass  bei  Gelegenheit  der  Besprechung  der  harmonischen  Proportion 
und  Erklärung  ihres  Namens  in  den  Lehrbüchern  ihre  frühere  Ver- 
wendung für  die  Musik  genau  geschieden  werde  von  ihrer  heutigen 
Verwendbarkeit,  welcher  letzteren  auch  bei  jeuer  Gelegenheit  endlich 
ihr  gebührendes  Recht  geschehen  muss. 

Hannover.  Schnell,  Dr. 
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S.  228.  fehlt  beim  2ten  Absätze  die  Bezugnahme  auf  Fig.  6.; 
S.  231.  bei  §  8.,  1)  auf  Fig.  10.;  S.  232.  bei  3«)  auf  Fig.  11.; 
SL  233.  bei  3e)  auf  Fig.  12.  —  S.  282.  Z.  7.  lies:  BF  statt  CF  und 
S.  334.  Z.  9.  lies :  CJK  statt  HJK. 


3. 

Beitrag  zur  Lösung  von  Gleichungen  hohem  Grades. 

In  folgender  Weise  lässt  sich  aH+5n  für  constante  a+*  nach 
Potenzen  von  ab  entwickeln.  Nach  dem  binomischen  Satze  hat  mau 
zunächst : 

p-n-i /n\ 

Davon  substrahirt 

p=»-1  (n  —  2\ 

giebt  als  zweiten  Rest: 

p-n-2  n  /n  —  2\ 

Davon  subtrahirt 


2    v    9  v    '    '  p=2 
giebt  als  dritten  Rest: 


P=""3  n  (n—p  —  1\  /«  — 3\ 

Fährt  man  so  fort,  so  findet  man  nach  Subtraction  von 

-(-1)*  (n""l7  2)  W(«+Ä)""2fl 
als  (q+  l)ten  Rest: 

ein  Ausdruck,  der  verschwindet,  sobald  q+1  den  Wert  "  übersteigt. 
Folglich  ist 
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a»  +  &n  _  X(—l)f  5  (£_j)(oft)»(«+*)"-% 

Das  Resultat  der  jedesmaligen  Subtraction  der  Coeffioienten  von 
a*-Pbp  hat  sich  aus  der  Relation 

n/n  —  p  — *\/n  —  3\      n/w — 9 — *\  /n — ^<A 

_  n  /u  —    — 1\  /«  —  ^  —  1\ 

ergeben,  welche  nach  Zerlegung  der  Binomialcoefticienten  in  ihre 
Factoren  sich  sofort  bestätigt. 

Specielle  Resultate  der  gefundenen  Entwicklung  sind: 
a*+&*  =  (a-|-£)2_  2ab 
03+&a  -  (a+b)*—Zab(a+b) 
a*  +  b*  —  («+*)<  — 4a£(a+&)*  +  2(aÄ)* 
«Ä  +  Äö  =  (a  +  b)b  —  bab(a+b)*+b(ab)*(a  +  b) 
a«+Äß  -  (o  +  6)6— 6a*(«  +  6)*  +  9(aÄ)8(a+*)8  — 2(0^)^ 

Sind  die  Gleichungen 

z+y=p\    x*-\-yn  —  q 

gegeben,  so  lassen  sie  sich  mit  Anwendung  obiger  Formel  lösen  für 
n  —  1,  2  ...  9.  Im  letzten  Falle  erhält  man  nämlich  in  Bezug  auf 
xy  eine  Gleichung  4.  Grades. 

Hamburg,  im  April  1882. 

Th.  Sinram. 
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XVII. 

Ueber  diejenigen  Functionen  von  sechs  Variabein, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  bei  Vertauschung 

derselben  nur  sechs  verschiedene  Werte 
anzunehmen,  ohne  in  Bezug  auf  fünf  derselben 

symmetrisch  zu  sein. 

Von 

Otto  Dziobek. 


Dass  es  solche  Functionen  giebt ,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass 
man  ein  dreimal  transitives  System  von  Substitutionen  bilden  kann, 
6! 

welches  ~  —  120  Substitutionen  umfasst.    In  den  folgenden  Zeilen 

sind  die  einfachsten  Formen  für  diese  Functionen  aufgestellt  und 
zwei  Anwendungen  von  denselben  gemacht  worden.  Mit  Hülfe  der- 
selben kann  man  die  Invarianten  der  binären  Formen  sechsten 
Grades  darstellen.  Durch  Vervollkommung  der  Methode  muss  es 
möglich  sein,  die  Darstellung  der  Invarianten  und  Covariauten  der 
binaren  Formen  jeden  Grades  unabhängig  von  der  gewöhnlich  be- 
nutzten symbolischen  Formen  zu  geben,  sobald  die  Theorie  der  Sub- 
stitutionen für  eine  ebenso  grosse  Elementenzahl  entwickelt  ist.  — 
Ferner  habe  ich  den  Zusammenhang  der  Theorie  des  Pascal'schen 
Sechsecks  mit  diesen  Functionen  klargelegt  und  gezeigt,  wie  sich  die 
Eigenschaften  desselben,  von  dieser  Seite  betrachtet,  in  der  natür- 
lichsten Weise  ergeben. 

§  I. 

Sind  04,  cs,  o,,  o4,  a5,  o6  6  beliebige  Grössen  und  («x,  ax)  eine 
beliebige  symmetrische  Function  der  Grössen  a«,  o;.,  so  nimmt  der 
Ausdruck 
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((«1,  «*)>    («3*  ÖJ>    («5i  «6)). 

welcher  eine  symmetrische  Function  der  drei  Grössen  (a„  a,),  (os,  cr4), 
(«6,  «e)  bezeichnet,  15  verschiedene  Werte  an.  Bildet  man  nun  den 
Ausdruck 

(((a„(r2)  (as,«4)  («5,  a6))  ((ox,  o6)  («4,  «5)  («s,  «2»  («11  «s)(«4i  «öX«*  «s)) 
((«1,  «ö)(«4>  «i)(«si  «e))((«i,  «*)(«*  «s)(«8>  «ö)) )  - 

welcher  wieder  eine  symmetrische  Function  der  fünf  Klamraergrössen 
bedeutet,  so  erhält  derselbe  bei  allen  möglichen  Vertauschungen  der 
Indices,  wie  in  der  Theorie  der  Substitutionen  bewiesen  wird,  sechs 
von  einander  verschiedene  Werte. 

Die  120  Substitutionen,  welche  dieser  Ausdruck  zulässt, 
folgende: 

1)  die  identische  Substitution. 

2)  15  regelmässige  Substitutionen ,  von  denen  jede 
2  Transpositionen  besteht,  nämlich: 

(12)  (34),  (34)  (56),  (56)  (12);  (16)  (45),  (45)  (32),  (32)  (16); 

(13)  (46),  (46)  (25),  (25) (13);    (15)  (42),  (42)  (36),  (36(15); 

(14)  (26),  (26)  (35),  (35)  (14). 

3)  20  regelmässige  Substitutionen,  von  denen  jede  ans 
zwei  Cyklen  von  drei  Elementen  besteht,  nämlich: 
(135)  (246);  (531)  (642);  (134)  (625);  (431)  (526);  ...  u.  s.  w. 

4)  24  cyklische  Substitutionen  5ter  Ordnung,  nämlich: 
(23564);  (34615);  (45126);  (56231);  (61342);  (12453) 

und  die  zweite,  dritte  und  vierte  Potenz  jeder  dieser  Sub- 
stitutionen. 


5)  30  cyklische  Substitutionen  vierter  Ordnung,  nämlich: 
(1324);  (4231);  (3546);  (6453);  (5162);  (2615)  ...  u.  8.  w. 

6)  10  regelmässige  Substitutionen,  von  denen  jede  aus 
drei  Transpositionen  besteht,  nämlich: 

(12)  (35)  (46);    (12)(36)(45);    (15)  (26)  (34);    (16)  (25)  (34); 

(13)  (24)  (56);  (14)(23)(56);  (16)  (35)  (24) ;  (14)  (36)  (25); 
(13)  (26)  (45);   (15)  (64)  (32). 

7)  20  cyklische  Substitutionen  sechster  Ordnung, 
(123456) ;  (163245) ;  (124365) ;  (162354) ;  (126534) ;  (134652): 
(132546);  (142635);  (152463);  (146253) 

.  und  die  fünfte  Potenz  jeder  dieser  Substitutionen. 
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Die  Substitutionen  der  Nummern  1),  2),  3),  4),  deren  Anzahl 
=•  60  ist,  sind  einer  geraden  Anzahl  von  Transpositionen  aequivalent; 
sie  bilden  daher  ebenfalls  ein  conjugirtes  System. 

Die  sechs  verschiedenen  Werte,  welche  oben  definirte  Function 
annimmt,  sind,  wenn  der  Kürze  wegen 

W»l«fc)(B**4)(«S«fc)) 

mit 

(12,  34,  56) 

u.  s.  w.  bezeichnet  wird: 

((12,  34,  56)(16,  54,  32)(13,  46,  25)  (15,  42,  36) 
(14,  26,  35)) 

((12,  34,  56)  (26,  54,  31)  (23,  46,  15)  (25,  41,  36) 
(24,  16,  35)) 

((32,  14,  56)  (36,  54,  12)  (31,  46,  25)  (35,  42,  16) 
(34,  26,  15)) 

((42,  31,  56)  (46,  51,  32)  (43,  16,  25)  (45,  12,  36) 
(41,  26,  35)) 

((52,  34,  16)  (56,  14,  32)  (53,  46, 12),  (51,  42,  36) 
(54,  26,  31)) 

«62  ,  34  ,  51)  (61,  54  ,  32)  (63  ,  41,  25)  (65  ,  42,  31) 
(64,  21,  35)) 

Man  sieht,  dass  je  zwei  dieser  Functionen  eine,  aber  auch  nur 
eine  Klammer  gemeinsam  haben.  Jede  der  sechs  Functionen  giebt 
Anlass  zu  einem  conjugirten  System  von  Substitutionen,  welches  dem 
in  I.  angefahrten  ähnlich  ist.  Um  nun  diejenigen  Substitutionen  zu 
finden,  welche  zweien  dieser  Systeme,  z.  B.  dem  aus  B\  und  Bu  her- 
vorgehenden gemeinschaftlich  sind,  hat  man  nur  diejenigen  in  I.  an- 
geführten Substitutionen  zu  wählen,  welche  den  Ausdruck 

(12,   34,  56) 

den  beide  Functionen  gemeinschaftlich  haben,  unverändert  lassen. 
Es  sind  dies  folgende  24  Substitutionen: 

1)  die  Einheit. 

2)  (12)  (34),  (34)  (56),  (56)  (12). 

3)  (1324),  (1423),  (3546),  (3645),  (5162),  (5261). 

4)  (12)(35)(46),     (12)(36)(45),     (34) (51) (62);     (34) (52) (61), 
(56)  (13)  (24),  (56)  (14)  (23). 

5)  (135)  (246);  (531)  (642);  (136)  (245),  (631)  (542),  (352)  (461), 
(253)  (164),  (514)  (623),  (415)  (326). 
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Die  übrigen  24  Substitutionen,  welche  den  Ausdruck  (12,  34,  56) 
ebenfalls  unverändert  lassen,  haben  die  Eigenschaft,  Bj  in  Bu  und 
Bu  in  Bi  überzuführen,  wie  daraus  folgt,  dass  dieselben  durch  Mul- 
tiplication  obiger  24  Substitutionen  mit  der  Transposition  (12)  ent- 
stehen, welche  Transposition  die  Eigenschaft  hat,  Bj  in  Bu  und  Bn 
in  Bi  überzuführen.  Daraus  folgt,  dass  eine  beliebige  symmetrische 
Function  von  Bj  und  Bjj  die  Form  hat 

{{«!  c2){a8o4j{a5cf6}} 

wobei  die  geschweiften  Klammern  wieder  symmetrische  Functionen 
anzeigen. 

Da  nun  der  Ausdruck 

(12,   34,  56) 

rational  durch 

und  die  symmetrischen  Functionen  der  a  ausgedrückt  werden  kaun, 
(da  beide  dieselben  Substitutionen  zulassen),  so  folgt,  dass  man 
setzen  kann: 

[BjBn']  =  (12,  34,  56)  =  (K  a,)  (cr3  a4)  (ab 

wo  [Bi  Bjj]  eine  symmetrische  Function  von  Bi  und  Bn  bedeutet, 
in  deren  Coofficientcn  symmetrische  Functionen  der  a  enthalten  sind. 
Combinirt  man  auf  diese  Weise  alle  B,  so  erhält  man  das  folgende 
System  von  Gleichungen: 

[BiBii]  =  ((of1of2)(a3a.)(a6«6)) 
[BiBni]  =  ((ofi«s)(of4Cf6)(o2of6)) 
[BiBn]  =  ((a1«4)(ff,«6)(flf8or5)) 
[BjBy]  -  (K«5)  («4«8)  (oaa6)) 
[BiBvi]  —  ((a:ff6)(o5«4)(as0fi)) 
[BiiBw]^  ((o3«6)  (cr4a8)  (cfjCf,)) 
[BjiBir]—  ((df6«4)(a5aj)(a2of8)) 

[BllBv']  «=  ((«5«4)(«20f6)(«S°l)) 
[^//J?r/]  =  ((«6C3)  («4«l)  («««5)) 
((«^  (alai)  (°SÄ6)) 

[Z*///.Bf]  =  ((«6a5)  («joj  (o8Cf,)) 
[ff/j/if  r/]=  ((«6«,)  (or3a4)  (of^)) 
[BjyBv]  =  ((a5a2)(a3or4)(flr6cr,)) 

[BjvBvi]  —  ((«5o6)  («4°«)  («s«i)) 
[Br^r/]  ((a4o6)(a,o,)(a3ef5)) 
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Aus  diesen  Formeln  folgt  z.  B. 
\[BIBn\lBmBn'][BvBvi\\ 

H  ((«1«*)  («3«*)  («5*6))  ((«l«a)  («3«6)  («4*5))  («1«*)  («8a5)  («4«e))  ! 

wo  die  geschweiften  Klammern  wieder  eine  symmetrische  Function 
andeuten  sollen. 

Aus  der  Form  des  Ausdrucks  rechts  geht  sofort  hervor,  dass 
man  ihn  als  eine  symmetrische  Function  von  ax  und  a9  ansehen 
kann,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen  der  a  sind,  und 
hieraus  folgt,  dass  man  setzen  kann: 

Ganz  ähnlich  erhält  man  noch  14  andere  Formeln,  welche  mit 
der  obigen  zusammen  ein  System  bilden,  welches  man  aus  III.  er- 
hält, wenn  man  den  Buchstaben  a  mit  dem  Buchstaben  £,  die  ara- 
bischen mit  den  lateinischen  Ziffern  und  die  runden  mit  den  eckigen 
Klammern  vertauscht.  Nun  folgt  aus  dem  System  III.  das  System  IL, 
daher  erhält  man  auch  aus  II.  ein  richtiges  Formelsystem,  wenn  man 
a  mit  B,  die  arabischen  mit  den  lateinischen  Ziffern  und  die  runden 
mit  den  eckigen  Klammern  vertauscht. 

Man  erhält  daher  das  Resultat,  dass,  wenn  man  die  symmetri- 
schen Functionen  der  «  als  bekannt  voraussetzt,  die  Auflösungen  der 
Gleichungen  II.  nach  den  a  durch  Formeln  von  ganz  ähnlichem  Bau 
geliefert  werden. 

Die  Beziehung  der  a  zu  den  B  ist  daher  mit  einem 
Worte  eine  reeiproke. 

§11.  . 

Wendet  man  in  den  Gleichungeen  II.  eine  Vertanschung  der 
arabischen  Ziffern  an,  so  wird  diese  Substitution  eine  Vertauschuug 
der  Grössen  Bj,  Bji  u.  s.  w.  zur  Folge  haben,  d.  h.  eine  und  nur 
eine  Substitution  der  lateinischen  Ziffern.  Da  nun  die  a  rational 
durch  die  B  ausgedrückt  werden,  so  kann  auch  umgekehrt  eine  Sub- 
stitution der  arabischen  Ziffern  nur  einer  Substitution  der  lateinischen 
Ziffern  entsprechen.  Daraus  folgt,  dass  die  sämmtlichen  Substitutio- 
nen S  der  arabischen  Ziffern  den  sämmtlichen  Substitutionen  U  der 
lateinischen  Ziffern  in  der  Weise  entsprechen,  dass  je  einer  Substi- 
tution S  eine  und  nur  eine  Substitution  IT  und  umgekehrt  entspricht 
Wendet  man  auf  das  System  II.  zwei  Substitutionen  der  arabischen 
Ziffern  hintereinander  an,  so  wird  dadurch  eine  Vertauschung  der  B 
herbeigeführt,  welche  derjenigen  Substitution  der  lateinischen  Ziffern 
äquivalent  ist,  die  aus  der  Zusammensetzung  der  den  beiden  obigen 
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entsprechenden  gebildet  wird;  d.h.  dem  Producte  irgend  zweier  Sub- 
stitutionen S  entspricht  das  Product  der  entsprechenden  U. 

Man  erhält  zu  den  Transpositionen  der  lateinischen  Ziffern  die 
entsprechenden  12  Substitutionen  der  arabischen  Ziffern,  wenn  man 
in  III.  statt  [BjBn],  [Bißui]  u.  s.  w.  die  Transpositionen  {I  II), 
(I  III)  u.  s.  w.  und  rechts  statt  der  Grössen  {{axaj  (a5a4)  (a5<%) 
u.  s.  w.  die  Substitutionen  (12)  (34)  (56)  u.  s.  w.  setzt.  Hieraus  kann 
man  daun,  da  jede  Substitution  in  Transpositionen  zerlegt  werden 
kann,  zu  jeder  Sustitution  der  lateinischen  Ziffern  die  entsprechende 
Substitution  der  arabischen  Ziffern  finden. 

So  erhält  man  z.  B. 

(I  II) (III  IV) (V  VI)  =  (12) (34) (56) (12) (36) (45) (12) (46) (35) 

=  (12)3(34)(56)(36)(46)(46)(35) 

oder  da 

(12)3  _  (12)?  (34)  (56)  (36)  (45)  (46)  (35)  ~  1 
(12)  =  (/  II)(IUIV)(V  VI). 

Auf  diese  Weise  erhält  man  auch  die  Transpositionen  der  ara- 
bischen Ziffern  durch  Substitutionen  der  lateinischen  Ziffern  ausge- 
drückt und  zwar  durch  Formeln,  die  aus  den  vorigen  durch  Ver- 
tauschung der  lateinischen  mit  den  gleich  grossen  arabischen  Ziffern 
hervorgehen,  wie  unmittelbar  aus  den  früheren  Bemerkungen  folgt 

Denken  wir  uns  nun  jede  Substitution  S  der  arabischen  Ziffern 
mit  der  entsprechenden  Substitution  U  der  lateinischen  Ziffern  durch 
ein  Gleichheitszeichen  verbunden,  so  erhält  man  ein  System  A  von 
720  Gleichungen. 

Es  sollen  nun  alle  diejenigen  Substitutionen  gefunden  werden, 
welche  diese  symbolischen  Gleichungen  im  Complex  in  sich  selbst 
überführen,  falls  man  dieselben  in  beiden  Substitutionen  links  und 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  anwendet,  wobei  unter  Anwendung 
einer  Substitution  auf  eine  andre  diejenige  Substitution  versteht, 
welche  man  erhält,  wenn  man  in  den  Buchstaben  der  anderen  die 
erste  Substitution  ausführt,  ohne  die  Form  derselben  zu  ändern. 
Ist  Tt  die  erste ,  T%  die  zweite  Substitution ,  so  ist  die  resultirende 
Substitution 

Zunächst  ist  klar,  dass  das  System  A  in  sich  selbst  übergeht, 
wenn  man  links  irgend  eine  Substitution  der  arabischen  Ziffern  und 
rechts  die  entsprechende  der  lateinischen  Ziffern  auwendet,  denn 
seien  £<,  und  U0  dieselben  und  S  und  U  irgend  zwei  andere  ent- 
sprechende, so  ist: 
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s  -  u 

S0  -  ü0 

und  daher 

Man  kann  sich  aber  auch  so  ausdrücken:  das  Product  zweier 
entsprechenden  Substitutionen  Sq  U0  hat  die  Eigenschaft,  das  System 
A  der  720  symbolischen  Gleichungen  in  sich  selbst  überzuführen; 
denn  links  wird  natürlich  blos  die  Substitution  S0,  rechts  blos  U0 
zur  Anwendung  kommen.  Man  erhält  auf  diese  Weise  720  Substi- 
tutionen V  von  der  Form  S  U.  Sie  bilden  ein  conjugirtes  System, 
denn  sind  Sq  U0  und  Sl  Ut  zwei  derselben,  so  ist,  da  der  Substitution 
S0S1  die  Substitution  U0  J7,  entspricht,  auch  SQS11  ü0  L\  oder  S0  U0y 
S,  Ux  eine  von  ihnen. 

Dieses  conjugirte  System  ist  intransitiv,  da  die  lateinischen  Zif- 
fern wieder  durch  lateinische  und  die  arabischen  durch  arabische 
ersetzt  werden. 

Sind  Sq  und  Di  zwei  nicht  entsprechende  Substitutionen,  so  kann 
die  Anwendung  der  Substitution  Sq  Ut  auf  das  System  A  dasselbe 
nicht  in  sich  selbst  überführen,  denn  sind  S  und  U  irgend  zwei  ent- 
sprechende Substitutionen,  so  würde  sein 

SqSSq-1  =  ut  uur1 

oder,  da 

SqSSq-i  -  UqUUq-i 

ut  uur1  -  UqUUq-i 

<L  h.  die  Anwendung  der  Substitution  UQ  sowol  als  die  von  Ut  führte 
jede  Substitution  U  in  ein  und  dieselbe  Substitution  über,  was  nur 
dann  möglich,  wenn  U0  =  Ui  wäre. 

Wenn  also  noch  Substitutionen  vorhanden  sind,  die  auf  die 
Gleichungen  A  angewendet,  dieselben  im  Complex  in  sich  selbst  über- 
führen, so  müssen  dieselben  die  Eigenschaft  haben,  auch  lateinische 
mit  arabischen  Ziffern  zu  vertauscheu.  Ja,  es  ist  sogar  notwendig, 
dass  dann  sämmtliche  arab.  durch  lateinische  Ziffern  und  umgekehrt 
vertauscht  werden,  weil,  wenn  ein  Teil  der  arabischen  Ziffern  durch 
arabische  und  ein  anderer  durch  lateiuische  Ziffern  ersetzt  würde, 
eine  Substitution  &,  die  alle  arabischen  Ziffern  versetzt,  in  eine  andre 
Substitution  verwandelt  würde,  die  sowol  lateinische  als  arabische 
Ziffern  versetzt. 

Sind  nun  Wt  und  W9  irgend  zwei  solche  Substitutionen,  so  hat 
das  Product  \\\  ir„.  da  durch  die  ersten  irgend  eine  arabische  Ziffer 
in  eine  lateinische  Ziffer  und  durch  die  zweite  diese  lateinische  in 
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eine  arabische  Ziffer  verwandelt  wird,  und  umgekehrt,  die  Form  517, 
wo  5  nur  arabische,  U  nur  lateinische  Ziffern  versetzt  Und  zwar 
messen  S  und  U  entsprechende  Substitutionen  sein,  da,  wenn  Wt  und 
W$  beide  das  System  A  in  sich  selbst  überführen,  auch  Wl  W,,  d.  h. 
S  U  diese  Eigenschaft  hat 

Es  ist  nun 

wx  Wt  -  S  ü 

daher 

d.  h.  irgend  eine  Substitution  Wx~l  giebt  mit  sämmtlichen  Substi- 
tutionen SU  multiplicirt ,  alle  Substitutionen  W,  so  dass  also,  wenn 
eine  Substitution  W  vorhanden  ist,  im  Ganzen  720  solcher  existiren. 

Nun  gehen,  wie  früher  gezeigt,  die  720  Gleichungen  A  im 
Complex  in  sich  selbst  über,  wenn  man  die  arabischen  mit  den 
gleichgros8en  lateinischen  Ziffern  vertauscht,  d.  h.  eine  der  Substi- 
tutionen W  ist  die  Substitution 

(1  7)(2  //)(3  III) (4  IV)  (5  F)(6  VI) 

und  somit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen. 

Man  kann  auf  720  verschiedene  Weisen  die  arabischen  mit  den 
lateinischen  und  die  lateinischen  mit  den  arabischen  Ziffern  vertau- 
schen, ohne  dass  das  System  A  der  720  Gleichungen  sich  ändert. 

Diese  Substitutionen  W  bilden  mit  den  obigen  720  zusammen 
ein  einmal  transitives  System  von  1440  Substitutionen  von  12  Ele- 
menten, und  zwar  ist  jede  dieser  Substitutionen  einer  geraden  Anzahl 
von  Transpositionen  äquivalent  Denn  da  zwei  entsprechende 
Substitutionen  S  und  U  entweder  beide  gerade  oder  ungerade  sind, 
so  ist  ihr  Product  SU  gerade.    Da  ferner  die  Substitution 

io  —  (1  7)(2  II)  (3  ///)(4  IV)  (5  F)(6  VI) 

gerade  ist  und  die  übrigen  Substitutioen  W  aus  dieser  durch  Multi- 
plication  mit  den  Substitutionen  SU  entstanden  sind,  so  sind  alle 
Substitutionen  W  gerade. 

Unter  den  Substitutionen  W  giebt  es  ausser  der  obigen  w  noch 
35  andere,  welche  ebenfalls  aus  6  Transpositionen  bestehen. 

In  unseren  Entwickelungen  haben  wir  eine  der  6  Functionen  B, 
nämlich  diejenige,  welche  mit  Bj  bezeichnet  wurde,  der  Variabein  at 
entsprechen  lassen;  die  den  Vambelu  rr2,  as,  «4,  cr5,  a6  entsprechen- 
den wurden  aus  Bi  gefunden,  indem  man  in  Bi  erst  «x  mit  <*,,  dann 
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ffj  mit  a,  u.  s.  w.  vortäuschte.  Alsdann  war  die  Beziehung  zwischen 
den  o  und  den  entsprechenden  B  eine  reeiproke. 

Benken  wir  uns  in  dem  System  II.  irgend  eine  Substitution  S 17, 
wo  S  und  U  entsprechende  Substitutionen  der  arabischen  und  latei- 
nischen Ziffern  sind,  gemacht,  wodurch  dasselbe  in  sich  selbst  über- 
geht, so  wird  die  Ziffer  1  durch  eine  der  6  arabischen  Ziffern  er- 
setzt. Sie  sei  1;.  Ferner  wird  Bj  in  eine  andere  (oder  dieselbe) 
der  Functionen  der  6  Variabein  a  verwandelt  werden ,  d.  h.  die  Ziffer 
/  wird  durch  eine  andere  V  (die  auch  =  I  sein  kann)  ersetzt,  wie 
sie  unmittelbar  durch  U  gegeben  ist.  Analog  wie  vorher  werden  wir 
also  den  übrigen  Variabein  a  diejenigen  Werte  B  entsprechen  lassen 
können,  die  aus  Bj'  entstehen,  indem  man  die  Ziffer  V  der  Reihe 
nach  mit  den  übrigen  arabischen  Ziffern  vortauscht,  —  ohne  dass 
die  Reciprocität  zwischen  den  «  und  den  ihnen  jetzt  entsprechenden 
B  aufgehoben  wird;  d.  h.  man  erhält  aus  dem  System  II.  ein  rich- 
tiges System,  wenn  man  die  a  mit  den  ihnen  jetzt  entsprechenden  B 
und  zugleich  die  eckigen  mit  den  runden  Klammern  vertauscht. 

Die  hierdurch  erhalteno  Substitution  TT,  in  die  die  vorige 

tr  =  (l  I){2  II)  (3  ///)  (4  IV)  (5  K)(6  VI) 

übergeht,  ist: 

W  <=  SUw  u-is-* 

Da  man  nun  für  1'  irgend  eine  der  arabischen  und  für  /'  irgend 
eine  der  lateinischen  Ziffern  setzen  kann,  so  erhält  man  auf  diese 
Weise  im  Ganzen  6  X  6  =  36  Substitutionen  W,  von  denen  jede  aus 
6  Transpositionen  besteht. 

Man  erhält  Nichts  Neues  durch  Anwendung  einer  der  720  Sub- 
stitutionen W  auf  tr.  Denn  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Substi- 
tution ist: 

WvcW-1 

Nun  ist,  wie  früher  bewiesen, 

W=  S  Ute 

wo  S  und  17  entsprechende  Substitutionen  sind,  also 

%p  =  8  Uwww-1  U~l  S-1 
=  SUw  U~l S~l 

also  eine  von  den  früheren  36  Substitutionen. 

Dass  es  ausser  diesen  36  Substitutionen  W  nicht  noch  eine  an- 
dere Substitution  W  geben  kann,  die  ebenfalls  aus  6  Transpositioneu 
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Es  Bei  W  eine  solche  Substitution.  Durch  Anwendung  Ton  W 
auf  U  geht  w  in  eine  Substitution  Wx  über ,  welche  gefunden  wird 
durch  die  Formel: 

Wx  —  W'wW 

Wt  ist  nach  dem  Früheren  eine  von  den  oben  definirten  36  Substi- 
tutionen. Da  nun  W  ebenfalls  aus  6  Transpositionen  besteht,  von 
denen  jede  eine  arabische  und  eine  lateinische  Ziffer  enthält,  so  ist 
durch  Ws  die  Substitution  W  bestimmt,  denn  wenn  man  2  verschie- 
dene Werte  für  W  einsetzt,  so  werden  auch  die  Werte  für  W  ver- 
schieden ausfallen.  Aus  der  letzten  Bemerkung  folgt  aber,  dass 
durch  die  36  Substitutionen 

WwW 

wo  W  eine  der  oben  genannten  36  Substitutionen  ist,  diese  36  Sub- 
stitutionen W  wieder  erzeugt  werden.   Also  hat  man  auch 

Wx  =  W2wWt 

wo  Wf  eine  dieser  Substitutionen  ist.   Es  müsste  also  sein 

d.  h.  W  wäre  eine  der  36  Substitutionen,  was  der  Annahme  wider- 
spricht. 

Es  giebt  daher  daher  in  der  Tat  nur  36  Substitutionen,  und  sind 
wir  berechtigt,  folgenden  Satz  auszusprechen: 

Man  kann  die  o  den  B  auf  36  verschiedene  Arten  so  entspre- 
chen lassen,  dass  je  einem  Buchstaben  «ein  Buchstabe  B  entspricht, 
so  dass  die  Beziehung  der  o  zu  den  B  reciprok  ist 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  oben  genannten  36  Substi- 
tutionen enthalten  und  zwar  sind  die  laiteinischen  Ziffern  ausge- 
lassen, da  dieselben  bei  allen  Substitutionen  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  zu  denken  sind.   So  ist  z.  B. 

(1  J)(2  II)  (3  III)  (4  IV)  {b  V)(  6  VI) 
kurz  mit  1  2  3  4  5  6  bezeichnet  werden. 

Zugleich  ist  bei  jeder  Substitution  diejenige  Ziffer  unterstrichen, 
welche  in  den  vorigen  Entwickelungen  die  Rolle  von  1'  spielt  Die 
ihr  entsprechende  lateinische  Ziffer  spielt  natürlich  die  Rolle  von 

123456  216534 

215643  124365 

341562  435216 

436125  3  42651 

56231  4*  6  5  3142 

654231  561423 
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Die  in  diesem  §  entwickelten  Sätze  sind  von  der  grössten  Wich- 
tigkeit für  die  Theorie  der  Substitutionen  von  6  Buchstaben,  indem 
sie  uns  in  den  Stand  setzen,  zu  jedem  conjugirten  System  ein  au- 
deres  ihm  reciprokes  zu  finden,  welches  ebenso  viel  Substitutionen 
enthält. 

§  m 

Nachdem  die  allgemeine  Theorie ,  die  sich  an  die  Functionen  B 
knüpft,  erörtert  ist,  bleibt  noch  die  Frage  zu  erledigen  nach  der 
einfachsten  Form  derselben,  d.  h.  nach  ihrem  niedrigsten  Grade  in 
Bezug  auf  die  Grössen  o. 

Da  Bj  in  Bu  und  Bn  in  Bj  übergeht,  wenn  man  o,  mit  a„ 
oder  u3  mit  o4,  oder  05  mit  a6  vertauscht,  so  ist  die  Differenz 
Bi  -  Bu  durch  das  Product 

(«i  —  «,)  (aj  —  04)  («s  —  ««) 

ohne  Rest  teilbar.  Der  Quotient  sei  ru.  Alle  4%  Substitutionen,  die 
den  Ausdruck  ojOj  -f-  c3<r4  -p  aAa€  unverändert  lassen,  lassen  entweder 
Bi  und  Bn  beide  unverändert,  oder  sie  führen  diese  beiden  Grossen 
in  einander  über,  während  das  Product  («j  —  u^fia^  —  «4> (c4  —  at) 
entweder  unverändert  bleibt  oder  sein  Vorzeichen  wechselt.  Der 
Ausdruck  r„  wird  daher  ancb  durch  diese  Substitutionen  in  lofern 
afficirt,  als  er  durch  einen  Teil  derselben  in  -rJt  übergeführt  wird 
Diejenigen  24  Substitutionen,  weiche  r„  uiveraidert  la**en,  kennen 
erhalten  werden,  indem  man  die  Substitutionen 

(12)-  <34,.  (56;.  036/246; 
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in  irgend  welcher  Reihenfolge  multiplicirt.  Es  handelt  sich  also 
darum,  die  einfachsten  Functionen  zu  finden,  welche  diese  und  nur 
diese  Substitutionen  zulassen,  während  die  übrigen  24  der  oben  er- 
wähnten Substitutionen  dieselben  in  ihr  Gegenteil  verwandelt 

Der  Versuch,  solche  Functionen  zu  bilden,  gelingt  erst  beim 
dritten  Grade  und  in  der  Tat  ergiebt  sich,  dass  die  Determinante 


mit  einem  beliebigen  Factor  multiplicirt,  die  einzige  Function  dritten 
Grades  ist,  die  den  gegebenen  Ansprüchen  genügt.  Da  nun  Bi—Bn 
das  Product  von  v1%  in  («j  —  «2)  («3  —  o4)(«5  —  «6)  ist,  so  müssen  die 
B,  falls  sie  wirklich  von  einander  verschieden  sein  sollen,  mindestens 
vom  sechsten  Grade  in  Bezug  auf  die  a  sein. 

Man  erhält  eine  solche  Function,  wenn  man  in  Schema  II.  setzt: 

((oj«,)  (a3a4)  (o5of6))  —  tt3«4  +  a5a6)8    u,  S.  W. 


und  die  fünf  dieser  Klammern,  wie  sie  in  einem  B  vorkommen, 
addirt. 


Eine  genauere  Untersuchung  zeigt  aber,  dass  man  diesen  Func- 
tionen durch  eventuelle  Hinzufüguug  symmetrischer  Functionen  eine 
solche  Form  geben  kann,  dass  sie  die  Quadrate  von  Functionen 
dritten  Grades  sind,  so  dass  wir  uns  also  schliesslich  nur  mit  diesen 
zu  beschäftigen  haben. 


Es  sei  Ai  eine  Function  der  Grössen  «„  a8,  a8,  a4,  «5,  o6,  welche 
die  Eigenschaft  hat,  nur  die  ersten  60  Substitutionen  des  Systems  L 
zuzulassen,  welche  ja  ebenfalls  ein  conjugirtes  System  ausmachen. 

Wendet  man  auf  Ai  irgend  eine  andere  Substitution  an,  die 
ebenfalls  einer  geraden  Anzahl  von  Substitutionen  äquivalent  ist,  so 
wird  Ai  in  einen  Wert  An  übergeführt.  Es  seien  2\  und  T,  zwei 
Substitutionen,  welche  beide  Ai  in  denselben  Wert  Au  überführen. 
Durch  T%  wird  Ai  in  Au,  durch  Tx~x  aber  Au  in  Ai  zurückgeführt, 
daher  bleibt  Aj  durch  die  zusammengesetzte  Substitution  Tfl  Tt 
unverändert.   Bezeichnet  man  sie  mit  5,  so  ist 


Man  findet  also  aus  einer  Substitution  Tt  alle  übrigen,  welche 


1»  «1+«*  «ta» 


§  IV. 


8 
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Ä!  in  Au  verwandeln ,  iudem  man  dieselbe  nach  einander  mit  allen 
Substitutionen,  welche  Ai  unverändert  lassen,  multiplicirt. 

Wendet  man  nun  auf  Ai  eine  gerade  Substitution  an,  welche 
anter  diesen  noch  nicht  enthalten  ist,  so  wird  Ai  in  einen  neuen 
Wert  Am  übergeführt  und  man  findet  ganz  ebenso  wio  vorher  die 
60  Substitutionen,  die  Ai  in  Am  überführen. 

Fährt  man  so  fort,  bis  sämmtliche  gerade  Substitutionen  erschöpft 
sind,  so  erhält  man  6  Grössen  Ai,  An,  Am,  Air,  Ar,  An,  die  die 
Eigenschaft  haben,  dass  sie  durch  gerade  Substitutionen  der  Indices 
1,  2,  3,  4.  5,  6  in  einander  übergehen  und  zwar  sind  dann  die  Sub- 
stitutionen der  Indices  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  wie  früher  bewiesen, 
auch  gerade. 

Man  kann  die  Indices  I,  II,  u.  s.  w.  so  wählen,  dass  sie  den 
Indices  /,  II,  u.  s.  w.  des  Systems  II.  in  so  fern  entsprechen,  als 
diejenigen  Substitutionen,  die  den  Grössen  Ai,  Au  u.  b.  w.  nach  ein- 
ander zukommen,  auch  Bi,  Bu  u.  s.  w.  unverändert  lassen. 

Wendet  man  nun  auf  Ai  irgend  eine  ungerade  Substitution  des 
Systems  I.  an,  so  wird  Ai  in  einen  anderen  Wert  Ai'  verwandelt. 
Dass  alle  Substitutionen  der  Nummern  5),  6),  7)  des  Systems  I. 
Ai  in  eiuen  und  denselben  Wert  Ai'  überführen,  geht  daraus  her- 
vor, dass  dieselben  erhalten  werden  können,  indem  man  die  Substi- 
tutionen der  Nummern  1),  2),  3),  4)  mit  einer  von  ihnen  zur  Linken 
multiplicirt.  Und  dass  A{  dieselben  Substitutionen  wie  Ai  zulässt, 
geht  daraus  hervor,  dass  dieselben  auch  erhalten  werden  können, 
indem  man  die  Substitutionen  der  Nummern  1),  2),  3),  4)  mit  einer 
derselben  zur  Rechten  multiplicirt. 

Wendet  man  nun  auf  Ai'  wieder  alle  geraden  Substitutionen  an, 
(oder  auf  Ai  alle  ungeraden),  so  erhält  man  auf  diese  Weise  6  Func- 
tionen Ai,  Au'  u.  s.  w.,  welche  beziehungsweise  dieselben  Substi- 
tutionen zulassen,  wie  Ai,  Au  u.  s.  w.  Durch  irgend  eine  gerade 
Substitution  wird  nach  dem  Vorigen  jede  der  beiden  Functionsreihen 
in  sich  selbst  übergeführt,  während  eine  ungerade  Substitution  die 
beiden  Reihen  mit  einander  vertauscht  Zugleich  ist  im  ersten  Falle 
die  Substitution  der  lateinischen  Indices  gerade,  im  zweiten  Falle 
ungerade. 

Aus  Alledem  folgt,  dass  die  6  Functionen  Ai  —  Ai',  Au— Au' 
u.  s.  w.  die  Eigenschaft  haben,  durch  gerade  Substitutionen  der  In- 
dices 1,  2,  3  u.  s.  w.  in  einander  überzugehen,  während  sie  durch 
ungerade  Substitutionen  im  Complex  in  ihr  Gegenteil  verwandelt 
werden.  Nennen  wir  dieselhen  ßi,  ßji  u.  8.  w.  statt  Ai  —  Ai, 
An  — An'  u.  s.  w.,  so  muss  ßi-\-ßn  teilbar  sein  durch  (0,-0,) 
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(«3  —  a4)(a6  —  a6).  Denn  vertauscht  man  «,  mit  at,  oder  as  mit  o4, 
oder  or5  mit  <*6,  so  wird  ßi  in  —  ßn  und  0ij  in  —  ßi,  also  0J  +  0// 
in  —  (ßi  +  ßn)  übergeführt.  Also  müssen  die  ß  in  Bezug  auf  die  o 
mindestens  vom  dritten  Grade  sein  und  zwar  findet  man,  wenn  mau 
den  Versuch  macht,  in  der  Tat,  von  Vorzeichen  und  Constanten  ab- 
gesehen, nur  eine  solche  Art  von  Functionen  dritten  Grades.  Sie 
sind,  wenn  statt  fl^a,«,  u.  s.  w.  der  Kürze  wegen  123  u.  s.  w.  ge- 
schrieben wird: 

ßi   =     135  -  246  +  146  —  235  +  326-145  +  245-136 
/  +  142  —  356  +  562  — 134  +  364  — 152 +165-234 

+  435  —  126  +  123—456 

l  ßn  -  —  235  +  146  —  246+135-316+245-145+236 

I  —  142  +  356  —  561  +  234  —  364  + 152  —  265+134 

I  —435  +  126  —  123  +  456 

I  ßm  —  —  135  +  246  —  346  +  215  — 126 + 345  —  245  + 136 

I  —342  +  156  —  562+134—162  +  354  —  365  +  214 

j  -415  +  326-123+456 
IV.  < 

^    ßiy  435  +  216  —  146  +  235  —  326+145  —  215+436 

j  —  142  +  356  -  562  + 134  - 163 + 452  -  465  +  213 

I  -315  +  264-423  +  156 

I  ßv  «=-135  +  246-546  +  123-326+145-124+536 

I  —542  +  316-  162+534-364+152  —  165+234 

1  —134  +  526  —  523  +  416 

ßyi          635  +  241  -  146  +  235  —  321  +  645  —  245+136 

I  -  642  +  315  -  512  +  634  -  31 1  +  652— 165  +  234 

\  —435  +  126  —  623  +  451 

Zwischen  den  sechs  Grössen  /?/,  ßn  u.  s.  w.  finden  zwei  Rela- 
tionen statt.  Irgend  eine  ungerade  symmetrische  Function  dieser 
Grössen  muss  durch  das  Product  aus  den  Differenzen  je  zweier  der 
Grössen  a  teilbar  sein,  da  dieselben  in  ihr  Gegenteil  verwandelt  wird, 
wenn  man  irgend  zwei  «  mit  einander  vertauscht.  Wenn  also  diese 
symmetrische  Function  nicht  mindestens  vom  15  Grade  in  Bezug  auf 
die  a  ist,  so  ist  sie  identisch  =  0.  Man  erhält  daher  die  beiden 
Gleichungen : 

ßi+ßu+ßm  +  ßtr+ßr+ßri  =  0 
ßi*+ßu*+ßui*+ßir*+ßri+ßri'  =  0 

&i)rend 
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ßi*+ßn6+ßiii6+ßirb+ßr5+ßFi6  =  eJ 
ist,  wo  c  eine  Constante  und  J  das  Product  aller  Differenzen  der 

a  ist. 


Ans  den  Formeln  für  die  ß  kann  man  folgende  ableiten, 
wenn  der  Kürze  wegen 


Es  ist, 


(e4-a8)(a3-er4)(«6--cr6)  -  (12,  34,  56) 


gesetzt  wird: 


V. 


\ 


ßi  +ßu 
ßi  +/?/// 

ßl  +ßlF 
ßl  +ßF 

ßi  +ßn 
ßu  +ßm 
ßll  +ßiv 
ßn  +  ßr 
ßn  +ßvt 
ßni-\-ßiv 
ßm+ßy 
ßiu+ßri 
ßiv+ßv 
ßir+ßvi 
ßr  +ßri 


Ferner  erhält  man: 


ßi—ßn 


2(12,  34,  56) 
2(31,  25,  64) 
2(53,  26,  14) 
2(15,  63,  42) 
2(16,  54,  32) 
2(24,  53,  16) 
2(15,  23,  64) 
2(62,  54,  31) 
2(14,  25,  36) 
2(12,  45,  36) 
2(65,  14,  23) 
2(26,  15,  43) 
2(34,  16,  25) 
2(65,  13,  24) 
2(12,  64,  35) 


1,  «5+a6>  «5a6 


Solcher  Formeln  kann  man  15  bilden.   So  erhält  man  z.  B. 


ßii-ßm=—2 


1,  «l+a6>  aia« 
1,  tf8+a5>  a3ab 

und  daher  die  identische  Gleichung: 


ßiu-ßi=-~2 
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0  = 


1,  o4+a3,  o4a3 

1,  O5+0f6,  °5a6 


+ 


1»  «l+«Gi  al<*6 

1,  o4 -)-«,,  o4o2 

*i  a5"l~03i  tf5aS 


+ 


Ii  «4+«6i  «4«6 
1,  05+«*i  «6°S 


Eine  Gleichung,  die  sich  folgendermassen  geometrisch  interpretiren 
lässt: 

Sind  auf  einer  Geraden  zwei  Punktetripel  (oj,  er4,  a5),  (cj,  cs,  a4) 
gegeben  und  bilden  die  drei  Punktepaare  (o,ors),  (cr4«3)T  (0500)1  80W*e 
die  drei  Punktepaarc  (oj«6),  (040^),  (o5o3)  eine  Involution,  so  bilden 
auch  die  drei  Punktepaare  (a,cr3),  (o4cr6),  (o5or2)  eine  Involution. 

Da  die  Ausdrücke  /?/*,  ßu2  u.  s.  w.  Functionen  von  der  Form 
Bi,  Bn  u.  s.  w.  sind,  und  früher  bewiesen  wurde,  dass  es,  von  symme- 
trischen Functionen  abgeseheu,  nur  eine  solche  Art  von  Functionen 
sechsten  Grades  giebt,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  Behaup- 
tung, dass  die  früher  augeführten  Functionen  sechsten  Grades  auf 
Quadrate  von  Functionen  dritten  Grades  zurückgeführt  werden  können. 


Da  wir  später  auch  noch  andere  Functionen  als  die  in  IV.  an- 
geführten vom  dritten  Grade  gebrauchen  werden,  so  mögen  dieselben 
hier  erwähnt  werden. 

Multiplicirt  man  die  in  V.  rechtsstehenden  Ausdrücke  beziehungs- 
weise mit  Är,2, 34, 56,  KZ1,  i5,  G4  u.  s.  w.,  wo  unter  JTJ3, 34,  ^  verstanden 
werden  soll,  entweder  Ojcrj-j-«^-^«^  oder  («i+af)(a3~r~tt4)(a54~at) 
oder  aiaiaza4-\-a1a9aba6~\-asai-\-a5a6,  oder  eine  beliebige  lineare 
Verbindung  dieser  drei  Ausdrücke,  so  gehen  die  linksstehenden 
Grössen  ßi~j-ßn,  ßi-\-ßin  u.  s.  w.  über  in  15  Functionen  Si 
Si  in  u.  8.  w.  Zwischen  diesen  Functionen  finden  15  Gleichungen 
statt,  z.  B. 

Si  u+Siii  ir+Sy  n  -  0 

wie  man  sich  überzeugt,  wenn  man  für  Si  n  u.  s.  w.  ihre  Werte  ein- 
setzt Aus  diesen  15  Gleichungen  kann  man  schliessen,  dass  auch 
Si  ii,  Si  in  u.  s.  w.  die  Summen  von  6  Functionen  uj,  uu  u.  s.  w. 
zu  je  zweien  sind. 

In  der  Tat,  definirt  man  die  Functionen  ui,  uu,  um,  uir,  ur, 
uu  durch  die  Gleichungen: 

2)  t*/+tt//i  =  Si  iii, 
4)  uui-\-ur  =  Sin  r, 
6)  uF+un  =  Sr  riy 


1)  ui-\-uii  =  Si  11, 
3)  uiu  +  uii  =  Sin  iv, 
5)  u/ji-f-ur/  =  Sin  rt% 
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so  folgt  zunächst  aus  Sj  /i  +  Sjü  iv+Sy  vi  —  0 

tt/+t*//  +  «*///  +  u/F+t*F+«*r/  =  0 

Aus  dieser  Gleichung,  sowie  aus  1)  und  4)  und  1)  und  5)  folgen 
die  beiden  Gleichungen: 

7)  un  +uvi  =  —  (Si  li+Sm  r)  =  Si§  vi 

8)  «*r+t*jrJ  =  Sr  vi 

Ferner  erhalt  man  aus  2)  und  7),  sowie  aus  2)  und  8) 

9)  uu+uy  =  Sn  v 

10)  un+uir  =  Sn  li 

Ebenso  folgt  aus  5)  und  9),  sowie  aus  5)  und  10),  3)  und  8) 

11)  ui-\-ujr  =■  Si  ir 

12)  ui+uy  ~Si  r 

13)  ui+un  =  Si  vi 

und  schliesslich  aus  11)  und  8),  sowie  aus  11)  und  4)  die  beiden 
noch  fehlenden  Gleichungen 

14)  un + um  —  Sn  in 

15)  uu+uvi  —  Su  vi 

Zwischen  den  auf  diese  Weise  definirten  sechs  Functionen  finden 
zwei  Gleichungen  statt 

Zunächst  die  vorhin  abgeleitete 

u/-f«*//+«*<//+t*/f+««r+ttF/  =  0 

und  dann  die  Gleichung 

uißi*+uußii*+uiiißiii*+uiv ßiv*+uvßv*+*vißvi*  ra  0 

wo  die  ß  die  in  IV.  definirten  Grössen  sind. 

Denn  da  «/,  »w  u.  s.  w.  dieselben  Substitutionen  zulassen,  wie 
ßi,  ßu  u.  s.  w.,  so  lassen  auch  uißi\  uußn*  u.  8.  w.  dieselben  Sub- 
stitutionen zu.  Nun  sind  die  Functionen  u  höchstens  vom  7.  Grade, 
die  ß  aber  vom  3.  Grade,  folglich  muss  die  Summe 

uißi*+uiißu*+uiußiii*+ ...  —  0 

sein,  da  sie  alternirt,  wenn  zwei  o  mit  einander  vertauscht  werden. 

Im  Folgenden  sind  von  den  Functionen  ß  und  u  zwei  Anwen- 
dungen gemacht  worden.   Einmal  kann  man  mit  ihrer  Hilfe  die  In 

T«il  lxvui.  16 
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Varianten  der  binären  Formen  sechsten  Grades  bestimmen  und 
kann  man  die  Sätze  über  das  Pascarsche  Sechseck  durch  sehr 
fache  Verbindungen  dieser  Functionen  beweisen. 


§  VI. 

Ueber  die  Invarianten  der  binären  Formen  sechsten  Grades. 
Es  sei 

eine  binäre  Form  sechsten  Grades  mit  ganz  willkürlichen  Qoefficienten. 

Die  Gleichung  f  =  0  liefert  für  x  und  y  sechs  zusammengehörige 
Wertepaare  (x  —  ax,  y  •=  bt) ;  (x  —  o^,  y  —  bs)  u.  s.  w.,  wo  je  ein 
Wurzelpaar  in  sofern  willkürlich  gewählt  ist,  als  nur  das  Verhältniss 
zwischen  je  zwei  zusammengehörigen  a  und  b  bestimmt  werden  kann 
durch  die  Gleichung.  Die  Wurzeln  (a,^),  {a^bt)  u.  s.  w.  können  so 
gewählt  werden,  dass  die  Identität  stattfindet 

2)  f=  (xb^  —  yaj  (xbt—yaj  (xbQ—yas)  (xÄ4— yaj  (xbb— yab)  (x&6— 
und  daher 

u.  s.  w. 

Man  kann  daher  die  fünf  Grössen  b^  *8,  £4,  b&  beliebig  wäh- 
len, dann  erhält  man 

und  da  die  Verhältnisse  der  a  zu  den  b  bestimmt  sind,  so  sind  dann 
auch  die  a  bestimmt.  Daraus  folgt,  dass  nicht  jede,  in  Bezug  ant 
die  a  sowohl,  als  auch  in  Bezug  auf  die  b  homogene  Function  ab 
Function  von  A-%y  A-2  u.  s.  w.  betrachtet  werden  kann,  sondern 
nur  solche,  welche  das  Product  einer  Potenz  von  bi.bi.bs.bi.bS).k 

in  einen  Ausdruck  sind,  der  nur  die  Verhältnisse  ^  >  ^  u.  s.  w. 
enthält. 

Eine  solche  Function  ist  z.  B. 

3)  (afa  —  b^)  (a^  —  68a4)  (afa  —  bba^) 

oder 

^  A-i  (oj  —  er,)  (cr8  -  «4)  (or5  —  a6) 
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wo  die  Grössen  «j  =  ~,  or8  =  ^  u.  s.  w.  die  Wurzeln  der  Gleichung 
4)  ^_so6  +  6^_2«5+...  -  0 


Der  Ausdruck  3)  kann  betrachtet  werden  als  eine  Invariante  der 
Form  f.  Denn  substituirt  man  für  x  und  y  neue  Variable  durch  die 
Formeln 

T  *'  —  *oo*+*oiy 

•o  gehen  auch  (a,Ä,)  u.  s.  w.  in  neue  Werte  über,  die  ausgedrückt 
werden  durch  die  Formeln 

«i'  — *i(«öo«i+^A) 
g.  w.,  wo  . . .  6  Constantc  sind,  die  der  Bedingung  genügen 

wo  r  die  Determinante  xooxn—x0lxl0  bezeichnet 
Mit  Hilfe  dieser  Formeln  erhält  man 


Daher  ist  in  der  Tat  der  Ausdruck  3)  eine  Invariante. 

Aus  3)  gehen  14  andere,  sofern  nur  die  absoluten  Werte  be- 
trachtet werden,  hervor. 

Schreibt  man  die  erste  in  der  Form 

A-z  («,  —  «,)  (cr8  —  cr4)  (a6  —  ct8) 

so  erkennt  man  sofort  mit  Hilfe  von  V.,  dass  dieselben  die  Summen 
von  je  zwei  Invarianten  darstellen,  welche  aus  System  IV.  hervor- 
geben, wenn  man  für  die  a  die  Wurzeln  der  Gleichung  3)  setzt  und 
jede  der  erhaltenen  Functionen  ß  noch  mit  4-s  multiplicirt. 

Diese  sechs  Invarianten  sollen  jetzt  mit  0/,  ßn  u.  s.  w.  bezeichnet 
werden  und  sollen  sie  die  6  (wenn  auch  durch  A  -s,  A-t\  u.  s.  w. 
nicht  ausdrückbaren)  Invarianten  ersten  Grades  der  Form  f  heissen. 

Durch  Anwendung  der  früheren  Resultate  erhält  man  die  beiden 
Gleichungen  s 

16» 


Digitized  by  Go( 


244 


iJziobek:    Ueber  die  Functionen  von  €  Variabel'^ 


ßi+ßu+ßiu+ßtv+ßr+ßri  -  0 
ßf+ßiit+ßm'+ßi^+ßr'+ßri*  -  0 

Es  ist  nun  leicht,  zu  beweisen,  dass  die  6  Grössen  ß  deu  Cha- 
racter  der  Function  f  vollständig  und  eindeutig  bestimmen,  wo  unter 
Charakter  Alles  das  verstanden  wird,  was  bei  eiuer  linearen  Substi- 
tution unverändert  bleibt  Alle  Functionen  sechsten  Grades,  welche 
in  ihrem  Charakter  übereinstimmen,  von  deuen  also  irgend  eine  in 
irgend  eine  andere  transformirt  werden  kann,  bestimmen  dieselben 
Werte  für  die  ß  oder  die  Verhältnisse  zu  einander. 

Stellt  man,  um  sich  der  kürzeren  geometrischen  Ausdrucksweise 
bedienen  zu  können,  die  Function  f  durch  6  Punkte  1,  2,  3,  4.  ;>.  6 
dar,  so  werden  bei  irgend  einer  Transformation  von  f  diese  sechs 
Punkte  in  sechs  andere  1',  2',  3',  4',  5',  6'  transformirt,  und  es 
müssen  daher  irgend  welche  Doppelverbältnisse  zwischen  den  sechs 
Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  6  deu  entsprechenden  Doppelvcrhältnissen  der 
Punkte  T,  2',  3',  4\  5',  6'  gleich  sein.   Nun  ist: 

ßi  +  ßn       (g3  —  <*4)  (ft5  —  g6>        (g3~  tt4>  (°b  —  ae) 


ßiii+  ßiV      («4  —  o5)  («3  —  f<e)         («s  —  «e)  («6  —  °*) 

also  gleich  dem  negativen  Wert  des  Doppelverhältnisses  der  Punkte 
3  und  5  zu  den  Punkten  3'  und  5'.  Auf  diese  Weise  kann  man 
alle  möglichen  Doppelverbältnisse  durch  die  sechs  Grössen  ß  aus- 
drücken. 

Dass  aber  umgekehrt  die  ß  durch  diese  Doppelverhältnisse  bis 
auf  einen  Factor  bestimmt  sind,  folgt  sehr  leicht  auf  folgende  Weise, 
ßj  -4-  ßu 

Ebenso  wio  -3  .  -y     durch  eines  der  Doppelverhältnisse  bestimmt 

ßiii+ßjr  *r 

war,  so  siud  alle  aus  jenem  Wert  dadurch  hervorgehenden,  dass  man 

für  ßui-\-ßir  irgend  cino  andere  Summe  der  4  Grössen  ßm,  ßir, 

ßr<,  ßri  zu  je  zweien  setzt,  bestimmt,  mithin  die  Verhältnisse  von 

ßui-\-ßu',  ßui-\-ßf  n.  8.  w.  zu  einander,  also  auch  die  von  ßnh 

ßir,  ßv\  ßri.   Ebenso  findet  man,  dass  die  Verhältnisse  von  irgend 

vier  der  ß  zu  einander  bestimmt  sind,  also  bis  auf  einen  constanteu 

Factor  die  ß  selbst. 

Da  nun  irgend  zwei  Functionen,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  di<!  sechs  Punkte  der  einen  den  sechs  Punkten  der  anderen  in 
der  Weise  entsprechen,  dass  die  entsprechenden  DoppelvcrbilttjjT 
einander  gleich  sind,  in  einander  transformirt  werden  können,*] 
da  ferner  diese  Doppelverhältuisse  die  ß  bestimmen  und  nmgek 
so  müssen  die  Invarianten  der  binären  Formen  sechsten  Ow*^ 
Functionen  der  6  linearen  Invarianten  ß  sein  und 
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tionen.  die  zugleich  symmetrisch  in  Bezog  auf  die  Grössen 
(aj&s)  ü.  s.  w.  sind,  welche  sich  also  bei  einer  Vertauschnng  der  In- 
dices  1,  2,  3,  4,  5,  6  nicht  ändern.  Man  erhält  daher  sämmtliche 
Invarianten  von  f,  wenn  man  alle  diejenigen  Functionen  der  ß  bildet, 
welche  bei  Vertaoschung  der  sechs  arabischen  Indices  unverändert 
bleiben. 

Es  sei  J  irgend  eine  solche  Function.  Da,  wie  früher  bewiesen, 
eine  Vertauschung  der  arabischen  Ziffern,  die  einer  geraden  Anzahl 
von  Transpositionen  äquivalent  ist,  eine  Vertauschung  der  lateinischen 
Ziffern,  die  ebenfalls  gerade  ist,  entspricht  und  umgekehrt,  so  kann 
man  in  J  irgend  eine  Vertauschung  der  ß,  die  einer  geraden  Anzahl 
von  Transpositionen  äquivalent  ist,  anbringen,  ohne  dass  sich  ihr 
Wert  ändert,  wenn  sich  auch  ihre  Form  ändern  mag.  Da  ferner 
einer  ungeraden  Substitution  der  arabischen  Ziffern  ebenfalls  eine 
solche  der  lateinischen  Ziffern  entspricht,  und  zugleich  die  ß  in  — ß 
verwandelt  werden,  so  ändert  sich,  wenn  J  gerade  in  Bezug  auf 
die  ß  ist,  der  Wert  von  J  nicht,  falls  man  irgend  eine  ungerade 
Substitution  der  ß  vornimmt 

Bezeichnet  man  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Formen  für  J 
mit  «/„  Jt  . . .  Jk,  so  ist 

J  =  Jx  =  Jt  —  .  .  .=  Ji 

Es  ist  also  J  in  die  Gestalt  einer  symmetrischen  Function  der  ß  und 
Trwsr  von  geradem  Grade  gebracht  worden,  selbst  wenn  J  zuerst  un- 
symmetrisch in  Bezug  auf  die  ß  war. 

Ist  dagegen  J  eine  ungerade  Function  der  /?,  so  folgt  aus  Obi- 
gem, dass  J  in  —J  übergehen  muss.  sobald  man  ungerade  Substitu- 
tionen in  den  ß  anwendet.  J  ist  also  seinem  Werte  nach  eine 
alternirende  Function  der  ßr  also  gleich  dem  Product  einer  symme- 
trischen Function  geraden  Grades  in  das  Product  aus  sämmtlichen 
DüFerenzen  der  ß  gebildet 

Aus  diesen  Ueberlegungen  folgt,  dass  man  sämmtliche  Invarianten 
von  /  erhalt  wenn  man  sämmtliche  gerade  symmetrische  Functionen 
der  ß  bildet  und  diesen  das  Product  (ßi  —  ßnHßi—  ßm)  •  •  •  hinzu- 
fügt Da  nun  jede  symmetrische  Function  der  ß  durch  die  6  Grössen 
H*  %»  **>  #«j  *s-  *■?  ausgedrückt  werden  kann,  wo  unter  *x  die  Summe 
der  iten  Potenzen  der  ß  verstanden  wird,  da  ferner  *,  =0  und  «,  =  0 
und  J  gerade  ist  so  muss  J  im  ersten  Falle  durch  die  Grössen 
#4.  ««,  (Va  ausgedrückt  werden  können.    Fügt  man  zu  diesen  noch 
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A,  wo  d  obiges  alternirende  Prodnct  ist,  so  erhält  man  auf  diese 
Weise  die  5  (nicht  4)  fundamentalen  Invarianten  der  Form  /.  Da 
nun  der  Grad  der  Invarianten  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  von/ 
derselbe  ist,  wie  ihr  Grad  in  Bezug  auf  die  ß,  so  erhält  man  aaf 
diese  Weise  die  fünf  fundamentalen  Invarianten 

J2,  Ji,  «/<$,  t/10,  «^15 

Es  tritt  hier  die  Erscheinung  auf,  dass  die  Anzahl  der  funda- 
mentalen Invarianten,  durch  welche  sich  also  alle  übrigen  durch 
Addition  und  Multiplication  ergeben,  grösser  ist,  als  die  der  von 
einander  unabhängigen. 

Will  man  den  Zusammenhang  zwischen  unseren  Invarianten  her- 
stellen, so  kann  man  das,  indem  man  4  quadrirt,  wodurch  man  eine 
symmetrische  Function  30ten  Grades  der  ß  erhält  und  diese  dann 
durch  «„  *4,  #g,  (*5)8,  d.  h.  durch  J2,  JA,  J6,  Ji0  ausdrückt  Man 
erhält  auf  diese  Weise  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Man  kann  die  in  diesen  Entwickelungen  angedeuteten  Rechnun- 
gen bedeutend  vereinfachen,  doch  bleiben  sie  selbst  dann  noch  sehr 
langwierig  und  müssen  wir  uns  damit  begnügen,  den  Grad  und  die 
Anzahl  der  binären  Formen  sechsten  Grades  festgestellt  zu  haben, 
so  wie  ihre  ausserordentlich  einfachen  Darstellungen  durch  die  sechs 
linearen  Invarianten  ß. 

§  vn. 

Ueber  eine  neue  Ableitungsweise  der  Eigenschaften  des  Pascal- 
schen  Sechsecks. 

Man  kann  die  Gleichung  jedes  Kegelschnitts  durch  Coordinaten- 
tran8formation  auf  die  Form  bringen 

a*  — y*  —  0 

Dann  kann  man  jeden  Punkt  desselben  darstellen  durch  einen 
Parameter  a  vermittelst  der  Formeln 

Giebt  man  dem  Parameter  «  sechs  verschiedene  Werte  <*t, 
«3»  «4i  °5>  «e>  so  erhält  man  sechs  verschiedene  Punkte  1,  2,  3,  4, 
5,  6,  die  also  auf  obigem  Kegelschnitt  liegen. 

Die  Linie  (12),  welche  1  und  2  mit  einander  verbindet,  hat  die 
Gleichung 
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Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  die  der  übrigen  14  Verbindungs- 
linien durch  Vertauschung  der  Indices.  Die  drei  Linien  (12),  (34), 
(56)  bilden  ein  Dreieck,  und  wollen  wir  dasselbe  ein  Fundamental- 
dreieck nennen.  Durch  Vertauschung  der  Indices  erhält  man  15  Fun- 
damentaldreiecke. Je  zwei  Fundamentaldreiecke,  die  keine  Seite 
gemeinsam  haben,  bilden  ein  Pascal'sches  Sechseck. 

Die  15  Fundamentaldreiecke  entsprechen  den  im  System  EL  auf- 
tretenden Grössen  von  der  Form  (12,  34,  56).  Da  die  den  in  Bj 
u.  s.  w.  auftretenden  5  Grössen  entsprechenden  Fundamentaldreiecke 
keine  Seite  gemeinsam  haben,  so  erhält  man  durch  Combination 
derselben  zu  je  zweien  10  Pascal'sche  Sechsecke,  die  wir  alle  in  eine 
Gruppe  /  bringen  wollen.  Bildet  man  auf  diese  Weise  die  sechs 
Gruppen  L,  27,  III,  IV,  V,  VI,  so  sind  die  sämmtlichen  Pascal'scheu 
Sechsecke  in  sechs  Gruppen  zu  je  10  gebracht  worden. 

Man  kann  das  Dreieck  ^(12,  34,  56),  da  es  sowohl  in  Gruppe  2, 
als  auch  in  Gruppe  II  vorkommt,  mit  4i  //  bezeichnen.  Ferner 
kann  man  das  aus  den  beiden  Dreiecken  dg  n  und  Ai  in  gebildete 
Sechseck  kurz  mit  S  1(11  III)  bezeichnen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  mögen  zunächst  die  Gloichungen 
der  PascaTschen  Linien  hergeleitet  werden. 

Das  PascaTsche  Sechseck  S  1(11  III)  hat  die  Fundamental- 
dreiecke 4(12,  34,  56)  und  //(13,  46,  25),  die  Gegenseitenpaarc  sind 
daher  (12)  und  (46),  (34)  und  (25),  (56)  und  (13).  Die  Gleichungen 
von  (12)  und  (46)  lauten  resp. 

3«i<*2  —  y(ai  +  "i)  +  *  —  0 
««40g— y(«4+flre)+2  —  0 

Multiplicirt  man  dieselben  mit 
so  erhält  man  durch  Addition: 

*(«1<W4  +  «»«^«G  +  *5«6«l«s)  +  ^«1  +  «•)  (*5  +  «*)  («5  +  «6> 
+  *(«l«*  +  «3«4+«5a6) 

«  x(a1asaia6+  aAa6atab  +  a^a^) + y(«,  +  a8)  (cr4  +  cr6)  (er2  +  a6) 

+  *(«l«8  +  «4«6+«*"5) 

Bezeichnet  man  den  auf  der  linken  Seite  stehenden  Ausdruck 
mit  1(12,  34,  56),  so  erhält  man 

A(12,  34,  56)  =  A(13,  46,  25) 
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Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  für  den  Durchschnittspunkt 
von  (34)  und  (25),  sowie  von  (56)  und  (13),  mithin  stellt  dieselbe 
die  Gleichung  der  Pascal'schen  Linie  des  Sechsecks  SI(II  in)  vor. 

Nun  ist  der  Ausdruck  A(12,  34,  56)  nichts  anderes,  als  eine 
lineare  Verbindung  der  in  §  V.  angegebenen  drei  Grössen  fcj,,  M,  M. 
Mit  Hilfe  der  dortigen  Entwickelungen  erhält  man  daher 

A(12,  34,  56)  -  j£±J|J   u.  s.  w. 

wo  die  ß  ihre  frühere  Bedeutung  haben,  so  dass  man  erhält: 

ßl+ßll  +  ßlll+ßlF+ßF+ßfl  =  0  1) 

ßit+ßrf+ßnit+ßirt+ßr'+ßri*  -  0  2) 

während  «/,  u//  u.  s.  w.  6  in  Bezug  auf  x,  y,  z  lineare  Functionen 
sind,  die  den  Gleichungen  genügen: 

t*/+M7/+u/ii-f-tt/r+Mf +un  =  0  3) 
uißi%-\-unßii*-\-unißuii  +  uirßirt-)ruyßr1'\-Hvißri*  =0  4) 

Die  Gleichung  der  zum  Sechseck  S  J(II  III)  zugehörigen  Pascal- 
schen  Linie  lautet  daher: 

ßi+ßn"  ßi  +  ßm  *} 

Bei  diesem  Punkte  angelangt,  kann  man  das  Problem  des  Pascal- 
schen  Sechsecks  auf  andere  Weise  auffassen,  indem  man  direct  vou 
den  6  Functionen  u  und  den  6  Constanten  ß  ausgeht,  zwischen  denen 
die  in  1),  2),  3),  4)  aufgestellten  Gleichungen  bestehen.  Dies  soll 
in  den  folgenden  Entwickelungen  geschehen. 

Zunächst  mögen  aus  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  einige 
Identitäten  abgeleitet  werden,  die  später  anzuwenden  sind. 

Aus  1)  und  2)  folgt 

(fii+  ßn+ßniY- (ß,*+ßu'+ßnt) 

-  -  [(ßiF+ßr+ßr!)>-(ßir'+ßr*+ßrfi) 

d.  h. 

6) 

(ßi+ßu)(ßn+ßm)(ßm+ßi)=  -  (ßir+ßr)(ßr+ßn)(ßn+ßir) 

Eine  Gleichung,  der  man  noch  neun  ähnliche  hinzufügen  kann. 
Ferner  erhält  man: 

(ßi + ßu + ßm)*  (u/ + uu + um)  —  (uj  ßi* + un  ßn* +uin  ßui*) 
~—[(ßir+ßr+ßri)Huir+u,+nri)—(uirßir*+w 
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d.h. 

(ßi+ßu)(ßu+ß,n)(ß,u  +  ßi)  [fi+fa  +  ßij+fti  +  ßHI+ßi) 
—  (ßir+ß,Hßr+ßri)(ßn+ßir)  + 

ßvi+ßiv) 

daher  mit  Hilfe  von  6) 

7) 

»/+ttf/  .  u//+  tt/r+ur  ,  «r+ttFi  .  t*r/~H*/r 

ßi+ßir  ßu+ßnr  ßiu+ßi" ßir+ßt  ^ßr+ßn^ßri+ßir 

eine  Gleichung,  der  man  ebenfalls  noch  neun  ähnliche  hinzufügen  kann. 

Bildet  man  die  Gleichung 

ßi+ßn  '  ßm+ßiF 

so  folgt  aus  derselben 

0/+/*yy  =  ßiu+ßn  "  —  (ßi+ßn+ßiu+ßirj  ~  ßr+ßn 
Die  gerade  Linie,  die  diese  Gleichung 

uy~h«yy  uy-j-un 
ßi+ßu     ßm-\-ßiv  '  *  ßr+ßvi 

bat,  wollen  wir  kurz  mit  Linie  (7  77,  Z/7  7  V,  V  F7),  oder,  ent- 
sprechend den  Beziehungen  zwischen  lateinischen  und  arabischen  In- 
dices,  mit  Linie  (12)  bezeichnen.  Die  15  geraden  Linien,  deren 
Gleichungen  man  ans  der  obigen  durch  Permutation  der  Indices  er- 
halt, sind  die  15  Verbindungslinien  von  6  auf  einem  Kegelschnitt 
liegenden  Punkten  und  zwar  schneiden  sich  die  Linien  (12),  (13), 
(14),  (15),  (16)  in  einem  Punkt  u.  8.  w.  Es  genügt  zu  beweisen, 
dass  sich  die  drei  Linien  (12),  (13),  (14)  in  einem  Punkt  schneiden, 
weil  die  übrigen  Beweise  diesem  ganz  analog  sind. 

Man  kann  die  Gleichungen  von  (12),  (13)  und  (14),  oder  (/  77, 
m  IV,  V  VI),  (7  7Z7,  IV  VI,  V  II),  (7  IV,  II  VI,  III  V)  schreiben 
in  den  Formen: 

t*/Ji -f-t*/r  uy-\-uyt 
ßui+ßiy'  ßr+ßri 
uiy-\-ui  uri-\-uji 
ßir+ßi  ö  ßri+ßu 

ui+ttyyy  uu-\-ur 
ßi+ßw '  ßn+ßr 
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durch  deren  Addition  man  nach  7)  eine  identische  Gleichung  erhält. 
Aus  den  obigen  drei  Gleichungen  folgt: 

(uiu+uiy)  (utt +ui)  (ui+uni)  u y + u n)  (u yj+ug)  (uu -\-  u pj 
(ßui+ßiy)(ßiy+ßi)(ßi+ßiu)  ~  (ßrt+ßn) (ßrthßri (ßn+fr) 

oder,  da  der  Nenner  links  plus  dem  Nenner  rechts  =  0  ist 

(«#//+ uir)(uir  +ui)  (uj+«///)+(uF+ttr/)  (uyi  +  uu)(uu+uy) 

eine  Gleichung,  die  mit  Hilfe  von  3)  die  Form  annimmt: 

uj*+uii*+uin*+uiy*+ur*+uyi*  -  0  8) 
Ferner  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen: 

ßy-\~ßri '  ßyi+ßu  '  ßyi+ßu '  ßn+ßv 

ßn+ßv  '  ßp+ßn~~  ßui+ßiy  ßiy+ßi 

ßiv+ßi  '  0i+/*/J/  +  0j+/J/i/  '  ßm+ßir 
oder  nach  einigen  Reductionen: 

9)  ui*ßi-\-uii2ßii  +  uiii*ßiii-\-un'*ßiy-{-uy*ßy-\-uyi*ßri  —  0. 

Ebenso  wie  von  diesem  Punkte  bewiesen  wurde ,  dass  er  auf  der 
Curvo  dritten  Grades  8)  und  auf  dem  Kegelschnitt  9)  liegt,  ebenso 
kann  man  dies  auch  von  den  übrigen  fünf  Punkten  beweisen. 

Die  sechs  Punkte  sind  daher  die  Durchschnittspunkte  des  Kegel- 
schnitts 9)  mit  der  Curve  dritten  Grades  8). 

Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  diese  6  Punkte  in  der  Tat  die- 
jenigen 6  Punkte  sind,  von  denen  wir  ausgegangen  waren  und  kann 
man  dies  bewerkstelligen,  indem  man  zeigt,  dass  die  PascaTschen 
Linien  mit  den  früheren  identisch  sind. 

Das  PascaTsche  Sechseck  SI  {Ulli),  oder  5(1— 2— 5— 6-4-3) 
hat  als  Gegenseiten  (12)  und  (64);  (25)  und  (43);  (56)  und  (31); 
(12)  hat  die  Gleichung: 

uj+un  um-^niv  uy~\-uri 
ßi+ßu  =  ßiu+ßjv  e  ßv+ßvi 

Die  Seite  (64)  hat  die  Gleichung: 
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ßi  +  ßin"  ßn+ßiv  " "  ßv-{-ßvi 
Mithin  ist  für  den  Durchschnittspunkt 

ßi-\-ßu  ßi+ßm 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  für  die  Durchschnittspunktc  der 
beiden  anderen  Gegenseitenpaare,  sie  ist  daher  die  Gleichung  der 
zugehörigen  Pascarschen  Linie  und  stimmt  in  der  Tat  überein  mit 
Gleichung  5). 

Die  drei  Fundamentaldreiecke  &///,  &uu  geben,  zu  je 

zwei  combinirt,  drei  Sechsecke.  Die  drei  zugehörigen  Pascal'schen 
Linien  haben  die  Gleichungen: 

ui-\-un  uii -\- um 
ßi+ßu   ~~  ßu+ßui 

uu-\-uin  um-^-uj 
ßn+ßiii  ~  ßin+ßi 

uill+ui  ui+uu 

ßiu+ßi  ßi+ßu 

von  denen  jede  aus  den  beiden  anderen  folgt.  Sie  schneiden  sich 
daher  in  einem  Punkt  und  zwar  ist  derselbe  ein  Steiner'scher  Punkt. 
Er  sei  &(/  jj  ///).   Aus  den  für  den  Steiner'schen  Punkt  &(j  //  ui) 

geltenden  Gleichungen  findet  man  sofort^  —  jjj  =  jjj^  ,  also  den 
Durchschnittspunkt  der  drei  geraden  Linien 

«7  ^  uu 
ßi  ßu 

10)    1    un  um 
ßu  ~"  ßm 

um  _  ui 
ßm  ßi 

Auf  der  ersten  dieser  drei  geraden  Linien  liegen  natürlich  auch  die 
Steiner'schen  Punkte  *(/  //  /j ),  «(/  n  V) ,  Hl  Ii  Fl).  Daher  erhalten 
wir  den  Satz,  dass  die  20  Steiner'schen  Punkte  zu  je  vier  auf  15 
geraden  Linien  liegen,  und  dass  durch  jeden  Steiner'schen  Punkt  drei 
dieser  Plücker'schen  Geraden  gehen. 
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Die  Gleichungen  dieser  15  Linien  werden  erhalten,  wenn  man 

je  zwei  der  6  linearen  Ausdrücke  ä~>  s-.  5—,  -ä— .        ^—  ein- 

py  p//  ßm  ßiF  ßr  ßvi 

ander  gleich  setzt 

Dass  die  beiden  conjugirten  Steiner'schen  Punkte  *</  //  ui)  und 
•{iv  r  Fi)  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Fundamcntalkegelschnitt 
9)  sind,  kann  man  folgendermassen  beweisen: 

Bezeichnet  man  mit  ujj'  etc.  diejenigen  Werte  von  wj,  uu 
welche  man  erhält,  wenn  man  in  denselben  die  Coordinaten 

y\  z'  eines  Punktes  einsetzt,  so  lautet  die  Gleichung  der  Polare  dieses 

Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  9). 

utui'ßi+unun'ßn+  . .  .  —  0 

Wählt  man  nun  zu  diesem  Punkt  den  Punkt  *(/  //  ///>,  so  ist  ui  —  ßi, 
u//=  ßu,  um'  —  ßm  und  die  Gleichung  der  Polare  wird  mit  Hilfe 
von  4) 

virßir(un  '—ßir)+uvßr(ur'—ßr)+urißri(uri'—ßri)  «=0 

Die  drei  Grössen  uu' — ,  uy'—ßr,  uji' — ßri  kann  man  fol- 
gendermassen eliminiren.  Es  ergiebt  sich  aus  3)  und  Verbindung 
mit  1)  und  2) 

uir'—ßir+ur'—ßr+uri'—ßri  —  0 
(uir'-ßiF)ßir*+(urt-ßF)ßr*+(uFi'—ßri)ßri*  =  0 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Gleichungen  geht  die  Gleichung  der 
Polare  über  in: 

u/FßiF,      «r/5;,  unßvt 

ßir\        ßF\       &fi*  »0 
1,  1,  1 

Dieselbe  wird  identisch   erfüllt  für 

uiy  =  ßir,  uf  —  0r,  uu  =-  ßi  i, 

d.  h.  für  die  Coordinaten  des  conjugirten  Steiner'schen  Punktes 
(IV  V  VI). 

Die  drei  den  Sechsecken  Sun  i),  Si{ffi),  Sufiif),  welche 
alle  drei  zum  System  L  gehören,  zugehörigen  Pascarschen  Linien 
haben  die  Gleichungen: 
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ui"\~uri     ui+uri  m+ur 
ßi+ßir  Ä  '    ßi+ßri  "  0/+/^* 

0/+£r  =  ßi+ßri 

Wie  aus  diesen  Gleichungen  hervorgeht,  schneiden  sich  diese 
drei  PascaPschen  Linien  in  einem  Punkt  Ki(irrri)  oder  auch 
KiitlM).  Man  erhält  auf  diese  Weise  60  Punkte  (Kirkmann'sche 
Punkte)  und  zwar  liegen  auf  jeder  Pascal'schen  Linie  drei  derselben. 
Man  kann  jeden  dieser  Punkte  einem  Pascal'schen  Sechsecke  zuord- 
nen, z.  B.  den  Punkt  Ki(nni)  dem  Sechseck  8m n III). 

Der  Punkt  ki (///;/>  wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

ui-\-uiy      ui-\-uy  ui-\-uyi 
ßi+ßu  8=3  ßi+ßr  ^  ßi+ßn' 

Hieraas  folgt  die  Gleichung: 

uiy  —  uy      uy  —  un 

ßiF—ßr  =  ßr—ßri* 
oder  in  Determinatenform : 


UfJ 

ßiv, 

ßr. 

/Sri 

Ii 

h 

1 

Die  Gleichung  wird  ebenso  erhalten  für  den  Punkt  k  II  {III  I) 
und  k  III  {III).  Diese  drei  Punkte  liegen  also  auf  einer  Linie, 
welche  eine  Salmon'sche  Linie  genannt  wird.  Sie  sei  ea  {I  II  III) 
(nicht  ea  {IV  V  VI)).  Die  20  Salmon'schen  Linien  entsprechen  den 
20  Steiner'schen  Punkten,  so  z.  B.  ea  {I  II  III)  dem  Punkt  s  {I  II  III). 

Da  die  Gleichung  der  Linie  ea  {I  II  III)  identisch  erfüllt  wird 
für  uiy  =  /J/r,  *F  ßi  ,  t*/  j  «■=  /$*-/,  so  geht  sie  durch  den  Stei- 
ner'schen Punkt  e  {IV  V  VI)  und  erhält  man  daher  den  Satz: 

Jede  Salmon'sche  Linie  geht  durch  denjenigen  Steiner'schen 
Punkt,  welcher  dem  ihr  entsprechenden  Steiner'schen  Punkte  con- 
jugirt  ist 

Die  vier  Linien 

ea  (/  //  ///),    ea  {I  II  IV),     ea  (/  //  K),     ea  (/  //  VI) 
haben  die  Gleichungen: 
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mr,  up,  uyt 

ßir,  ßv,  ßn 

1,     l,  1 

w//j,  u/r,  uvi 

ßm,  ßn.  ßn 

1,     1,  1 


-0 


um,  *r,  ur/ 

ßui,  ßt\  ßn 

1,     1,  1 

um,  mtr%  *r 

ßm,  ßtr,  ßr  \ 

i,    i,  i 


—  o 


=  0 


Da  zwischen  den  vier  links  stehenden  Ausdrücken  A3,  AA,  A* 
Ai-  die  beiden  identischen  Gleichungen  stattfinden 

As—A4i—Ab  —  Aß  —  0 
Asßm  —  AAßir—  Abßi ■— Asßri  —  0 

so  folgt,  dass,  wenn  zwei  derselben  =0  sind,  die  beiden  anderen 
auch  —0  sein  müssen ,  d.  h.  dass  obige  vier  Salmon'ache  Linien 
durch  einen  Punkt  (Cayley'schen  Punkt)  gehen,  welcher  der  Plücker- 

schen  Linie      =  jg-j  entspricht. 

Da  die  letzten  Sätze  den  entsprechenden  Sätzen  über  die  Steiner- 
schen  Punkte  und  Plücker'schen  Linien  reciprok  sind,  so  hat  Hesse 
in  Crellc's  Journal  Band  68.,  pag.  193.  die  Frage  aufgeworfen,  ob 
die  Kirkmann'schen  Punkte,   sowie  die  Salmon'scben  Linien  uud 
Cayley'schen   Punkte  eine  den  Pascal'schen  Linien,  Steiner'sciien 
Punkten  und  Plücker'schen  Linien  wirklich  reciproke  Figur  bilden, 
wenn  auch  nicht  in  Bezug  auf  den  betrachteten  Kegelschnitt,  so  doch 
in  Bezug  auf  einen  anderen.   Man  kann  indessen  beweisen,  dass, 
selbst  wenn  die  Salmon'scben  Linien  und  Cayley'schen  Punkte  den 
entsprechenden  Steiner'schen  Punkten  uud  Plücker'schen  Linien  wirk- 
lich reciprok  sein  sollten,  doch  jedenfalls  die  Kirkmann'schen  Punkte 
den  Pascal' sehen  Linien  nicht  reciprok  sein  können,  sondern,  dass 
statt  der  Kirkmann'schen  Punkte  andere  substituirt  werden  müssen. 

Wenn  nämlich  die  Kirkmann'schen  Punkte  den  Pascal'scben 
Linien  reciprok  wären,  so  müssten  den  vier  sich  in  einem  Punkt 
und  zwar  im  Punkt  ((46),  (12))  schneidenden  Pascal'schen  Linien: 

ui+ttff  ^  ui  +  um 
ßi+ßri  ™  ßi+ßm 

ui-\-uyi  tt/r-f  uvi 
ßi+ßvi"  ßir+ßn 
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ßir+ßii"  ßiF+ßiu 

ttj+ttj/j  _  uir+ui 
ßi+ßiu  "~  ßiv+ßi 

auch  vier  Kirkmaim'sche  Punkte  entsprechen,  die  in  gerader  Linie 
liegen.   Man  kann  aber  ihre  Gleichungen  schreiben  in  der  Form: 

ßr  —  ßn  =  ßl+ßiF  =  ßi+ßt  ~  ßi+ßn 

uy — uyi     uir+ui  uir-h*r  uir+wi 

ßv—ßri  =  ßir+ßi~  ßiv^-ßi  =  ßir+ßvi 

uy — un  uu -\-  um  uu+ur  uii-{-vvi 
ßr—ßri~  ßu+ßin~~  ßn+ßr  ™  ßu+ßri 

ur+ttF/  um-\-  uu  nm+ur  "jn+^JJ. 
ßr+ßn  ~~  ßm+ßu  -  ßm+ßr~~  ßui+ßri 

Daraus  folgt,  dass  die  ersten  beiden  Punkte  auf  der  geraden 
Linie  liegen : 

ur—uri  ui-{-vir 
ßv—ßv\~  ßi+ßir 

nährend  die  beiden  anderen  Punkte  auf  der  geraden  Linie  liegen 

uy — «Fi  ^  ^  uil+uill 

ßt  —ßvi   '  ßn+ßui 
*as  zwei  verschiedene  gerade  Linien  sind. 
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XVIII. 

Bestimmung  einer  Fläche  durch  die  eine  I 

zwei  Mittelpunktsflächen. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Differentialgleichung. 

Dem  Punkte  P'  auf  einer  Fläche  &'  entspreche  der  Punirt  P 
auf  der  Mittelpunktsfläche  &  und  der  Punkt  P1  auf  der  Mittelpunkts- 
fläche Äx,  und  zwar  seien  o  —  P'P  und  qx  =»  P'P,  die  zwei  Haup(- 
krümmungsradien  von  Sl'. 

Wir  betrachten  Sl  nebst  allen  Bestiramungsgrössen  als  beliebig 
gegeben ;  x,  y,  z  seien  die  cartesischen  Coordinaten  von  P;  />,  5,  r 
die  Richtung8COsiuus  der  Normale  \  der  Accent  und  der  Iudex  1  be- 
zeichne die  entsprechenden  Bestimraungsgrössen  auf  Sl'  und  Slv 
Dann  ist 

«'«a-pp';   etc.  (1) 
'1  —  *  +     —  Q)P\   etc.  (2) 
Da  die  Normale  von  Sl'  in  P'  die  Fläche  &  in  P  berührt,  so  bat 

Differentiirt  man  Gl.  (1),  so  erhält  man  für  beliebige  Variations- 
richtuug  längs  Sl: 

Bz'  ~Bz  —  q  Bp'—p'dQ ,  etc. 
Multiplicirt  man  mit p'  und  addirt  die  Aualogen,  so  kommt: 

p'dz  +  q'fy+r'Bz^dQ 
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und  die  p\  q',  r  haben  nun  allein  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass 
die  linke  Seite  eine  Differential  ist  Sind  w,  v  beliebige  gemeinsame 
Parameter  der  3  Flächen,  so  bat  man  hiernach  zu  ihrer  Bestimmung 
das  System  von  3  Gleichungen: 

,Bm  ,     h§  ,    ,dz  9p 

Pdu  +  «  du  +  r  du 

,  dy       ,  dz  dg 
*  dv  +  q  d~v  +  r  dv^dv 

p'p+q'q+r'r  =  o 

Bezeichnen  e,  f,  g  die  Coefficienten  des  allgemeinen  Linienelements, 
auf      so  dass 

ds*  =  edu'  +  2f?udv+gdv* 

und  ist 

<>-*-/* 
so  ergiebt  die  Auflösung  des  obigen  Systems: 


du 


Sx 

8x 

8z 

.  §8 

'du 
.  Bx 

;  etc. 

dv9 

(3) 


und  die  Quadratsumme  der  Analogen: 


'-.©'- »SÄ +  •©" 


(4) 


Hat  man  diese  partielle  Differentialgleichung  allgemein  oder  spe- 
integrirt,  so  ist  das  Problem,  die  Urfläche  zu  einer  gegebenen 
Mittelpunktsfläche  zu  finden,  bzhw.  allgemein  oder  speciell  gelöst, 
sofern  in  Gl.  (1)  zunächst  p,  dann  durch  Gl.  (3)  p  etc.  in  bekannten 
Grössen  dargestellt  sind.  Die  Darstellung  der  zweiten  Mittelpunkts- 
fläche (2)  ist  alsdann  kein  Problem  mehr. 

Aus  der  Form  der  Gl.  (4)  ist  folgendes  voraus  zu  ersehen.  Da 
p  nur  differenüirt  vorkommt,  so  folgt  der  schon  von  Anfang  deut- 
liche Satz: 

Entspricht  irgend  eine  Urfläche  einer  gegebenen 
Mittelpunktsfläche,  so  entsprechen  ihr  auch  alle  der 
ersten  parallelen  Flächen. 


Da  ferner 
Function  einer 

T«U  LVIIII. 


das  allgemeine  Integral  der  Gl.  (4)  eine  willkürliche 
Variabein  enthält,  so  resultirt: 


17 
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Zu  jeder  gegebenen  Mittelpunktsfläche  gehört  im 
allgemeinen  eine  Familie  von  Urfläehen,  die  sich  durch 
die  Werte  einer  willkürlichen  Function  einer  Variabelii 
unterscheiden. 

Die  Coefficientcn  der  61.  (4)  sind  diejenigen  Grössen,  welche  bei 
Biegung  der  Fläche  &  unverändert  bleiben,  welche  also  allen  auf  Sl 
abwickelbaren  Flächen  gemeinsam  sind;  daher  sind  ihnen  auch  die 
allgemeinen  Werte  von  g  gemeiusam.    Die  p',  q\  r   ändern  sich 

dx  dx 

mit  ^,  etc.,  bleiben  aber  au  die,  an  U  haftende  Tangential  - 
richtung  gebunden.    Man  kann  das  Resultat  aussprechen: 

Ist  für  eine  Mittelpunktsfläche  eine  Urfläche  ge- 
funden, so  ist  dasselbe  Problem  für  alle  auf  ihr  ab- 
wickelbaren Flächen  gelöst.  Die  Tangeute,  deren  End- 
punkt die  Urfläche  erzeugt,  ist  für  alle  gleich  lang, und 
ihre  Richtung  ist  durch  den  entsprechenden  Nachbar- 
punkt bestimmt. 

Die  Urflächeu  sind  offenbar  im  allgemeinen  nicht  auf  einander 
abwickelbar. 


§.  2.   Einige  Transformationen. 
Von  jetzt  an  seien  u,  v  orthogonal  geodätisch,  so  dass 
6  =  1;       ./=ü;         g  =  t* 
wird,  und  man  die  Differentialformeln  hat: 


d*x      _      d*x  dt  dx 

K?-*i  dudv^^+tdudv 

d*x  tdt  dx      dt_  dx 

foT*-^-  au8u+  tdv  dv 


(5) 


wo 


dp  dx     F  dz     dp  dx     G  ck 

du  ~  ~ÄS~*f"  dv''    dv  F  du     t*  dv 

d*x  ,  _         d*ar   ,  ~  d%x 

E-Pfö+--'*    F=°Pdudv+'  ->     G"Pd?  + 


(6) 


Die  Gl.  (5)  lassen  sich  auch  schreiben: 

S*x  d  dx      F        8  fa  _  O        dl  dz 

fiiS"^    dvtdv"  tp    du  du  <7) 

Gl.  (4)  wird  jetzt: 
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(H) 


aod  lüsst  sich  zerlegen  in 


dp  öp 

Sjjjj  =  sin  08 ;  B  w 


(9) 


woraus  nach  Elimination  von  p: 


Ctü        Bt  Ctü 

dv-du-tu'*"  <»°> 

Ist  diese  Gleichung  iutegrirt,  mithin  w  in  w,  v  bekannt,  so  hat  tiiun : 
p  =  j*  sino)öt*+  j*  (*  cos  ai)«=a  d»  (11) 

a 

wo  unter  dem  ersten  Integralzeichen  v  als  Coustante  zu  betrachten  int. 
GL  (3)  lautet  nun: 

(12) 


p  =  *r  sin  w-f-  5-  — 

CM  '     ÖV  t 


3ac  Cac 

Von  dem  orthogonalen  System  der  *  .  -  ,  />  wollen  wir  zu 
dem  neuen  der  £,  />',  p  übergehen  mit  der  Determinante : 


I  P  P 


-  1 


dann  ist 


und  umgekehrt 


Cr 

»    CM  <•  —  - 


CX  SU  W 
I 


Ferner  woflea 
«mgem 


r 

: 
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=  u  sin  o>  +  -  cos  o) 


Kj  =  tt,C08tt—  y  81H 


(13) 


x,  —  u,  sin  »  +    cos«  —  ftcosw—  -  sin  ta 


woraus : 


G 


x+Kt  =  E+Js 
und,  wenn  K  die  Krümmung  der  Fläche  &  bezeichnet: 


—  vut  =  — 


EG—F* 


 Kt 


(14) 


Dann  kann  mau  die  Differential formelu  für  die  eingeführten  Rich- 
tungscosinus folgendermaßen  schreiben: 


dl 


reo 


du 


dp'  ^»v^ 


a5; 


Differentiirt  man  hiernach  Gl.  (1)  und  setzt  noch  zur  Abkürzung 


6  =  cos  w  —  q  ^ 


so  kommt: 

Hieraus  ergiebt  sich: 


8«' 


=  —  d|ttga>  — pvp 


(16) 


also: 


3u  8» 


8«*  fr[ 

du  dv 


QÖXt  , 
CÖ8WP 


SgXt 
COS« 


(17) 


ferner  die  Werte: 

<.'=d*-feVi  -^«tgw  +  p'uv;   /  —  (fotga>)«  +  e*v*  (ld) 

denen  zufolgo  das  Linienelement  auf  &'  dargestellt  wird  durch 
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§.3.   Hauptkrümmungen  und  zweite  Mittelpunkts fl ächc. 

Bekanntlich  kann  man  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Normale  irgend  einer  Fläche  in  folgender  Form  darstellen: 

&.~Hsr+i7»  &  •  K"-  J  $z+J*  atT  (20) 

Führt  man  auf  den  linken  Seiten  die  Werte  (14),  auf  den  rechten 
die  Werte  (15)  ein,  so  müssen  die  Coefficienten  von  g  und  p  auf 
beiden  Seiten  gleich  sein,  und  man  erhalt  die  2  Gleichungspare: 

da 

=  H'ö  —  H^öt  tgco 

fi  H'Qp  —  HSev 

Boa 

v  =  —  J'Qp  —  JiQv 
nach  deren  Auflösung  sich  ergiebt: 


v  cos2a>     1  g  cqb'cb 

Ä="lSÖ"-p  *  fJ*7 

,     _  v  sin  Co  cos  q>  ,  ^  g  sin  a  cos  g  _  1 

p<5x  1  "™        p<5x  p 


(21) 


Aus  diesen  4  Grössen  lässt  sich  sehr  einfach  die  Summe  und  das 
Product  der  Hauptkrtimmungen  bilden,  nämlich 

1,1  R'-J'-2 -C0*t0 

9     9i  1      9  Qt 

1  .  1         COS  M 

H'JX'  —  HjJ's*  ~  — 


99i  1        1  9*  9** 

Beide  geben  übereinstimmend: 

1  1  dm 


*  d  du    oder  <32> 

COS  D)  yfV„x 


Die  Gleichungen  der  2.  Mittelpnnktsfläche  sind  also: 


j>  coso> 

ST 
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E 


Aus  den  Gl.  (21)  erhält  man  noch  beiläufig: 

Bau 


'  —  -H'e'-H'f  =  Q^'-tfa 
F^-H'f  '-H^g'-  -J'e'-J^f'^  guv-öttgo  ~     ^  (25) 

§.  4.   Krümmungsliniou  der  Urflächc.  J 
Die  Hauptkrümmungsrichtungen  von  ß'  werden  bestimmt  dureb 

das  ist  nach  Einsetzung  der  Werte  (21); 

/diA*  .  .     .  .  dv 

v<sinwU  1  +(^snitt)  — vcos  o>)  ^  — ftco8t»  =0 

Die  linke  Seite  zerfällt  von  selbst  in  2  Factoren,  so  tlass  man  hat: 

^sinw^  — cosw^  ^v|^  -}-^  =  0 

Demnach  sind  die  Differentialgleichungen  der  Krümmungslinie  auf 

du  =  ttg  (odr    und    iidu+vfo  —  0  (26) 

Es  fragt  sich,  welche  von  beideu  der  Kürzesten  auf  Sl  entspricht? 

Bezeichnet  «  einen  Bogen  auf  Sl  entsprechend  dem  erstem 
Variationsverbältuiss,  so  ist 

'  sin*w  cos*ü> 

woraus: 

du      .  dv  cos« 

8.=8mwi   a.  (2,) 

etc.  (28) 
Letzteres  nach  den  Formeln  (15)  differentiirt  giebt: 

folglich  ist  «  Kürzeste,  und  es  ist  die  ersterc  der  Gl.  (26),  welche 
diejenige  Krümmungslinie  auf  Sl'  bestimmt,  deren  Evolute  auf  £ 
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liegt  Die  durch  *du-\-vdv  =»  0  ausgedruckte  Krümmungslinie  steht 
dtnn  in  derselben  Beziehung  zu  Slr 

Das  System  der  Kürzesten  s  wird  von  einem  System  geodätischer 
Parallelen  «9  rechtwinklig  geschnitten,  längs  welchen  das  Variations- 
verhaltniss 

dv  tg  CO 

du  V 

ist   Diesem  gemäss  ist 


d$%  \du 


dg     dg  tg  co\  du 

dv    t  )d^"V 


folglich  entspricht  #,  auf  &'  eine  Curvo  constanter  erster  Haupt- 
krümmung. 

Wir  wollen  nun  die  3  Curven  auf  &' 

*'    für    dueosco — £  er  sin  w  =  0  (29) 
•/    rar   pdu  +  vdv  =  0  (30) 
für   dg  —  du  sin  co  -\~  t  dv  cos  co  =»  0  (31) 

einzeln  untersuchen. 


§.  5.    Erste  Krümmungslinie. 

Für  die  Krümmungslinie  (29)  verschwindet  in  Gl.  (19)  der  erste 
Term  der  rechten  Seite,  und  man  erhält: 

cV  =  g(udu-\-vdv)  ■    ~  ^ 


sin  o>     cos  co 
du      sin  co      dv      cos  co 


(32) 


ds'  ~   gx  '    cV  """  pxc 

Hiernach  findet  man  aus  (15): 

*  c*       g      es  gx  g 

Nach  (16)  werden  jetzt  die  Richtungscosinus  der  Tangente  an  §'*, 

=  —  p  \  etc.  (34) 

also  nach  neuer  Differentiation: 

»V  etc  (a5) 

8b'       px   1  g  1 
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Bezeichnet  8r  den  Contiugcnzwinkel  der  Tangente  irgend 
*,  so  ist 

Setzt  man 

tg*'  =  ?  (37) 

so  wird 

1  8t'  ,  *,  dt'  .  , 
j-^cotn'j    —  57  sin» 

daher  sind  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale: 


(38) 


8  dx' 

^7  ^,  =  S  sin  rc'-f  j/cos       etc.  (39) 

Bezeichnen  l,  m,  n  die  Richtungscosinus  der  Binormale  irgend  einer 
Curve  *,  so  ergiebt  sich  aus  (34)  und  (39): 

/'=  Scosrc'-p'sin»';   etc.  (40) 

Nach  Differentiation  findet  man: 

8  8*'  8d'  ,  .    ,       ,  dn' 

~8?  87  dY=-a*mn+PC0*n)W 

wo  8fr'  den  Contingenzwinkel  der  Schmicgungsebene  bezeichnet,  und 
nach  Division  durch  (39): 

—  -  —  (40») 

SP    S?  imn 

Daher  ist     — n'  constant  längs  der  ersten  Krümmungslinie,  und 
7t',  wenn  man  den  Anfang  der  fr'  in  x,  =  0  nimmt. 


§.  6.    Zweite  Krümmungslinie. 

Für  die  Krümmungslinie  (30)  verschwindet  in  Gl.  (19)  der  zweite 
Term  der  rechten  Seite,  und  man  erhält: 

8*,'=  ö(8ti— tdvtgu) 


ycos  0)  ((COS  G> 

8u      v  cos  o)      8t>  (U  cos  o) 


(41) 


8*/       dx*   '    Bs/ '  önt 
Aus  den  Formeln  (15)  geht  hier  hervor:  (42) 
dt      1  /Äpcosw     8w   , \     V      8w  I      dp      A£ coso» 

-  J\    x       8u  '  J 1  av^au«'  8*/  "  d* 
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woraus : 


Richtungscosinus  der  Tangente  wird 

5^>-*i  etc. 


B*z'      Kp  cos  co     da  p' 


and  wenn  man 


Ä"C0S  09  Ött 


2    öx'  ,  .  , 

jgTi  g^;=  — pain»i  — jjcosä,';  etc. 

1/  =  p'cos  «i* —  p  sin  nx' 

mithin  conatant  längs  der  zweiten  Krümraungslinio. 

§.  7.  Carve  constanter  erster  Ha np tkrümmung. 
Für  die  Curvc  (31)  wird 


(43) 
(44) 
(45) 

(46) 

(47) 
(48) 


hu 

du — tBvtgta  — — a-  :    udu-\-vdv  = 
Setzt  man  znr  Abkürzung 

ö  —  y  sin  £  cos  co ;    p%j  «  ycOBf 
so  erhält  man  aus  (19): 


x,  du 
cos  CD 


(49) 


du  cos 


CO 


5? 


sin  co 


und  dann  weiter  nach  (15): 

3|      x,p      du  p 


(50) 


dann  nach  (16): 


B$f        y  du  /cos» 

V  ,  öl»  I  

y  Sü  ycosw 

^   /  r 


(51) 
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2b      .  . 

7  =  Ism*— j>cosf ;   etc.  (o2) 


5? 

Setzt  man  ferner 

<5 


«  1- 
(     1        y*cos  co 

•  s,  s«~  (53) 


r  ^8«. 

so  findet  man  nach  demselben  Verfahren  wie  oben: 


fey-G+ö'+M-p^)'  « 

^^«(icosf  +/>  sin  f )  cos  TCj'+p'sin  *f '»    ötc.  (55) 

V=  (£cos«  +  psinf)8inws'— j/cosw,'»   etc-  (W 
a<V     x,  ö»f' 


a*,'    y*  av 


§.  8.   Singulares  Integral.    Neue  Auffassung 

des  Problems. 

Die  Gl.  (10)  in  der  Form 

dd>  8  co  dt 

g^-  cosw+^j  «sin  co  —  ^  cos  co  =  0 

wird  speciell  befriedigt  durch 

co-R 

Dem  entspricht: 

o  —  u+const 


(57) 


wofür  wir  ohne  Einbasse  an  Allgemeinheit  p  «=  t*  schreiben  können. 
Hier  wird 

und  die  Gleichung  der  Urfläche  lautet: 

etc-  (58) 

das  sind  die  Gleichungen  der  Evolvente  der  Curve  auf  Ä,  deren 
Bogen  u  ist  Dieser  Curve  entspricht  dann  auf  &'  diejenige  Krüm- 
mungslinie,  zu  der  Sl  als  Mittelpunktsfläche  gehört.  Das  Ergebnisi 
lässt  sich  in  folgenden  Sätzen  aussprechen. 
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Zu  jedem  orthogonal  geodätischen  Curvensystom 
auf  einer  beliebigen  Fläche  gehört  eine  einzige  Schar 
paralleler  Flächen,  anf  welcher  den  Kürzesten  jenes 
Systems  die  eineSchar  von  Krümmungslinien  entspricht. 
Jede  dieser  parallelen  Fläche  ist  der  Ort  derjenigen 
Evolventen  joner  Kürzesten,  deren  Abwickelung  in 
einer  gemeinsamen  orthogonalen  Trajectorie  derselben 
ihren  Anfang  nimmt. 

Da  aber  auch  umgekehrt  auf  jeder  Urfiäche  &'  für  dieselbe 
Mittelpunktsfläche  £  die  eine  Schar  von  Krümmungslinien  einer  be- 
stimmten Schar  Kürzester  entspricht,  durch  diese  wieder  die  ortho- 
gonalen Trajectorie n  bestimmt  sind,  so  ergiebt  sich  als  zweiter  Satz : 

Die  Allgemeinste  Urfiäche  zu  gegebener  Mittel- 
puntsfläche  ist  der  Ort  der  Evolventen  der  allgemein- 
sten Schar  Kürzester  anf  ihr,  beginnend  in  gemein- 
samer orthogonaler  Trajectorie. 

Hiernach  ist  für  eins  beliebig  gegebene  Fläche  das  anfanglich 
gestellte  Problem  identisch  mit  dem  Problem  der  Auffindung  des 
allgemeinsten  orthogonal  geodätischen  Systems :  durch  Integration  der 
Gl.  (4)  ergiebt  sich  die  Lösung  des  letztern  und  umgekehrt  Zwischen 
beiden  Fällen  bildet  derjenige  eine  Vermittelung,  wo  irgend  ein  ein- 
zelnes orthogonal  geodätisches  System  bekannt  ist.  Hier  tritt  an  die 
Stelle  der  Gl.  (4)  die  einfachere  (10),  durch  deren  Integration  dann 
beide  Fragen  erledigt  werden. 

Für  die  singulare  Lösung  <o  —  R  werden  manche  Formeln  un- 
brauchbar. Differentiirt  man  die  Gl.  (58)  direct  nach  den  Formeln 
(5),  so  kommt: 


dz' 

du 


(59) 


woraus : 


'=(<-«!u),+™ 


(60) 


(61) 


Die  Gl.  (20)  lauten  nach  Einsetzung  der  Werte  (5),  (59) 


E'-Ehi;  EFkk\    G'  «=»  F*u  —  (t  —  u  ^\ 


(65) 
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woraus  nach  Coefficientcnvergleicbung : 

dt 

_,_      JF  _i   du  } 

'  En  dt>    J*  ~  3t 

1  13* 

p--^,  =u;    <>i  =  -i7,  =  (63) 

Die  Gleichungen  der  2.  Mittelpunktsfläche  werden: 

3*  3« 

Xi  ='x~fat;$i'>  etc'  (S4) 

und  man  findet  wie  in  §.  3. 

dt  \  ö< 
du 

Die  Variationsverhältnisse  sind  nun  für  dio  Krümmungslinien 
nach  (29)  (30): 

ü  =  const;  Edu+Fdv^O 
für  die  Curve  constanter  erster  Hauptkrümmung  V  nach  (31): 

u  =  const. 

Den  3  Curvcn  entsprechen  die  Werte: 
du       1  dv 

d?-Eu  8?-°  w 

du_      F   1  .     dv  _  1  

~  E  dt'    8V  ~  3t 

IC  e 

8»     _     3«^  1   cose 

sv  -  U;  8?  - ,/?      a,vt  - 

K('--s;) 

Die  Richtnngscosinus  ihrer  Tangenten  sind  demzufolge: 
Sx'  8z'  8x 

57  — *s  av  =  -^  (67) 


a   «a<\8x  „ 
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£)  <68) 

Differentiirt  man  dies  nach  deu  Formelu  (6)  (7)  mit  Anwendung  von 
(66),  so  kommt: 

3»*'  1  Bz.  £_  Bx 
ds'*  —  u  a«+  Auf*  3t> 

a^x'     ^    Bu  Bu 


a 
a 


V      /Gcose      ö«\  (Bx  \ 


cosf  /        .  9*  sinA  Bx 


Dies  verglichen  mit  Gl.  (44),  worin 

/     3z  t 


zo  setzen  ist,  zeigt,  dass 

COSO) 


dz 

<a«* 

p=  u 

<? 

a* 

1  du 

au 

d  8u  =  , 

a< 

i 

~ttau 

demgemäss  also  in  Gl.  (47)  (48) 

"  Kt  du 


(69) 


i        E    Bt  /~r\\ 


und  in  den  Gl.  (49)  (55)  (56) 

-•-fayw- (.-?*)•+(?)'  <•» 

wird.  Nachdem  hiermit  die  für  den  vorliegenden  Fall  unbestimmt  wer- 
denden Ausdrücke  von  e,  rc/  und  ns'  detinirt  sind,  gelten  die  Glei- 
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chungen  für  die  Richtungscosinus  der  Haupt-  und  Binormale  der  % 
Curven  unverändert  fort,  desgl.  die  für  die  Krüramuiigs-  und  Tor- 
sionswinkel t,  9. 


§.  9.   Integration  für  besondere  Fälle. 

Gl.  (10)  ist  in  folgenden  2  Fällen  leicht  zu  iutegriren:  zuerst 
wenn  t  von  der  Fonn  ist 

t=  UV 

U  Function  von  n,  und  V  von  v.    Hier  ist  das  allgemeine  Integral 


<P(a) 


(72) 


Vü*  —  a 

wo  nach  Integration  a,  das  während  derselbeu  coustant  bleibt, 

a  —  r/cos  w 

zu  setzen  ist  Dieser  Fall  entspricht  einer  Rotationsfläche  &f  nämlich 

z=  ücos  J*  Vdv;   y  —  Usin  J*  Vdv\    s  Funct  von  u 

oder  einer  Fläche,  die  auf  dieser  abwickelbar  ist  Ist  Sl  keine 
Kugel,  so  kann  Sl'  nur  für  w  -  R  Rotationsfläche  sein.  Denn  eine 
solche  hat  nur  eine  Mittelpunktsfläche,  erzeugt  durch  Rotation  der 
Evolute  des  Meridians  um  dieselbe  Axe,  und  dieser  Evolute  ent- 
spricht nur  eine  einzige  Schar  paralleler  Evolventen,  so  daas  je  zwei 
nicht  parallele  verschiedene  Rotationsflächen  Sl'  verschiedenen  ß 
zugehören  müssten. 

Ist  zweitens  t  von  der  Form 

t  =  uV+V1 

so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gl.  (10)  (8): 

ueosu  =  cos(a>  —  v0)  j*  F,8in»0öü  +  8in((a  —  v0)  J*  FjCost^fo 

+  <p'(<0-v0)  (73) 

q  =  wsin  «  —  sin(o>—  v0)  j*  K18inr03a4-co8(a>  —  v0)  j* K^osp^d* 
wo  zur  Abkürzung 


(74) 
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-/ 


gesetzt  ist.  Dieser  Fall  entspricht  insbesondere  einer  auf  der  Ebene 
abwickelbaren  Fläche  Ä. 

Auf  beiden  Arten  von  Flächen  ist  das  allgemeinste  orthogonal 
geodätische  System  bekannt;  man  kann  daher  &'  immer  in  2  Formen 
darstellen.  Auf  Flächen  2.  Grades  ist  dasselbe  gleichfalls  bekannt; 
daraus  ergiebt  sich  nach  zweiter  Methode  Sl\  und  Gl.  (4)  ist  auch 
hier  integrabel.  Das  Integral  ist  nämlich  nach  §.  8.  für  jedes  ortho- 
gonal geodätische  System  p  =  u-f-const.  Bezeichnen  nun  zuerst  u, 
r  die  Parameter  der  Krümmungslinien,  u„  vx  die  orthogonal  geodäti- 
schen Parameter,  so  hat  man  in  der  T.  LIX.  S.  315.  gegebenen 
Formel  (151),  welche  in  u,  v  darstellt,  q  =  u,+  const.  zu  setzen; 
dann  ist  dieser  Ausdruck  die  allgemeinste  Lösung  von  Gl.  (8),  auf 
weiche  sich  GL  (4)  zurückführen  lässt. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  Anwendung  auf  die  Kugel 

II  Ii  u 

x  =  esin  -  cosr;   y  —  <?sin-sint>;    z  =  —  ccos- 


* 


machen.    Hier  ist 


t  =  e  sin  - 
e 


also  t/«=  /;  V=  1  zu  setzen,  und  die  Gl.  (71)  (72),  wo 


mm  sivLc  =  sin  - 
c       ^  c 


coa  u 


sei,  ergeben  leicht: 

v  =  <p'(u>)  —       q  c<p'(w)—<p(w)  +  cx 

u  u 

sin  ^  =  tg?üCOt-;  cos  %  cos  w  =  cos  - 

c  c 


Untersuchen  wir  die  erste  Krtimmungslinie  und  notiren  vorher 
die  Werte 

1 

*i  =  o 


dann  zeigen  die  Gl.  (38),  dass 
ist.   Infolge  dessen  giebt  Gl.  (40*): 


ä*7 


'gitized  by  Google 


272  Hoppe:  Bestimmung  einer  Fläche  etc. 

Die  Curve  *'  ist  also  eben  und  hat  gleiche  Krümmung  mit  dem  Nor- 
malschnitt, ist  demnach  Kürzeste  auf  Ferner  findet  man,  dass 
hier  $,  17,  £  Richtungscosinus  der  Schmiegungsebene  von  *  sind,  deren 
Gleichung  also  lautet: 

(jr-*'tf  +  (y-j,')y+(z-*')£-  0  (75) 

Nun  ist  aber  x  «*=  —  cp  etc.,  daher 

x  =  —  <?p  —  qp'\  etc. 

woraus : 

so  dass  Gl.  (75)  sich  reducirt  auf 

JR+  Yrj  +  ZZ  =  0 

Hiernach  liegt  *  in  eiuer  Ebene ,  die  durch  den  Mittelpunkt  geht 
und  die  Fläche  Sl'  rechtwinklig  schneidet. 

Diffcreutiirt  mau  q  längs  *'  nach  den  Formeln  (9)  (32),  so  kommt: 

Bq  sin*o>  ,  t  cos2»  1  c 
ds'  ^    px    '     p*x    ~~  px  p 

oder 

pdp 

das  ist  die  Gleichung  einer  Kreisevolvente,  deren  Krümmungsradius 
q  ist,  wie  nach  zweiter  Methode  gleich  anfangs  ersichtlich  war. 
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XIX. 

1  Analytische  Untersuchungen 

füber  die  Veränderungen  der  Axenverhältuisse,  Schwerkräfte  und 
~?r  Rotationsgeschwindigkeiten  homogen  flüssiger,  um  ihre  Axe 
si  rotirender,  cylindrischer  Gleichgewichtsfiguren,  durch  Conden- 
sation  oder  Expansion  bei  constanter  Masse  und  Energie. 


Von 

0.  Kuntze, 

Candiriat  des  höhcrn  Schulnmts  in  Güstrow. 


Ein  wegen  seiner  Bedeutung  für  die  kosmischen  Körper  wichtiges 
|  Problem  der  mathematischen  Physik  ist  dasjenige  von  den  Gleich- 
;'  gewich tsfigoren.  Nachdem  zuerst  Maclaurin*)  die  hydrostatischen 
Gleichgewichtsbcdingungen  für  das  Rotationsellipsoid  «  erfüllt  gefun- 
den hatte,  erkannten  Laplace**),  Lcgendre  und  Ivory  die  Rotations- 
ellipsoide und  die  satellitischen  Ringe  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
als  Gleichgewichtsfiguren.  Ihnen  reihte  Jacobi***)  das  dreiaxige 
Kllipsoid  an,  und  es  folgte  auch  bald  der  Nachweis  des  hydrostati- 
schen Gleichgewichts  für  die  cviindrischen  Gleichgewichtsfiguren,  die 
coaxialen  Hohlcylinder,  die  absoluten  Ringfiguren  und  die  concentri- 
schen  Ringsysteme  von  Matthiessen  t),  sowie  für  die  Mondfiguren 


*)  Maclaurin,  De  causa  physica  fluxus  et  refluxus  maris. 

**)  Laplace,  Mec.  ci\.t  liv.  I,  cap.  4;  liv.  II,  cap.  1—4;  Hv.  III,  cap.  44. 

***)  Jacobi,  Ucber  die  Figur  des  Gleichgewicht«,  Pogg.  Ann.  XXXIU. 
(1334),  p.  229  seq. 

t)  Matthiessen,  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten 
«fc-,  Kiel  1859.  —  Uebcr  Systeme  kosmischer  Ringe  etc.  (Zcitschr.  f.  Math. 
«•  Phys.,  X  ,  p.  59  etc.  (1865).  und  —  De  acquilibrii  figuris  et  revolutione 
honjogeneorum  annulorum  sidereorum  sine  corpore  central]  etc.  Ann.  di  mat. 
Pars  ed  appl.  (2)  III.  Milani  1869. 
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von  Roche*)  und  Vaughan**).  Im  Jahre  1859,  fast  gleichzeitig 
mit  dem  Matthiessen'schen  Beweise,  erschien  in  der  „Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik"  auch  von  Dahlander  in  Gothenburg  der 
Beweis  für  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes  für  den  hohlen  Kreis- 
cylinder. 

i 

Eine  allgemeine  Lösung  des  Problems  der  Gleichgewichtsfiguren 
tst  bisher  noch  nicht  aufgefunden  worden  und  scheint  auch  nach  den 
jetzigen  Hülfsmitteln  der  Wissenschaften,  weun  nicht  überhaupt,  un- 
möglich zu  sein. 

Zweck  der  vorliegenden  Arbeit  ist  es,  die  Veränderungen  der 
Axenverhältnissc,  Rotatiousgeschwindigkeiten,  Schwerkräfte  etc.  der 
homogen  flüssigen  Gleichgewichtsfigureu  mit  cylindrischen  Ober- 
flächen, welche  durch  Coudeusation  oder  Expansion  bei  constanter 
Masse  und  Energie  verursacht  werden,  analytisch  zu  untersuchen. 

Es  sei  uns  erlaubt,  auf  die  Matthiessen'sche,  das  entsprechende 
Problem  für  die  cllipsoidischen  Gleichgewichtsfigureu  behandelnde 
Arbeit:  lieber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Abplattung  im  Gleich- 
gewichte befindlicher  homogener  Ellipsoide  etc.  (Zeitschr.  f.  Math.  o. 
Phys.,  IV.,  1869)  hinzuweisen,  welche  diesen  Untersuchungen  wesent- 
lich zum  Vorbilde  gedient  hat. 

Cap.  L 

Ueber  die  cylindrischen  Gleichgewichtsflguren  und  die 
Bedingungen  ihres  Gleichgewichts. 

Von  den  cylindrischen  Gleichgewich tsfiguren  mit  Oberflächen 
zweiter  Orduuug  können  der  unendliche  massive  Kreiscylinder,  der 
uneudliche  massive  elliptische  Cylinder  und  der  uuendliche  kreisför- 
mige Hohlcylinder  im  Zustande  des  hydrostatischen  Gleichgewichtes 
sein.  Wir  wollen  den  Beweis  hierfür  kurz  geben  und  zugleich  einige 
der  hauptsächlichsten  Eigenschaften  derselben  entwickeln.  Der  Kürze 
wegen  sollen  in  dieser  Arbeit  jene  drei  obengenannten  Figuren  ais 
Kreis-,  elliptischer  und  Hohlcylinder  bezeichnet  werden.  Es  wird  im 
Folgenden  stets  vorausgesetzt,  dass  die  Masse  homogen  ist. 


*)  Roche,  Mem.  8iir  les  hg.  cllipa.  etc.,  L'institut.  Paris  (1849),  p.  187  seq.; 
(1850),  p.  117  et  321. 

**)  Vaughan,  On  the  form  of  sntcllitea  etc.,  Phil.  Mag.,  XX.,  p.  <0J; 
XXL,  p.  263. 
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a)  Massive  Cylinder. 
Wir  gehen  ans  von  dem  elliptischen  Cylinder 

a*  +  b*  1 

>der 

zHl  +  k*)  +  y*-b\  (1) 

fO 

+     ist.  (2) 

/l  +  A*  nennen  wir  das  Axenverhältniss  des  elliptischen  Cylinders. 

Die  allgemeine  Gleichung  für  Niveauflächen  ist 

dp  —  Q{Xdx-\-  Ydy  +  Z<lz-\-(o*(xdx  +  ydy)\, 

wo  p  den  Druck,  q  die  Dichtigkeit,  X,  F,  Z  die  Änziehungscompouenten 
eines  Punktes  der  Masse  und  w  die  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet. 
Die  Z  Axe  ist  hier  als  Rotatiousaxe  vorausgesetzt 

Durch  Integration  folgt 


P 
9 


=  J* \Xd*+Ydy+Zdz  +  ai*(xtlz+ydy)\  + 


Soll  nun  eine  Gleichgewichtsfigur  bestehen,  so  ist  erforderlich,  dass 
die  ausserste  Fläche  eine  Niveauflächc  vom  Drucke  0  sei,  d.  h.  dass  sei 


/ 


\Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  to*(xdx  +  ydy)\  -f  c  —  0.  (3) 

Die  Änziehungscompouenten  eines  beliebigen  Punktes  der  Ober- 
fläche des  elliptischen  Cylinders  leiten  wir  ab  nach  Laplace*): 

Für  die  Newton'sche  Attraction  ist  das  Potential  eines  Körpers 
auf  einen  beliebigen  Punkt 


v 


also  für  den  unendlichen  elliptischen  Cylinder  mit  der  Z  Axe  als 
Hauptaxe 


*)  Laplace,  Mcchan.  d.  Hirain.,  Obers,  v.  Burckhardt,  liv.  III,  cap.  44; 
cf.  auch 

Matthieasen,  ücber  das  Integral  der  Gleichung  ^— ^=0.  (Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  XVI.  1871.  p.  228  seq.). 


18« 
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'ff ptogräS&f. 


Siud  die  Coordinaten  des  anziehenden,  resp.  angezogenen  Punktes 
£  und      resp.  x  und  y,  so  ist 

v  =-  l  ff  QdVB$l\(V-  y)*+(t-x)*\ 

-  4  ff QWmri-tfi)-(y+xi))  +  i ff pdifdSiK^— » — (y— «Ol 

Es  ist  nun 

dv  dv       d(y-\-xi)  .       dv      d(y  —  xi) 

dy  ~~  d{y+xi)'     dy       '  d(y— xi)  dy 

dv   dv      d(y-\-xi)   dv  d(y  — xi) 

dx  =  d(J+xi)      dx       r  d{y—xi)  '  dx~~' 

und  wegen 

d(y+xi)  _  dü-xi)  _  j 

3(y+gQ  =  _  d{y—xi)  ^  . 
dx  dx 

v—r—  —  r  —  l  f  h 

T  dy"7  d(y  +  xi)  ^  B(y-xi) 


also 


dv  dv  dv 

X==fdx==ifd(y  +  xi)~  if  d(y  -  xi) ' 

dv 

d(y-\-  xi) 


Wir  können  nun  f(y-\-xi)  erhalten,  wenn  wir  f(y)  bestimmen 
uud  darauf  (y-\-xi)  an  Stelle  von  y  setzen.  Bestimmen  wir  nach  La- 
placc  die  Anziehung  eines  Punktes  (w,  0)  auf  der  Verlängerung  der 
Y  Axe,  so  folgt 


+6  +£ 


-iff<>BriBitl(V-«)*+Pl 


also  auch 


9>  _  v  y  -   «fa  PC  fc=a>ga* 


+6 


=  — 4/p  y°  arctangty£zyty. 
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Setzen  wir  für  £  den  aus  der  Relation  t)*+P(1  +  X2)  =  b*  folgenden 
Wert  ein,  so  ist 


+6  .  

=yarctangyr+i?(,--^)^ 


und  durch  partielle  Integration  wird 


^l^ctang^—---)^ 


yi+A»(u— 1?))-» 
+»   

P_  (i'i/ — »1  Vi)  V 1  +  A* 


-6 

Da  der  Ausdruck 

■6 


verschwindet,  so  folgt,  wenn  wir  mit  dem  Trinom 


/  2»q(l  +  A»)  &»+«»(l  +  A')\ 
^  A«        +  15  j 


in  den  Zahler  dividiren, 


Es  ist  nun 


tt/yÄ^  =  u(arc8in»)-!="',i 


im  zweiten  Integral  zerlegen  wir  den  Factor  von  yp^^ 
tialbrüche-,  dann  ist 


in  Par. 
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,_*5£?L„_r  r  J^s.  

+  6 


-b 

wo  A  und  B  die  Werte 


^  -  i          + i»)  -  „(2 + 1»)  ys^i+iij-wij 

-B  -      («•  -  2«*(1  +  A«) + „(2 + A»)  V-Tl  +  A«) 
zakommon.  Mit  Benutzung  des  Iutegrals 

/eb  1  l  _  az 

j^rt^-y^™^^**  ^ > «- 

dessen  Richtigkeit  durch  Diflferentiation  erhellt,  ergiebt  sich,  wenn 
wir   3  =  |  und 

u(l  +  il«)  +  y«»(i'+A»)-W 

-     +  X»)  -  V ^(H-  A»)  - an» 

«1  -  ÄA2  — 

setzen,  wo  «,*  und      >  1  sind, 


»/  =  T5         (  U7C 


*  /-TY' 


arcsin 


uiqi 
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Da  der  Wert  der  inneren  Klammer  =  * i8t>  80  er8icbt 
sich  für  das  gesuchte  Integral 


and  es  ist 


yr+rv    1/7   w*" \ 


Setzt  man  für  *»  den  Wert  aus  Gleichung  (1)  ein,  so  wird 

Die  Componenten  der  Anziehung  erhalten  wir,  indem  wir  Reelles  und 
Imaginäres  trennen 


y — ^a+yi+T»» 

ferner  ist  Z  =  0. 

Durch  Einführung  dieser  Werte  in  die  Gleichung  (3)  folgt 

oder 
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Damit  nun  diese  Gleichung  den  elliptischen  Cylinder  2e*(l-fA*)-f-yz  = 
darstelle,  ist  die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung,  dass  bei 
Gleichheit  des  constanten  Gliedes  auch  die  Coefficienten  von  «c*  und 
y~  einander  gleich  sind,  d.  h. 

l  +  k*  _  qj2  _  2nfg  Vi  +  X* 
1         o)*  2nfQ 


b*:c       2      i  +  yi  +  A* 
Durch  Elimination  von  b*;c  crgiebt  sich 

oder 

_  ayi+i«(yi+A»—  i)  l+VT+P  i 

2y  r+  g 

oder,  wenn  wir  als  Rotationsmoment  definiren  v  —  so  ist 

2Vl+T*  ^ 
v  =  (5) 

Es  ist  nun  auch  die  Schwerkraft  für  den  elliptischen  Cylinder 
stets  nach  dem  Innern  der  Masse  hin  gerichtet,  wie  aus  den  später 
entwickelten  Gleichungen  (12)  folgt. 

Für  den  massiven  Kreiscylinder  — =  1  gehen  die  Compo- 
ncnten  der  Anziehung  in 

X  =>  —  2nfgx  \ 

Y  =  -2nfQy  i  (6) 
Z=  0  ) 

über,  und  die  Integralgleichung  für  das  Bestehen  des  Kreiscylinders 
als  Gleichgewichtsfigur  ist 

Diese  Bedingung  besteht  mit  dem  Kreiscylinder  x2+y2  =  r*  stets 
zusammen. 
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Damit  nun  auch  die  Schwerkraft  nach  dem  Inneren  der  Masse 
hin  gerichtet  sei,  ist  erforderlich,  dass  die  Schwungkraft  kleiner  als 
der  absolute  Betrag  der  Massenanziehung  sei.   Letztere  ist  aber 


A  =  YY*+  Y*  =  —  2jr/eVx2+y* 

=  —  2nfQr,  (7) 

and  es  muss  sein 

co*r  <  2nfQr,  d.  h. 

v  < 1.  (8) 

Es  sind  noch  die  Maximal-  und  Minimalwertc  von  v  beim  ellip- 
tischen Cylinder  zu  bestimmen.  Nach  den  gewöhnlichen  Methoden 
findet  man  die  correspondirenden  Werte 

X  —  o,  v  «=  0,  5  (Maximum) 
X  =  oo ,  v  «=>  0  (Minimum). 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5)  ist  stets  positiv  und  reell  für 

jeden  beliebigen  positiven  und  reellen  Wert  von  Vl  +  A*  d.  h.  es 
existiren  für  alle  Axenverhältnisse  reelle  Winkelgeschwindigkeiten. 
Die  Axenverhältnisse  können  die  Werte  von  1  bis  x  durchlaufen 

(die  Werte  VT+I*  ^  ^  schliessen  wir  aus,  da  durch  dieselben  nur 

eine  Vertauschung  der  Axen  ausgedrückt  wird;  wir  nehmen  also  stets 
b  als  die  grössere  Axe  an).  Für  die  Grenzen  k  —  0  und  X  =  oo 
folgt  v  =  0,  5  und  u  —  0,  d.  h.  es  entsprechen  den  Axenverhält- 
nissen  von  1  bis  oo  Rotationsmomente,  welche  zwischen  0,  5  und  0 
liegen,  uud  bei  wachsenden  Axeuverhältnisscn  nehmen  die  Rotations- 
momente ab,  und  umgekehrt. 

Aus  Gleichung  (5)  folgt 

^—('-D^VWF' 

=  xc±Yw*  —  l  (9) 

Es  ist  nun  aber 

1 


«>— yV— i 


d.  h.  es  entspricht  jedem  Rotationsmomente  nur  ein  Axenverhältniss, 
da  die  Reciprocität  ja  nur  eine  Vertauschung  der  Axen  ausdrückt. 

Damit  das  Verhältniss  der  Axen  ein  reelles  sei,  muss  die  Quadrat- 
wurzel in  Gleichung  (9)  reell  sein,  d.  h. 
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(\  —        1  ^  0  oder   v  <  0,  5. 
Es  ergeben  sich  also  folgende  Resultate: 

Jedem  Rotationsmomente  v  *S  1  entspricht  ein  Kreiscylinder  als 

Gleichgewichtsfigur,  jedem  Rotationsmomento  v  ^  0,  5  ein  elliptischer 

Cylinder.  An  den  Grenzen  v  =  0  und  v  =  0,  5  verhalten  sich  die 
Halbaxen  der  Querschnitte  des  letzteren 

a-.b  —0:1 
a :  &  —  1 : 1. 

Wir  erhalten  im  ersten  Falle  die  unendliche  Lamelle,  im  zweiten 
den  Kreiscylinder  als  Gleichgewichtsfigur. 

Betrachten  wir  den  Fall  der  Ruhe  und  nehmen  zugleich  die 
Dichtigkeit  als  nicht  verschwindend  klein  an,  so  folgt 

d.  h.  es  ist  die  Lamelle  Gleichgewichtsfigur  für  den  Zustand  der  Ruhe. 

Für  den  Kreiscylinder  ist  die  Rahefigur  wieder  ein  Kreiscylinder. 

Wir  bringen  noch  einige  bemerkenswerte  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  Schwungkräften,  absoluten  Massenanziehungen  und 
Schwerkräften  (Fallgeschwindigkeiten)  der  elliptischen  Cylinder  statt- 
finden. 

Die  von  der  relativen  Schwere  gesonderten  Massenanziehungen 
A'  und  B'  an  den  Polen  der  Querschnitte  eines  elliptischen  Cylin- 
ders  sind   

also  wegen       +  =  58 

Ä  =  B'  =  —  <infQ  %==  -  —  4;r/p  (10) 

M  +  Vl  +  A»  J*a+b 

Setzen  wir  den  aus  der  Gleichgewichtsbedingung  (5)  folgenden 

Wert   

2  -  =     =  coHl+Vl+J?)* 
v  2VI  +  A8 

in  Gleichung  (10)  ein,  so  ergiebt  sich 
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^  =  i*'  =-(*+D,  (11) 

wo  mit  &  und  f  die  Schwungkräfte  an  den  Polen  der  kleineren  und 
grosseren  Axe  des  Querschnitts  bezeichnet  sind. 

Die  Schwerkräfte  A  und  B  an  denselben  Polen  sind 

A  -A'+a>*a  -  A'+k 
also  auch  ^  ' 

*— *  }  (12) 
Wir  finden  also  folgende  Resultate: 

Die  Schwerkräfte  (Fallgeschwindigkeiten)  an  den  Polen  der 
grösseren  (resp.  kleineren)  Axe  der  Querschnitte  eines  elliptischen, 
im  Gleichgewichte  befindlichen  Cylinders  sind  den  Schwungkräften 
an  den  Polen  der  kleineren  (resp.  grösseren)  Axe  gleich,  aber  von 
entgegengesetzter  Richtung. 

Die  absoluten  Massenanziehungen  sind  gleich  der  negativen 
Summe  der  Schwungkräfte  an  den  Polen  der  grossen  und  kleinen 
Axe  der  Querschnitte  oder  gleich  der  Summe  der  Schwerkräfte  an 
beiden  Polen. 


b)  Hohle  Kreiscylinder. 

Die  hohlen  Kreiscylinder  genügen  ebenfalls  den  Gleichgewichts- 
bedingnngen.  Wir  geben  hier  im  wesentlichen  den  von  Dahlander*) 
hierfür  gelieferten  Beweis  wieder. 

Bezeichnen  X,  Y  und  Z  die  Componenten  der  auf  die  Massen- 
einheit wirkenden  Kräfte,  r  den  innern  Radius  des  Hohlcylinders 
Md  r  denjenigen  eines  beliebigen  Punktes,  so  sind 


X  =  — 2*/p  


r'»  -  r* 


r 


(13) 


4.  B.  ( 1 859),  p.  444  seq. 


4 
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Setzt  man  diese  Werte  in  die  allgemeine  Gleichung  für  Niveauflächen 
ein,  so  ist 

*  -  1*1-2^^=^1  (xdx+ydy).  (14) 

Da  nun 
also 

dr'* 

xdx  +  ydy  =  -y, 
so  geht  die  Gleichung  (14)  über  in 

oder 


3T  -  mV1- 27ifQr'*+2nfQr*l(r'*)  +  C. 

Für  r  =  r'  wird  ;>  =  0,  also 

0  -  mV»  —  27r/er8+2tt/er*J(r,)  +  C, 
und  durch  Subtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen 

^  _  c»Vi-r*)~27r/p(r'»-r*)+2^r^(^). 
Für  r'  =  R  muss  j>  gleichfalls  verschwinden ;  also  muss  sein 

oder 

—  -l-»=?v}  (15) 

Setzen  wir  jetzt  als  Verhältniss  der  Radien  der  äusseren  und  inneren 
Grenzfläche 

-r  =  vr+v,  de) 

so  folgt  aus  R  —  r  auch  p  ^  0,  und  die  Gleichung  (15)  geht  über 
in 

o>8      a      t     Kl  +  n*)  M7. 

a^-1"-1 — ?~  •  (17) 

Als  Bedingung  für  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes  wird 
daher  erfordert 

oder 
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oder 

Dieselbe  ist  aber  stets  erfüllt,  da  p  =  0. 

Da  ferner  die  Schwerkraft  nach  dem  Innern  der  Masse  hin  ge- 
richtet sein  muss,  so  muss  die  absolute  Massenanziehung 

a'  =  YT* q^i  -  -  2*/e 

-  -  2*/<>  ^=^1  (18) 
ihrem  absolutem  Betrage  nach  grösser  als  die  Schwungkraft  sein,  d.  h. 

oder 

<Ä2  —  r* 

also  auch 

< 

Wir  finden  demnach  das  Resultat,  dass  innerhalb  der  Grenzen 
t>  =»  0  und  t>  —  1  Hohlcylinder  im  Gleichgewichtszustände  sein  können 
und  zwar  solche  von  beliebigem  Radienverhältnisse. 

Dass  v  keinen  grösseren  Wert  als  1  annehmen  kann,  folgt  leicht ; 
denn  wäre  dies  der  Fall,  so  mtissto  sein 

..1_fijea>1<lrfijö<flk 

was  unmöglich  ist,  da  Z(l  +  f*2)  und  n*  positive  Grössen  sind. 

Für  Vl  +  p  =  oo  ergiobt  sich  »  —  1—0—  1.  Ist  fi  sehr  klein, 
so  ist 

__=e  =  1___  _|.  (19) 

Für  vorschwindende  d.  h.  für  Vl  +  p  —  1  folgt  hieraus  »  =  0, 
und  die  Axen  des  Cylinders  haben  für  diesen  Fall  die  Verhältnisse 

R:r:L=  1  : 1 :  oo, 
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d.  h.  es  folgt  als  Gronzfigur  ein  Hohlcylinder  von  unendlich  geringer 
Dicke. 

Da  wegen  der  Constanz  der  Masse  des  cylindrischen  Querschnitts 

für  Vi  +  fi*  =  oo  offenbar  r  —  0  ist,  so  findet  hier  ein  Uebergang 
zum  massiven  Krciscyliuder  statt. 

Ftir  v  =  0  #ar  ji  =  0,  für  v  =  1  dagegen  p  =  oo .  Zwischen 
diesen  Grenzwerten  ändern  sich  die  Werte  von  ft  stetig  mit  stetig 
wachsendem  oder  fallendem  v,  d.  h.  die  Axenverhaltnisse  wachseu 
oder  fallen  mit  den  Rotationsmomenten. 


Für  zwei  kreisförmige  Hohlcylinder  mit  sehr  kleinen  Axen- 
Verhältnissen  folgt  aus  v  =  y 


und 


(Ü     £öj  . 


Für  sehr  grosse  Axenvcrhältnisse  werden  die  Rotationsmomentc 
constaut,  und  es  folgt 


Der  Fall  der  Ruhe  würde  bei  endlicher  Dichtigkeit  eintreten  für 


V 


tv=0 


d.  h.  für  v  =  0  und  l/l+p*— 1.  Es  ist  also  ein  Hohlcylinder 
von  unendlich  geringer  Dicke  die  Greuztigur  für  den  Ruhezustand. 


Cap.  IL 

Von  den  Beziehungen  der  Elemente  »,  A,  p  der  drei  Cy linder 
zu  der  Energie  Ihrer  Bewegung. 

Unter  Energie  wollen  wir  die  Flächensumme,  multiplicirt  in  die 
Massenelemento  verstehen;  dieselbe  ist  gleichbedeutend  mit  dein 
Product  aus  der  halben  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Trägheits- 
momente, d.  h. 

Vorsehen  wir  die  Elemente  w,  r,  vy  E  mit  dem  Index  1,  2  oder  3, 
jenachdem  sie  dem  Kreis-,  dem  elliptischen  oder  Hohlcylinder  ange- 
hören, so  ist 


Digitized  by  Go^kr 


(20) 


flüssiger  rottender  cylindritcher  Glcichgewichhfiyuren.  287 

-  2  J  ridm  =  2  '  ~2  W|ri  *  4 

8      2J  r%0m~*  2'       4        ~        2  4~ 

^  —        ra^«  -  2  2          -  "^W+Wy 

Eliminiren  wir  r„  a,  i,  Äs,  r3  und  führen  die  Rotationsmomente 
v  =        ein,  so  erhalten  wir 

^  =  4^L  -  AngL 

„  _  ca8(2+^)q8Af      o>,(2  +  A»)Af2 
8  -  8*^1+1« 

_  >%  (2+A*)  ^Y^p 
£3-a,3r3(2+,i)4  - 

Um  eine  klarere  Anschauung  von  dem  Abhängigkeitsverhältnisse 
der  Elemente  r,  72,  A  und  a  zu  erhalten,  fügen  wir  eine  Tafel  be- 
rechneter Werte  r,  E,  A,  /i  bei  und  geben  eine  graphische  Darstel- 
lung der  Grössen  v  und  A',  indem  wir  r  als  Abscisse  und  E  als 
Ordinate  eines  orthogonalen  Coordinatensystems  ansehen.  Setzen  wir 
dabei  zur  Vereinfachung   

so  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  über  in 

Ei  -  V»i  

jg  =Vv     2  _  y  t,  A  +  (1  +  *')  +  2Vl+  A»  _  2^1  +  A«\ 

1 


£5  - 

Es  ist  demnach  für  sehr  grosse  Rotationsmomente  (d.  h.  limr,  =  1, 
=  0,  5,  limt>3  =  1) 
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*  "  7i~  Vi  "  V2~  V1  "  Vi  ~  0,707 
Für  sehr  kleine  Rotationsmomente  wird 

/    2    iA2  2    i/2  1 


Ferner  ist  für  sehr  kleine  v  wegen  v  =  «r- 


M 

K 

&% 

\/l  -4-1* 

i/l  -L  .j* 

0 

0 

OD 

00 

OD 

1 

0,0001 

0,01 

99,99 

100,0 

19998 

1,0001 

0,01 

0,10 

9,90 

10,0 

198 

1,01 

0,02 

0,14 

6,93 

7,07 

98,00 

1,02 

0,03 

0,17 

5,54 

5,88 

64,66 

1,03 

0,04 

0,20 

4,80 

4,91 

47,98 

1,04 

0,05 

0,22 

4,25 

4,57 

37,97 

1,05 

0,10 

0,32 

2,85 

3,56 

17,94 

1,09 

0,15 

0,39 

2,19 

2,51 

11,24 

1,15 

0,20 

0,45 

1,79 

2,10 

7,87 

1,24 

0,25 

0,50 

1,50 

1,81 

6,83 

1,33 

0,30 

0,55 

1,28 

1,68 

4,44 

1,40 

0,35 

0,60 

1,10 

1,54 

3,42 

1,50 

0,40 

0,63 

0,95 

1,42 

2,62 

1,61 

0,45 

0,67 

0,82 

1,34 

1,92 

1,73 

0,50 

0,71 

0,71 

1,27 

1,00 

1,87 

0,55 

0,74 

1,21 

2,04 

0,60 

0,78 

1,16 

2,25 

0,65 

0,81 

1,12 

2,49 

0,70 

0,84 

1,08 

2,81 

0,75 

0,87 

1,05 

3,22 

0,80 
0,85 

0,89 

1,03 

3,78 

0,92 

1,012 

4,63 

0,90 

0,95 

1,010 

6,09 

0,95 

0,98 

1,008 

9,55 

1,00 

1,00 

00 
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Vi+f**  =  yi+2t,3-i+„s, 

Aus  der  graphischen  Darstellung,  sowie  aus  der  Tabelle  erkennt 
man,  dass  die  Curven  E  —  f{v)  gemeinschaftliche  Schnittpunkte  be- 
sitzen und  zwar  für  die  beideu  massiven  Cyliuder  bei  t>  =  0,5,  #=y2, 
für  den  Kreis-  und  den  Hohlcyliuder  bei  v  —  1,  B  1,  für  den 
Hohl-  und  den  elliptischen  Cyliuder  bei  t>  =  0,  E  —  oo .  Es  ergeben 
sich  hieraus  folgende  Sätze: 

Die  Energie  eines  ruhenden  massiven  Kreiscylinders  ist  Null. 
Erhält  derselbe  ein  Drehungsmoment,  so  bewahrt  er  die  Form  des 
massiven  Kreiscylinders.  Bei  fortwährend  durch  successive  Impulse 
wachsender  Energie  nimmt  anch  das  Rotationsmoment  (und  somit 
die  Rotationsgeschwindigkeit)  zu.  Hat  letzteres  die  Grösse  v  =  0,5 
bei  E  =  0,707  erreicht,  so  sind  zwei  Fälle  möglich :  entweder  bleibt 
die  Figur  ein  Kreiscylinder  mit  wachsendem  Rotationsmoment,  oder 
sie  geht  in  einen  elliptischen  Cylinder  mit  abnehmender  Rotations- 
geschwindigkeit über.  Bei  fortgesetzten  Impulsen  plattet  letzterer 
sich  mehr  und  mehr  ab,  bei  abnehmender  Rotationsgeschwindigkeit, 

da  das  Trägheitsmoment  j  r*öro  in  E  —  |  J* r*dm  stärker  wächst 

als  die  Energie  selbst,  bis  er  bei  E  =  <» ,  v  =  0  an  seiner  Grenze 
die  Form  der  unendlichen  Lamelle  annimmt  Der  Kreiscylinder  wird 
im  Gleichgewichtszustande  beharren,  bis  die  correspoudirenden  Werte 
E  =  1,  v  =  1  erreicht  sind,  und  alsdann  übergehen  in  den  Hohl- 
cylinder,  dessen  Rotationsmomeute  bei  wachsender  Energie  und  ab- 
nehmender Dicke  des  Cylinders  kleiner  und  kleiner  werden,  bis  an 
der  Grenze  £  •=  oo ,  v  —  0  die  Dicke  des  Cylinders  eine  unendlich 
geringe  wird. 

Da  noch  an  der  Grenze  v  =  0,  E  —  oo  die  Curven  E%  =  f(v9) 
and  E^  =  <p(t?3)  einen  Punkt  gemein  haben,  so  folgt  hieraus,  dass  es 
ursprüngliche  Kräfte  oder  Energien  giebt,  durch  welche  eine  frei- 
schwebende, rotirende  Flüssigkeitsmasse  in  zwei  völlig  verschiedene 
cylindrische  Gleichgewichtsfigureu  übergeführt  werden  kann,  nämlich 
bei  den  Grenzwerten  v  =  0,  E  <=  oo  in  die  unendliche  Lamelle  mit 
dem  Axenverhältuisso  a :  b  =  0 : 1  oder  in  einen  Hohlcylinder  von 
unendlich  geringer  Dicke  mit  dem  Verhältnisse  der  Radien  der  inne- 
ren und  äusseren  Grenzfläche  r :  R  «=  1 : 1. 

Erhalten  dagegen  diese  drei  Gleichgewichtsfiguren  fortwährend 
der  Drehung  entgegengesetzte  Impulse,  so  nimmt  die  Energie  ab, 
and  die  Figuren  durchlaufen  dieselbe  Reihe  der  Zustände  in  um- 
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gekehrter  Ordnung.  Die  elliptischen  und  Hohlcylinder  erhalten  grös- 
sere Rotatiousmomentc  und  gehen  bei  v  —  0,5,  E  =  0,707,  resp. 
v  =  e  mm  l  in  den  massiven  Kreiscylinder  über.  Letzterer  ver- 
liert bei  abnehmender  Energie  allmählig  seine  Rotationsgeschwindig- 
keit, bis  bei  E  =  0,  v  —  0  als  Grenzfigur  ein  ruhender  Kreiscylinder 
auftritt. 

Eine  Zerstörung  des  Cylinders,  wie  z.  B.  ein  Uebergang  in  eine 
andere  Gleichgewichtsfigur,  findet  nirgends  statt,  da  ja  für  den  ellip- 
tischen Cylinder  innerhalb  der  Grenzen  v  =  0  und  v  =  0,5,  für  die 
beiden  kreisförmigen  Cylinder  innerhalb  der  Grenzen  v  =  0  und 
v  1  die  absolute  Massenanziehung  nie  kleiner  als  die  Schwung- 
kraft werden  kann. 

Betrachten  wir  noch  die  Fälle,  in  welchen  Kreis-,  elliptische  und 
Hohlcylinder  von  gleicher  Masse  und  Energie  bei  gleicher  Dichtig- 
keit zusammeubestehen  können,  so  finden  wir  folgende  Ergebnisse: 

1)  Den  massiven  Kreiscylindern  vom  Rotationsmomente  «-=0  bis 
v  =•  0,5  entspricht  weder  ein  elliptischer,  noch  ein  Hohlcylinder. 

2)  Den  massiven  Kreiscylindern  von  den  Rotationsmomenten 
v  «=  0,5  bis  v  =»  1  entsprechen  elliptische  Cylinder  mit  Rotations- 
momenten und  Axenverhältnissen,  welche  zwischen 

3  — V5 

v  =  0,5  und  v  =  — g — 1  rC8P- 

Vl  +  k*=  1  und  VF+F==  $(l-fy 5 +  1/2(1  +  1/5)) 
variiren  ;  Hohlcylinder  entsprechen  aber  auch  ihnen  nicht. 

3)  Den  Hohlcylindern  entsprechen  elliptische  Cylinder,  deren 
Axenverhältnisse  zwischen 

Yl  +  j*  -  }{i  +  y5  +  V2(l  +  y5)|  und  yT+Ä*=oo 

und  deren  Rotationsmomente  zwischen 

V  =  ~-    Und    V  mm  0 

gelegen  sind. 


Cap.  III. 

Vou  den  Veränderungen  der  Axenverhältnisse,  Rotationsgesehwin- 
digkeiten,  Schwerkräfte  etc.  der  homogen  flüssigen,  cylindrischen 
Oleichgewichtsflguren  durch  Condensation  and  Expansion, 
bei  gleicher  Masse  und  Energie. 

Wirken  auf  homogen  flüssige,  im  hydrostatischen  Gleichgewichte 
'  *ij44jliche,  unendliche  Cylinder  irgend  welche  inneren  oder  äusseren 
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Einflüsse,  welche  eine  Aenderung  ihrer  Dichtigkeit,  d.  h.  Expansion 
oder  Condensation  herbeiführen,  mögen  es  nun  chemische  Processe, 
Abkühlung,  Wärmezuführung  von  aussen  oder  dergl.  sein,  so  werden 
sich  mit  der  Dichtigkeit  zugleich  auch  die  Rotationsgeschwindig- 
keiten, Axenverhältnisse  etc.  üudern  uud  zwar  in  bestimmter  Weise, 
wenu  Masse  und  Energie  coustant  bleiben. 

Es  übt  nun,  wie  aus  dem  Laufe  der  Untersuchungen  erhellt, 
eine  Coudensatiou  auf  die  Axenverhältnisse  etc.  dieselben  Wirkungen 
aus,  wie  eine  Vermehrung  der  Energie  bei  constanter  Masse;  um- 
gekehrt wirkt  eine  Expausion,  wie  eine  Verminderung  der  Euergie. 

Wir  behandeln  nach  einander  die  drei  cylindrischen  Glcich- 
gewichtsfiguren. 

a)  Massive  Kreiscylinder. 
Die  Energie  des  Krciscyliuders  war  nach  Gleichung  (20) 

2  4  4izqL  \tiqL 

wo  3/=  r%n$L. 

Betrachten  wir  nun  zwei  Kreiscylinder  von  gleicher  Masse  uud 
Energie  und  sehen  die  durch  gestrichene  Buchstaben  bezeichneten 
Elemente  als  coustant  an,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Werte  von  E 

cd  :  0),  «=  rt* :  r*  =  p  5  pj  -»  v  l  vx  \ 

ferner  folgt  noch  aus  der  für  die  Umlaufszeiten  geltenden  Relation 
<oT=  cojT, 

p  :  p,  =  7*,  :  T  =  w  :  «,  =  v :  v,  =  rt* :  r*.  (21) 
Diese  Beziehungen  gelten  aber  nur  so  lange,  als  sie  mit  der 
Gleichgewichtsbedingung  v  ^  1  vereinbar  sind. 

Für  die  Grenze  der  Expansion,  d  h.  für  p  =»  0,  besteht  Gleich- 
gewicht, und  es  treten  die  correspondirenden  Werte  auf 

p  =  0,  ■-0,0-0,  T  —  co ,  r  —  co .  (22) 

Der  Querschnitt  des  Cylinders  wird  also  ein  unendlich  grosser, 
bei  verschwindender  Rotationsgeschwindigkeit  und  Rotationsraoment. 

Sollte  nun  p  unendlich  grosse  Werte  annehmen,  so  mttsste  auch 
»=ao  werden.   Dies  ist  aber  nicht  möglich,  da  max.»  =  1. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  an,  dass  nf  =  1  sei,  und 
dass  r,  —  \  die  Werte  p,  =  1,  w,  —  1,  r,  —  l,  Tx  «=  1,  d.  h.  auch 
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Jk,  mm  1,  Ax'  —  —  2,  ^  =  —  1  entsprechen,  so  folgt  für  die  Grenze 
derjenigen  Condensatiou,  bei  welcher  die  Kreiscylinder  aufhören  zu 
bestehen, 

(i-S  \ 
r  -  Vi  =  0,707,    T  =  0,5  f 

Es  existiren  demnach  bei  gleicher  Masse  und  Energie  für  Dich- 
tigkeiten, welche  zwischen  0  und  2  variireu,  Kreiscylinder  als  Gleich- 
gewichtsfiguren. Es  kann  bei  der  Condensation  aber  keineswegs  r 
unendlich  klein  und  »  unendlich  gross  werden,  da  ihre  Minimal-, 
resp.  Maximalworte  r  =  0,707  und  ©  =  2  sind. 

Innerhalb  der  gefundenen  Grenzen  wachsen  also  die  Rotations- 
geschwindigkeiten und  Rotationsmomente  mit  wachsender  Dichtigkeit, 
dagegen  nehmen  die  Umlaufszeiten  und  die  Radien  des  Querschnitts  ab. 

Die  Schwungkraft  k  an  der  äusseren  Greuzfläche  ist  k  =  ü>V, 
also  k :     «=  w-r :  tt1*r]  und,  da  nach  (21)  w:     =  r^:  r* 

k  :  kt  =  col :  o>,l  =     :      =  r-j3  :  rs  =r  vi :  v,l 

oder 

jfc*  ;  Jfcj»  =  p3  .  ^3  =  ^  .  ^3  —  „3  .  ^3  =  rj6  .  r6        ^3 .  yJ  (24) 

An  der  Grenze  der  Expansion  wird  die  Schwungkraft  k  0, 
für  v  =  |  ist  ifc  =  1,  für  v  =  1  dagegen  fc  «-  2y  2  -  2,828. 

Die  absolute  Massenanziehung  an  der  äusseren  Fläche  des  Cy- 
linders  ist  nach  Gleichung  (7) 

Ä  =  Bf  2nfQr. 

Mit  Hülfe  der  Relation  (24)  ergiebt  sich  hieraus 

A'* i Af%  —  r,Äs r1     q:q,  —  msm\  —  »:*| (25) 
und  es  entsprechen  einander  die  Werte 

p  =  0,  A'=0 

p  =  2,   yt'  =  -2V2. 

Die  Schwerkräfte  an  der  äusseren  Grenzfläche  sind 

^  =  ^+0)^=  A'+k 

oder 

-4  =  —  2*/pr  -f-  w*r  =  2«/pr(»  —  1), 
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A:Al  —  rg(v  —  1)  ifjpjfaj  —  1) 

(  (t>  —  l)t>  ^      (P1  —  l)Vj 

=  Vt>(t>  —  1):  VM»,—  1).  (26) 

Für  sehr  starke  Expansionen  wird  nahezu  t>  =  0  =  w ;  für  zwei 
stark  expansirte  Ereiscylinder  ist  demnach 

A  =»  —  2nfor, 

also 

A:Al  —  pr:p,r,  =  pVp,  :p,Vp  —  Vp:  VPi, 

d.  h.  es  wachsen  oder  fallen  die  Schwerkräfte  bei  starker  Expansion 
mit  den  Quadratwurzeln  ans  den  Dichtigkeiten. 

An  der  Grenze  der  Expansion,  d.  h.  für  p  =  0  und  v  =  0  ist 
rogleich  4=0;  für  g  =  1,  v  =  }  ist  -4  —  —  1;  es  vorschwindet  yl 
aber  anch  für  das  Maximum  q  =  2,  t>  =  1.  An  diesen  Grenzen  hört 
die  Stabilität  des  Kreiscylindcrs  auf,  da  die  Schwerkraft  verschwindet. 
Innerhalb  der  Grenzen  p  =  0  und  p  =  2  (oder  v  —  0  und  u  —  1) 
prävalirt  dagegen  die  Massenanziehung  über  die  Schwungkraft,  d.  h. 
die  Schwerkraft  (Fallgeschwindigkeit)  ist  stets  nach  dem  Inneren  der 
Masse  hin  gerichtet.  Es  ist  deswegen  innerhalb  dieser  Grenzen  auch 
eine  Abschleuderung  von  Materie  nicht  denkbar. 

• 

Es  war  schon  gezeigt  worden,  dass  an  der  Grenze  v  =  1  (q  <=  2, 
m  —  2,  r  — ■  0,707,  T  =  0,5)  ein  Uebergang  des  massiven  Kreis- 
cylinders  in  den  hohlen  Kreiscylinder  stattfindet;  ähnlich  ist  bei 
v  =  0,5  (p  =  1,  a»  =  1,  r  =  1,  T  =  1)  ein  Uebergang  des  Kreis- 
cylinders  in  einen  elliptischen  Cylinder  möglich. 

b)  Elliptische  Cylinder. 
Aus  dem  Werte  der  Energie  (20) 
E  -  -Y! f*dm  =  ^  J/^+A1)  =  «o.a» (2  +  A>) .  M 

m.M*(2+l*)  2+A»  3fV2^ 

=  8«pLV  i+T* "  ^  ü  Vi+T*  8*¥^ 

folgt  für  zwei  elliptische  Cylinder  von  invariabler  Masse  und  Energie 

5    2+A*       ^    2  +  V  . 

p '  Vf+T1 ~~    yi+v ' 

femer  ist 


2Ü4 
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v ' v*  -~  9  '  Qi    (i + Vi + ry  *  (i  +  Vi + V)1  ' 

also 

" :  <"  =  d+yi+w). :  ü +7r+Tv  (27) 

und 

(2  +  **)'  ,       J»4V>'  (28) 

ePi  vi+a^i+vi+av  vr+vu+vr+v)2 

Für  p  —  x  wird  auch  Vl-M*  uucndlich  gross,  dagegen  *  =  0. 
Es  findet  also  an  der  Grenze  der  Condensation  noch  hydrostatisches 
Gleichgewicht  statt. 

Für  sehr  grosse  Axenverhältnisse  und  somit  auch  sehr  grosse 
Dichtigkeiten  gilt  die  Relation 

2VI+Ä»  2  


d+ Vi  +■        *_ +2+vr+r« 


2 


Vi+T*  *■ 

und  für  zwei  elliptische  Cylinder  von  starker  Condensation  ist 
v :  v1  =  ^  :  A, 

o :  Wj  =  1 : 1,  d.  h.  co  =  g>,, 

prp^Vl+^jVITÄT^^A,     )  (29) 

Bei  zwei  elliptischen  Cylindern  von  sehr  grosser  Dichtigkeit  sind 
bei  derselben  Masse  und  Energie  die  Dichtigkeiteu  den  Axenverbalt- 
nissen  direct,  den  Rotationsmomenten  umgekehrt  proportional,  wäh- 
rend die  Winkelgeschwindigkeiten  constaut  werden. 

Das  Maximum  des  Rotationsmomentes  tritt  ein  für 


0  = 


Auf  den  für  diesen  Wert  bestehenden  Cyliuder  beziehen  wir  alle 
Elemente  mit  gestrichenen  Buchstaben  und  setzen  nf  =  \,  =  1. 
«1  — »1-  1,  also  auch  *,  =  /,  -  1,  ii,'— B/— 2,  i,-^— t 

Es  ist  dann  bei  dieser  Wahl  der  Constanten  q  =  1  das  geringste 
Mass  der  Dichtigkeit,  welches  beim  elliptischen  Cylinder  aufzutreten 
rmag.   Bei  unendlich  grossen  Axenverhältnissen,  d.  h.  bei  unendlich 
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kleinen  Rotationsmomenten  ist  dann  p :  1  =  oo :  1  oder  q  —  oo ,  d.  h. 
der  elliptische  Cylinder  wird  bei  zunehmender  Dichtigkeit  stets  im 
Gleichgewichte  bleiben  können. 

Es  würde  ferner  an  den  Grenzen  der  Condensation  sein  o>:  1  =» 
1 :  J  oder  to  =»  2;  ferner  wegen  a^p,  —  1 

«'  -   /  1  .    -  0 

b  _     ^     ___     }A=w  i. 

An  der  Grenze  der  Condensation  verschwindet  also  das  Rota- 
tioDsmoment  und  die  kleinere  Axe  des  Querschnitts ;  die  Umdrehungs- 
geschwindigkeit nimmt  den  Wert  2  an  und  verdoppelt  sich  also  nur 
während  des  ganzen  Verlaufes  der  Condensation.  Der  Wert  der 
grösseren  Axe  wird  =■  1,  bleibt  also  endlich  und  ist  gleich  dem 
Werte,  welcher  bei  dem  Rotationsmomente  v  =  }  oder  q  =  1  statt 


Es  findet  für  b  ein  Maximum  statt;  es  ist 

9 

i]  •  s  (i+A»)(i+vr+^)2  (i+V)(i+vr+v)2 

ö  :*i  (2+A8)*  :  (2+V)* 


also 


•2    ft+gK* + Vi +**)* 

6  &  (2  +  A*)» 


Bei  der  Bestimmung  des  Maximums  von  b  verfahren  wir  nach 
den  gewöhnlichen  Methoden: 

{2A(1  +  Vl+Ä5)2  (2+  W  +  2AV (1  +  VT+Ä*)  (2  +  X*)* 

-4A(i+^(i+yi+r^(2+A»)i  (2tä¥  "°sÄ^Äii 

oder    ^dtfUftFff-i 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  A«-0,  A«=ao 
also  durch  die  Axenvcrhältnisse  JM 
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VI+T»  =  l, 

yr+x*  =  Ys +2V  2  =  2,41421  =  i + y  2. 

Dio  beiden  ersten  Werte  liefern  Minima  von  b,  nämlich  6  =  1; 
letzterer  dagegen  ein  Maximum,  nämlich 

&  -      iqp(i+ii7  — 2—  =  1'2Ü71' 

da  für  yi+P==V8+5y2  ist  1  +    +      =2{1+Vi  +T»}. 
Diesem  Werto  entspricht 

Vi+T'  _nB 

a  =  — ; — =  U,0. 
2V 1  +  A* 

Die  corrcspondirondc  Dichtigkeit  folgt  aus 

abg  -  Ojftjp,  =  1, 

also 

1 


a*Vl  +  A* 

oder 

p  =  1,6569. 


also 


Dio  Rotationsgeschwindigkeit  ist 

»(a»+*»)  =  »1(oJ»+V)=  2, 

2  2  8 


oder 

endlich  ist 


'  a»  +  &*  —  a*(2+A*)  ~  6,82842 
«  =  1,171574; 

2.2,41421  ^ioo„ 
"  =  3,41421*  =  °'4337' 


Aus  der  Constanz  der  Energie  rcsultirte 

ferner  da  a>r=>  a^Tj,  so  ist 

T :  Tx  =      +      :  (af+bj)  =  »i :  (30) 

Für  sehr  grosse  Dichtigkeiten  und  Axcnvorhältnisse  wird  a  sehr 
klein,  und  es  ist 

w:  od,      V :     =  Z", :  T.  (31) 
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Es 

oder 


Für  die  Schwungkräfte  k  und  f  an  den  Polen  der  kloineron  und 
grösseren  Axe  des  cylindrischon  Querschnitts  ist 


also 


leiki  —  »*a  :  ojl2al  ) 


Ii  ftfc 


-Vl+A'rVl  +  A,«, 


A*  *  Ar,      a  *  Oj 

folglich  für  sehr  grosse  Dichtigkeiten  nach  Gleichung  (29) 

jij-  =  A : A,  =a  9 :  p,  =  Vl  i 0. 


(32) 


(33) 


(U) 


Bei  sehr  starken  Condensationen  sind  also  die  Quotienten  aus 
den  Schwungkräften  an  den  Polen  den  Dichtigkeiten  direct,  den  Ro- 
tati onsmomenten  umgekehrt  proportional. 

Ans  den  voraufgehenden  Gleichungen  resultirt  noch 

l:*-*(V+V>,:*i(«,+*V  r 
also  für  sehr  grosse  Dichtigkeiten  und  Axen  Verhältnisse 


Aus  den 
ah 

An  der 


m 


also  ist 


-a  fTPS  -  x.  i  -  f,  «...  2. 
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für  den  Maximalwert  von  b  sind 

k  -  <a*a  =  -  0,6863 

l  =  a8Ä  _  1,1716*.  1,2071  =  1,6569. 

Mit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Relationen  über  deu  Zusammen- 
hang der  Schwungkräfte  an  den  Polen  mit  den  absoluten  Massen- 
anziehungen und  den  Schwerkräften  folgt,  da  k  =.  —  By  l  —  —  A, 
ik+l)  A'  B* , 

und  für  sehr  grosse  Dichtigkeiten 

Ks  ist  nun  auch 

BiBt=*  a(V+ V)* :  al(o,+*^),  l 

und  ferner 

:  -     +    :  (V + V> 

Bei  sehr  starken  Condensationen  verhält  sich 

B:B1  =  VVH-V !  *8Vl+T»  und 
A:  Ax  ■«=  ijs:  6S  =  o)l :  »4I 

Für  die  absolute  Massenanziehung  folgt 

A':AX'  -  »»(«+*) :  Wj^Oj  +  Jj)  -  : 

woraus  für  sehr  grosse  Dichtigkeiten  resultirt 

An  der  Grenze  der  Condensation  gehen  die  Werte  A,  B  und  Ä 
über  in 

^  =  —  4 
B  -  0 

während  dem  Maximum  von  6  die  correspondirenden  Wert© 

A  —  —  1,6569 
2?  =  —  0,6863 
^'   2,3432 

entsprechen. 
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c.   Hohle  Kreise yl  indc  r. 
Die  Energie  des  kreisförmigen  Hohlcylinders  ist  nach  Gleich u ng  (20) 

*  V  '    ft*  4  n  o  L 

und  es  ist  demnach  für  zwei  Hohlcylinder  von  derselben  Masse  und 
Energie 

co:  Ml  =  (V+V)  i  (Ä*+r>) 

-  W-V):  (Ä'-r*)  -  (37) 

wo  die  t  die  Länge  der  Tangenten  bezeichnen,  welche  von  einem 
Punkte  der  äusseren  Oberfläche  an  die  innere  gezogen  werden  kön- 
nen. Den  Quadraten  dieser  Tangenten  sind  also  die  Dichtigkeiten 
umgekehrt  proportional. 

Es  verhält  sich  ferner 

«(2+g'). *'+r'  -  V+V  ,*» 
— ^  "    Ä^r5    1  ä7*— »7*  (38) 

and  hieraus  folgt  für  sehr  grosse  Verhältnisse  der  Badien  bei  Ver- 

«r        2  2 
nacblaasigung  der  sehr  kleinen  Werte  ~j  and  — f 

P*  Mi 

•  :  co,  =  p:^ 

d.  h.  bei  starken  Condensationen  sind  die  Rotationsgeschwindigkeiten 
den  Dichtigkeiten  proportional;  weiter  ist  auch 

v :  r,  =  cd :  co,  —  Q  :  p, 

Ferner  folgt 


+  *,.2+?J»  l/f;l/fl 

*  Mi*  "r  •  r  p, 


2+ 

oder 

f . ffi  4      t» .       —j     .  v,. 


Diese  Relationen  gelten  rar  so  lange,  als  sie  mit  der  Gleichgewichts- 
bedingung  v  —  — -  —  1  vereinbar  sind 


Als  Grenze  von  v  bei  «ae&dlkh  groote»  F  fead**  wrr  w  —  1 
hier  war  12  eidlich,  r  risgrgf  «meadhdb  kkt*,  <t  i  t*  fand  es* 
Uebergang  tob  sntwvesi  zu  bohle*  Krmcfbato  statt 


also: 
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Beziehen  wir  die  durch  gestrichene  Buchstaben  bezeichneten  Ele- 
mente auf  das  Maximum  des  Rotationsmomentes  und  setzen,  wie  vor- 
her, n f  —  1,  so  correspondiren  die  Werte  vt  =  1,  Qt  =»  2,      —  2, 

Rt  =  0,707,  r  =  0,  YT+W  =  *>  ;  ferner  ist  Jfc,  -  4Vi  —  2y  2 
4/—  2V2;  ^,  =0. 

Es  ist  zunächst  nach  Gleichung  (39) 
und  für  unendlich  kleine  p 

Die  Dichtigkeit  wird  also  eine  unendlich  grosse  sein  könuen,  oder 
der  Hohlcylinder  wird  bei  jeder  noch  so  grossen  Condensation  im 
Gleichgewichtszustande  beharren  können,  wenn  Masse  und  Energie 
invariabel  bleiben. 

Es  war  nach  Gleichung  (38) 

also 

d.  h.  für  unendlich  kleine  p 

2(2+^«)   ^  9 
0,0      i?     '  2  "  *' 

Für  verschwindende  p  ist  Vl-f-p*  —  1,  also  Ä  =  r.   Da  nun 
und  somit  a(Ä*+r2)  =  1,  so  ist  für  verschwindende  fi 

«(2+^)  b 

also  auch 

Es  wird  demnach  für  den  Fall,  dass  bei  unendlich  grosser  Dich- 
tigkeit  der  cylindrische  Ring  unendlich  dünn  wird,  die  Oeffhung  des 
Cylinders  doch  keineswegs  eine  unendlich  grosse.  Vielmehr  wird  der 
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Radios  der  äusseren  Grenzfläche  sich  bei  der  Condensation  von 
0,707  bis  auf  0,5  verkürzt  haben.  Die  Rotationsgeschwindigkeit  hat 
wieder  denselben  Wert  angenommen,  welchen  sie  bei  v  —  1,  d.  h. 
beim  üebergang  des  Hohlcylinders  in  den  massiven  Kreiscylinder 
hatte.  Die  Werte  von  m  fallen  zuerst  bis  zu  einem  Minimum ,  wel- 
ches etwa  bei  co=  1,70,  v  =»  0,6,  Vl  +  f**  —  2,25  gelegen  ist,  und 
wachsen  dann  wieder  bis  w  -»  2. 

Für  sehr  kloine  f4  war  angenähert  v  —  ~ ,  also 
ferner 
also  auch 

*  5*1  =         =      s  #»*» 

ferner  ist 

M '     -  2+^  '  2+      "  2  +     "  2+      -  1  '  l' 

d.  h.  cd  =»  co^  Es  finden  also  bei  starker  Condensation  für  den  Hohl- 
und  den  elliptischen  Cylinder  (cf.  Gleichung  (29))  analoge  Verhält- 
statt 


Für  die  Schwungkräfte  K  und  k  an  der  äusseren  und  inneren 
Grenzfläche  gelten  folgende  Beziehungen 

Ä'  ■■  cofß,    h  =  gjV, 

also 
und 

Es  ist  nun  auch 

also  mit  Benutzung  der  Gleichung 

Für  sehr  kleine  Werte  von  r  und  fc  folgt 
An  der  Grenze  der  Condensation  wird 
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K  -  <*R  -  2, 

k  mm  Q)»r  —  2. 

Die  absoluten  Massenanziehungen  an  den  äusseren  Grenzflächen 
waren 

A'=  -  2nf9  — —  , 

also  auch 

a>  2Mf 

woraus  sich  ergiebt 

A':A1'^R1:R, 

d.  h.  die  Massenanziehungen  sind  den  Radien  der  äusseren  Grenz- 
fläche umgekehrt  proportional. 

An  der  Grenze  der  Condensation  ist 

R      1  0,5   Vi  4' 

Für  die  Schwerkräfte  4  an  der  äusseren  Grenzfläche  folgt 

A~  A'+K~»*R-2nfi>!?^=m*R-^t 

also 

sodann  ist  auch 

 *H 

und  für  zwei  Hohlcylinder  von  derselben  Masse  und  Energie 

Für  sehr  kleine  ft  war  t?  =  ~,  also 
^=o,  =  IwftB  (o  -  jq^)  =  (l  -  j~) 
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2r  — 1 

Der  Ausdruck  g^qpj  nähert  sich  nun  aber  für  verschwindende  fi 
and  v  der  Grenze  —1,  da 

Ii    ^t;     1   /     2t,+  l        4t;  \ 

hm  2^+1  -  Um  \~  s+i  ~  2^+1  j  -  ~ 1  ■ 

Es  ergiebt  sich  also  für  verschwindende  Axenvcrhältnisse  die 
Relation 

-4  -=  —  co*ß  mm  —  K 

und 

d.  h.  bei  sehr  starken  Condensationen  sind  die  Schwerkräfte  an  der 
äusseren  Oberfläche  des  Hohlcylinders  den  Schwungkräften  propor- 
tional. 

Für  die  Grenze  der  Coudensation  wird  also  A  «=  —  K  —  2, 
wie  sich  aus  A     A'+K  =  —  4  +  2  =  — 2  ergiebt 
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XX. 

Ueber  einige  Abel'sche  Gleichungen 
vom  sechsten  Grade,  die  sich  mit  Hülfe  einer 
Gleichung  vom  vierten  Grade  auflösen  lassen. 

Von 

Herrn  Moritz  Weiss 

in  Wien. 


Alle  Metboden,  mit  deren  Hülfe  die  algebraische  Auflösung  der 
Gleichungen  vollführt  wird,  laufen  darauf  hinaus,  die  Auflösung  der 
vorgelegten  Gleichung  von  der  Auflösung  einer  anderen  leichter  lös- 
baren Gleichung  abhängig  zu  machen,  dereu  Wurzeln  bestimmte 
Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind,  so  dass  die 
letzteren  bekannt  sind,  sobald  man  jene  der  Htilfsgleichung  gefun- 
den hat. 

Da  diese  Methoden,  auf  die  Gleichungen  von  höherem  als  dem 
4.  Grade  angewendet,  nicht  mehr  zum  Ziele  führten,  drängte  sieb 
von  selbst  die  Frage  auf,  ob  diese  Gleichungen  überhaupt  algebraisch 
auflösbar  seien,  oder  ob  die  algebraische  Auflösbarkeit  derselben  an 
bestimmte,  näher  zu  ermittelnde  Bedingungen  geknüpft  sei?  Abel 
zeigte  nun,  dass  Gleichungen  von  höherem  als  dem  4.  Grade,  deren 
Wurzeln  irgend  welche ,  unter  einander  in  keinem  Zusammenhange 
stehende  Grössen  sind,  d.  h.  deren  Coefficicnieu  völlig  unbestimmt 
bleiben,  nicht  algebraisch  auflösbar  sind,  und  gab  mehrere  Classen 
algebraischer  Gleichungen  an,  die  in  Folge  bestimmter  Eigenschaften 
ihrer  Wurzeln  eine  algebraische  Auflösung  zulassen.  So  bewies  er 
auch  folgenden  Satz: 
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Eiue  beliebige  Gleichung  f(x)  «=  0  lässt  sich  algebraisch  auf- 
lösen, sobald  alle  ihre  Lösungen  rationale  Functionen  einer  und  der- 
selben Lösung  a-,  dieser  Gleichuug  sind ,  wenn  diese  rationalen  Ab- 
hängigkeiten vertauschbar  d.  h.  so  beschaffen  siud,  dass,  wenn  ?>(aj) 
und  iK*i)  2  andere  Lösungen  der  vorgelegten  Gleichuug  sind,  die 
Beziehung: 

gO<«t)]  -  v[>(*i)] 

stattfindet. 

Diese  Kriterien  der  algebraischen  Autlösbarkeit  will  ich  nun  auf 
einige  Classen  von  algebraischen  Gleichungen  6.  Grades  anwenden, 
indem  ich  für  die  rationalen  Functionen  bestimmte  Annahmen  treffe 
und  dauu  die  Bedingungen ,  die  sich  daraus  für  die  Coefficientcn  er- 
geben, ableite. 

I. 

Es  seien  ar„  a-8  . . .  xCt  die  Lösungen  einer  Gleichung  6.  Grades, 
uud  zwar  seien  a^,  x3  . . .  x6  rationale  Functionen  von  xx  von  der 
einfachen  Beschaffenheit,  dass: 

c  d  c  d  cd 

ist,  wobei  a,  6,  c,  d  constantc  Grössen  bezeichnen  mögen,  so  haben 
diese  rationalen  Functionen  die  geforderte  Eigenschaft  der  Vertausch- 
barkeit,,  folglich  wird  sich  jene  Gleichung  6.  Grades,  die  dio  ange- 
gebenen Grössen  zu  Wurzeln  hat,  algebraisch  auflösen  lassen.  Macht 
man  nun  noch  die  Annahme,  dass  x^—ab  sei,  so  sieht  man,  dass 
die  gegebene  Gleichung  in  diesem  Falle  die  Wurzeln: 

a£,    oc,    cul,    bc,    bd    und  cd 

besitzt;  unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  b,  c,  d  die  Wurzeln  einer 
Gleichung  4.  Grades 

x* — px3-\-qx*  -  rx-{-8  =  0 

seien,  hat  also  die  vorgelegte  Gleichung  6.  Grades  alle  möglichen 
Combinationen  zu  zweien  der  Lösungen  jener  Gleichung  4.  Grades  zu 
ihren  Lösungen,  so  dass  diese  bekannt  sind,  sobald  man  jene  der 
Gleichung  4.  Grades  gefunden  hat  Nun  lässt  sich  aber  jede  Glei- 
chung 4.  Grades  algebraisch  auflösen,  indem  man  mit  Hülfe  der 
linearen  Function  y  =  —  ar8  —  xA  ihrer  Lösungen  die  Resol- 
vente, die  ich  im  Folgenden  benutzen  werde 

«»-(V-fy)*2  f  (V-16f>2(Z  +  16(/Hl6pr-64*)z-(  -p3  !  4pfl-8r)*=0, 


wo  y  =  V*  ist,  bildet;  hat  nun  diese  die  Lösungen  z„  zt  und  za,  so 
ergeben  sich  als  Lösungen  der  Gleichung  4.  Grades  die  Werte: 

t«u  Livm.  20 
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H   1   *4  —  4 

folglich  wird  auch  wirklich  jene  Gleichuug  6.  Grades  von  besagter 
Eigenschaft  algebraisch  aurlösbar  seiu.  Es  haudelt  sich  jetzt  nur 
noch  darum,  die  Bedingungen  aufzustellen,  dass  eine  Gleichung  0. 
Grades  eben  jene  Combiuationcn  zu  zweien  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung 4.  Grades  zu  ihren  Wurzeln  habe.  Zu  diesem  Zwecke  will 
ich,  von  der  Gleichung  4.  Grades  ausgehend,  jene  Gleichuug  6.  Grades 
bilden  und  berücksichtige  dabei,  dass  ihre  Coefficienten  symmetrische 
Functionen  von  a,  c,  d  sind,  sich  also  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung  4.  Grades  darstellen  lassen.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung 

x4 — px3-{-qx* —  rx-f-*  =  0 

die  Wurzeln  o,  &,  d  habe,  als  Gleichung  G.  Grades  mit  den  Wur- 
zeln ab,  ac  .  .  .  cd 

x6—qx*+(pr-8)x*—(p*8-\-ri—2q8)xS+(pr-8)8x*-q8*x+8*  =  0 

Wie  man  sieht,  ergeben  sich  also  für  die  allgemeine  Gleichung 
6.  Grades 

**  —  PixS+psX*— psx3+;;4x2  —  p5x+p6  =  0 
die  Bedingungen: 

&  _  yPti*  und  P~  -  y>6. 
Pi      Ylb  P%  v™ 

Man  kann  also  sagen  jede  Gleichung  6.  Grades  von  der  Form: 

(1)      x6—  PlxS+P2Xi—  p^+psYpix*— Pl  Yp6*x  +  p6  =  0 

ist  algebraisch  auflösbar;  man  braucht  eben  nur  die  4  Coefficienten 
jeuer  Gleichung  4.  Grades  zu  bestimmen,  welche  auf  die  angegebene 
Weise  zu  den  Lösungen  dergelegten  Gleichung  6.  Grades  führt,  und 
die  ich  der  Kürze  halber  „die  zugehörige1'  Gleichung  4.  Grades 
nennen  will.    Zu  dieser  Bestimmung  dieuen  die  4  Gleichungen: 

9  —  Pi 

p*8  +  r*  —  2bqs  =  p3 
«3  =-  Pc, 

Aus  welchen  sich  ergiebt: 
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i 

9  —  Pi    *  —  V>6 

während  die  beiden  anderen  Coefficieuten  />  und  r  sich  aus  den 
beiden  Bedingungsgleichungen : 

3 

VPü  +  **  =  Ps  +  *P\  VPc 

ergeben.  Mithiu  ist  die  zugehörige  Gleichung  4.  Grades  bekannt, 
somit  auch  die  Lösungen  der  vorgelegten  Gleichung  G.  Grades  (1), 
indem  mau  nur  die  Lösungen  jener  Gleichung  4.  Grades  zu  je  zweien 
mit  einander  raultiplicirt. 

Doch  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  beiden  Bediugungsglcichun- 
geu  in  p  und  r  für  diese  Coefficieuten  je  4  Werte  liefern,  da  man 
durch  Elimination  von  r  in  p  die  biquadratische  Gleichung: 

PAVP6-(p3  +  2p*VpJr*+(p*+Vp6)*  -  0 
erhält,  welche  von  der  Form 

ist,  wo  m  und  n  bekannte  Functionen  der  Coefficieuten  der  vor- 
gelegten Gleichung  sind.   Es  ergeben  sich  also  für  p  die  4  Werte : 

p    =  Vm -fy)nt—  nt       p»  =      im  +  y «rZ^i  «  —  p' 

Die  entsprechenden  Werte  für  r  sind  dann,  wie  leicht  zu  sehen: 
r'  =  2>3  V^ü      r"  =  —PsYph  =  -  r' 

Wir  erhalten  demnach  zur  vorgelegten  Gleichung  6.  Grades  4  zu- 
gehörige Gleichungen  4.  Grades 

**  —  j>'  **+gjr*— r'  =  0 

a;4+^  ^+^14.,.'  ar  +  Ä  =  0 

K*— -jl*  sc*  +^2-rwa:-f*  =  0 
a-4+^  x3  +  gx*  +  r"x  +  «  —  0 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  es  ganz  gleichültig  ist,  welche  von  diesen 
Gleichungen  man  zur  weiteren  Rechnung  benutzt;  jede  dieser  Glei- 
chungen gibt  in  ihren  4  Wurzeln  Grössen,  welche  immer  zu  je  zweien 
mit  eineuder  multiplicirt  dieselben  C  Producte  nur  in  verschiedener 
Keihenfolge  ergeben.    Dass  die  beiden  ersteu  Gleichungen  für  sich 

jffni,.  20* 
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diese  Eigenschaft  besitzen,  ersieht  man  leicht  daraus,  dass  beide 
selbe  Resolvente  besitzen,  weil  sich  jene  beiden  Gleichungea  anr 
durch  unterscheiden,  dass  die  Coefficienten  pf  nnd  r  in  der  2 
die  entgegengesetzten  Zeichen  haben  als  in  der  ersten,  und  die  R 
solvente  nur  Glieder  von  geradem  Grade  in  p  nnd  r  enthalt,  nitÜJ 
ergeben  sich  für  2t,      z3  in  beiden  Fällen  dieselben  Werte.  Duf 


—  «3 


ist,  welcher  Ausdruck  für  beide  Gleichungen  von  entgegengetf 
Zeiclou  ist,  so  wird  bei  der  Bestimmung  der  Lösungen  beider 
drangen  4.  Grades  bei  der  2ten  Gleichung  nur  für  Vr3  der 
gegengesetzt  bezeichnete  Wert  zu  nehmen  sein ;  es  werden  also 
beiden  ersten  der  Gleichuugeu  4.  Grades  resp.  folgende 
haben : 


„       P'  +  V'i+Vh+VH 

4 

c  4 


d  = 


4 
4 


i  _  —  p'  +  V*i+V**  — V«a  — ;>'  —  V^-y'^-y 
1  4  b  =   4 


die  Producte  zu  je  zweien  sind  aber,  wie  man  sich  leicht  üben 
kann,  in  beiden  Fällen  dieselben.   Ebenso  verhält  es  sich 
beiden  letzten  Gleichungen  4.  Grades  für  sich.   Man  kann  aber 
leicht  zeigen,  dass  alle  4  Gleichungen  die  angegebene  Eige 
haben  müssen.   Sind  nämlich  <u,  6*,      dk  die  Lösungen  d 
wobei  man  resp.  für  k     1,  2,  3,  4  zu  setzen  hat,  je 
Lösungen  der  1.,  2.,  3.  oder  4.  Gleichung  bezeichnen,  so 


akbk  +  auck + Wik  +  bkCk  +  Wk  +  Ckdk 
(akbk)(akck)  +....+  (Mk)  (ckdk) 
(akbi)(akCk)  (akdk)+... 
(akbk)  (a*Ck)  (akdh)  (bkCk)  -f— • 
(akbk)  (akCk)  (akdk)  (bkCk)  {bkdk  )  +... 
(akbk)  (akck)  (akdk)  (bkCk)  (bkdk)  (ckdk)  - 


9 

pr-s 
(pr—i)i 


für  alle  4  Gleichungen,  wobei  nach  dem  vorigen  die  rechten 
eiudeutig  bestimmt  sind,  also  ergeben  sich  für  die  Producte  ( 
für  alle  4  Gl.  dieselben  Werte. 
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Ich  will  nun  noch  die  gewonnenen  Resultate  auf  eine  vorgelegte 
Zahlengleichnng  6.  Grades,  welche  den  geforderten  Bedingungen  ge- 
nügt, anwenden  und  dieselbe  wirklich  auflösen. 

Es  sei  gegeben: 

x6+7^>  —  7**  —  91*3-42s*+252z+216  -  0 
boi  derselben  ist 

mithin  die  Gleichung  nach  der  angegebenen  Methode  auflösbar.  Wir 
erhalten  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  der  zugehörigen  Gleichung 
L  Grades  folgende  Gleichungen: 


-7   *  «=  6 


pr  —  1 
6p* +r* 


also  ergibt  sich  für  p  die  Gleichung 

folglich 
mithin 

r'~  +  l,    r"  1,    rw-=  +  V6,    r'r  >/6 

also  erhält  man  die  beiden  ganz  verschiedenen  zugehörigen  Glei- 
chungen: 

1)  *  s*-;r3-7x*  +  *+6  =  0 
welche  die  Lösungen 

a  —  1,   *  2,   c  =  3,      =  —  1 

besitzt,  die  für  die  vorgelegte  Gleichung  6.  Grades  die  Lösungen: 
—2,  +3,  —1,  —6,  +2,  —3  ergeben. 

2)  x*- VjfxS-7«,+V6«+6  -  0 
welche  die  Lösungen 

2  3 

a=V6,    Ä  =  -V6,    C  yg,    <*  =  ye 

besitzt,  und  welche  dieselben  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
6.  Grades  geben. 
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n. 

Es  sei  ferner: 

xt  =  ar,  —  (b  —  c) 
—  *i—{b  —  d) 
xK  —  a»j  —  («  —  e) 
*5  =     —  (a  —  d) 
Xß  =  ar,  —  (a+b  —  c  —  tl), 

wo  o,  by  <?,  r/  constauto  Grössen  bedeuten,  so  sind  auch  diese  ratio- 
nalen Abhängigkeiten  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  vertauschbar 
sind,  also  wird  auch  jene  Gleichung  6.  Grades,  die  x,,  xs  ...  x6  zu 
Wurzeln  hat,  algebraisch  auflösbar  sein.  Ist  nun  ausserdem  x,=a-|-A, 
so  sieht  man,  dass  die  betreffende  Gleichung  6.  Grades  die  Lösungen 

rt-f-A,    a-\-c,    a-f-<7,  b-\-d,  c-\-d 

hat,  und  setzt  man  ferner  wie  im  vorigen  Falle  voraus,  dass  a,  b,  c 
und  d  die  Losungen  einer  Gleichung  4.  Grades  seien,  so  erkennt 
mau,  dass  dann  die  Wurzeln  der  Gleichung  6.  Grades  aus  ihnen  ge- 
funden werden,  wenn  man  je  2  derselben  addirt.  Ist  also  umgekehrt 
eine  Gleichung  6.  Grades  gegeben,  welche  der  Bedingung  genügt, 
dass  ihre  Lösungeu  erhalten  werden,  wenn  man  immer  je  2  von  4 
coustauten  Grössen  addirt,  so  hat  man  nur  die  zugehörige  Gleichung 
4.  Grades  aufzustellen,  welche  eben  jene  4  Grössen  zu  Wurzeln  hat 
Es  kommt  also  wieder  nur  darauf  an,  die  Bedingungen  dafür  auf- 
zustellen, dass  die  Gleichung  6.  Grades  Wurzeln  besitze,  die  zu  denen 
einer  gegebenen  Gleichung  4.  Grades  in  den  angegebenen  Beziehungen 
stehen.  Die  Coefficicutcu  der  ersteren  werden  symmetrische  Functionen 
von  a.  6,  c,  d  seiu,  also  rational  durch  die  Cocfücientcu  der  Glei- 
chung 4.  Grades 

x*  — 7>x5-f-  qx*  —  rx-\- 8  =»  0 
ausdrückbar,  uud  zwar  wird  jeue  Gleichung  6.  Grades  lauten: 

(2)  x«-'3pxb+(3p  H-2ry)*4— ( p*+lpq)  x*+(2p*q+q*+pr-U)x* 

-(pq*+p*r-4p«)x+(pqr-r*-p*s)  =  0 

Ist  also  allgemein  eine  Gleichung  6.  Grades: 

(3)  x6—  />,x6-f/jsx4  —  V^+Pi**— Pbx  +  Pa  =0 

gegebeu,  und  will  man  die  zugehörige  Gleichung  4.  Grades  aufstellen, 
so  erhalt  mau  zur  Bestimmung  der  4  Coefticienten  derselben  durch 
Gleichsetzung  der  entsprechenden  Coefficieuten  iu  (2)  und  (3)  6  Be- 
dingungsgleichungen, folglich  müssen,  wenn  die  Aufgabe  bestimmt 
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sein  soll,  zwischen  den  Coefficienten  !der  gegebenen  Gleichung  (3)  2 
Bedingungen  stattfinden,  die  sieh  aus  den  6  Gleichungen: 

3p*+2<Z  =  Ps 
p*+4pq  =Pi 
2p*q+q*+pr  —  4s  —  pK 
pq*-\-p*r  —  4ps  —  p5 
pqr  —  fX  -p**  mm  p6 

durch  Elimiuation  von  p,  <j,  r,  t  in  der  Form: 

P\   l^P»  —  fyi* 
7,3  =  3  •  9 

3?5  ,7>i*  3p«— 

"=iT+T  3 

ergeben.  Sobald  also  für  die  vorgelegte  Gleichung  6.  Grades  diese 
beiden  .Bedingungen  erfüllt  erscheinen,  lässt  sich  dieselbe  algebraisch 
auflösen,  indem  man  aus  den  beiden  ersten  und  letzten  der  Glei- 
chungen (4)  die  Coefficienten  p,  5,  r,  *  der  zugehörigen  Gleichung 
4.  Grades  bestimmt;  dann  braucht  man  nur  diese  aufzulöseu  und  er- 
hält in  den  Summen  je  zweier  derselben  die  Lösungen  der  vorge- 
legten Gleichung.  Bei  der  Bestimmung  von  r  und  *  erhält  man  für 
dieselben  2  Werte,  also  aueh  2  zugehörige  Gleichungen  4.  Grades, 
eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  im  ersten  Falle  zeigt  aber,  dass 
es  auch  hier  gleichgültig  ist,  welche  von  beiden  man  zur  weitereu 
Rechnung  benutzt. 

Wie  man  sieht,  ergeben  sich  in  diesem  Falle  keine  so  einfachen 
Bedingungen  wie  im  ersten;  ich  will  deshalb  auf  auf  anderem  Wege 
unter  Benutzung  der  bisherigen  Resultate,  eine  Reihe  von  Gleichun- 
gen 6.  Grades  aufstellen,  die  sich  algebraisch  auflösen  lassen,  indem 
ich  von  der  Gleichueg  4.  Grades  ausgehe  und  voraussetze: 

1)  P8  =  -4rz, 

dann  ist  p3  ■=  0;  und  wir  erhalten  einen  speciellen  Fall  des  allge- 
meinen; es  erscheinen  die  beiden  Bedingungen  in  der  Form: 

p*  +  s(s)} 

so  dass  man  also  sagen  kann:  Jede  Glri'  hm«»  l 
Form 


(4) 


7>2  = 


18 


Pb 


=  3-  I* 


+ 


PJL. 
162 


Pl 
3 


312  Weiss:  Ueber  einige  GUichungen  6.  Grades 

(5)       *-**+\($)'*+P**-$[*  ~  0 

ist  algebraisch  auflösbar,  indem  man  zuerst  die  zugehörige  Gleichung 
4.  Grades 

wobei 

„  Pi  _  _  Px 
P  D  3'     8  36 

ist,  und  r,  *  aus  den  beidon  Gleichungen 

p(q*+pr— **)  -     -  31  [l»4  +  |  (31)  ] 

pqr—r*  —  p2s  -  p6 

folgen,  auflöst  und  ihre  Wurzeln  durch  Addition  zu  je  zweien  ver- 
bindet 

Die  Gleichung  (5)  kann  mau  übrigens,  wie  leicht  zu  sehen,  auch 
die  Form: 


(6)  *■ 


geben.  Ein  sehr  interessanter  Fall  ergibt  sich  aus  (5) ,  wenn  man 
voraussetzt,  dass  ^4  =  0  sei;  man  erhält  dann  das  Resultat,  dass 
jede  Gleichung  6.  Grades  von  der  Form: 

(7)  *-pS+\($)'*-i($f*+H-<> 

algebraisch  auflösbar  ist.  Ebeuso  ergibt  sich  aus  (6)  für  die  Spe- 
cialisirung  Pb  —  0  die  algebraisch  auflösbare  Gleichung  6.  Grades : 

(8)  x'-pt^+l  ß1)2*4-  J(f  )'**+P6  -  0 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  geschieht  ebenso  wie  jene 
der  allgemeineren  Gleichungeu  (5)  und  (6). 

2)  q  -  0. 

Diese  Voraussetzung  gibt  für  die  Gleichung  6.  Grades  die  Be- 
dingungen in  der  Form: 

_i     „Pi*     _   _7>i3    m  PiPi 
Pi  -  3  '    Pz  -  27'        1=3    3  ' 

Also  lässt  sich  die  Gleichung  6.  Grades 

(9)  x«-PlX*+r£xi  -  Plxz+PiX^  -  0 
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algebraisch  auflösen,  indem  man  die  zugehörige  Gleichung  4.  Grades 

x4—  pz* — r«+*  =  0 

bildet,  wobei  p  —  3  ist,  während  sich  r  und  s  aus  den  beiden  Glei- 
chungen : 

pr  —  U  -p4 

—  r2—p28=p6 

ergeben.  Für  p4  =  0  crgiebt  sich  aus  (9)  der  interessante  specielle 
Fall  einer  algebraisch  auflösbaren  Gleichung: 

(10)  ''-fX+'f    -  ^Wft  =  0. 

3)  r  -  0. 

In  diesem  Falle  kommt  man  leicht  zu  dem  Resultate,  dass  jede 
Gleichung  6.  Grades  von  der  Form: 

*«-P^5-hv=1-f,[2pa-5g1)s]*H^'*«, 

algebraisch  auflösbar  ist,  indem  man  die  zugehörige  Gleichung  4. 
Grades: 

X*  —px3  +  qX*  +  8  —  0 

bildet,  wobei 

*)  =  3t     1  6     '     '   4 

ist  Setzt  mau  in  (11)  p%  =  0  und  pl  =  0,  so  erhält  man  den  spe- 
ciellcn  Fall  der  algebraisch  auflösbaren  Gleichung  6.  Grades: 

(12)  (*)*  -  0. 

In  dem  Falle  endlich,  in  welchem  man  voraussetzt,  dass 

4)  q  =  0  und  r  —  0 

sei,  ergibt  sich  durch  eine  einfache  Substitution  das  Resultat,  dass 
jede  Gleichung  6.  Grades  von  der  Form: 

äs)  ^_ftXs+^v  +p-w- 0 

algebraisch  auflösbar  ist,  indem  man  die  zugehörige  Gleichung  4. 
Grades 

**— px*+8  —  0 

bildet,  wobei 
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Was  die  Bezeichnung  anbetrifft,  so  bin  ich  ganz  der  in  der 
Flächentheorie  des  Herrn  Hoppe  gewählten  gefolgt. 

Sind  uv  die  Parameter,  durch  welche  ein  Punkt  P  der  Fläche 
(P)  gegeben  ist,  so  bezeichne  ich  nach  Herrn  Hoppe  die  Funda- 
mentalgrüssen erster  Ordnung  folgendermassen : 

■  -  ©■+  Gö'+  ©* 

Bx  Bx  .By  dy      dz  dz 

.  -  (£)'+  ©■ 

Ferner  ist  =  — /*)  und  j>,  q,  r  sind  die  Richtungscosinus  der 
Normale,  so  dass 

(ia%f  3*  3«  9y  . 

P       3u  8»      3u  3t; 

Endlich  sind  die  Fundamentalgrössen  zweiter  Ordnung 

3*a;       3*y  3*s 

3**  .    82y  ,  a** 

a**  ,  e*y ,  a«* 
^  =  *aT»+*är*+r8^ 

Für  die  Flächen  (Mt)  und  (M2)  sollen  die  entsprechenden  Grössen 
durch  dieselben  Buchstaben  mit  den  Indices  1  respectivo  2  bezeichnet 
werden. 

1.  Aufsuchung  der  Evolventenflächen. 

Es  seien  ar,^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  M1 
der  Fläche  (Jtf,),  als  Functionen  der  Parameter  u  und  p  gegeben. 
Der  Fall,  wo  x^s,  nur  von  einer  Variablen  abhängen,  wird  im  9. 
und  den  folgenden  Abschnitten  behandelt,  hier  aber  ausgeschlossen. 
Dann  sind 

V=Vi  +  9ß  [  L 

£  =  *i  +  W   wo  «i+^  +  yt-l  » 

die  Coordinaten  eines  Punktes  Q,  welcher  im  Abstände  q  von  M% 
so  liegt,  dass  MQ  die  Richtungscosinus  aßy  hat.  Sind  aßy  Functio- 
nen von  u  und  v,  während  p  unbestimmt  bleibt,  so  charakterisiren 
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die  Gleichungen  L  ein  StrahJensrstem  in  der  Art,  dass  jedem  Para- 
metersystem  ur  ein  Strahl  entspricht  Ist  auch  o  als  Function  von 
u  nnd  v  bestimmt,  so  ist  der  Ort  von  Q  eine  Flache  (Q),  und  die 
Fläche  (M^  und  (Q)  sind  durch  die  Strahlen  des  bezeichneten  Strato* 
lenaystems  oder  durch  die  Parameter  ur  auf  einander  abgebildet. 
Soll  nun  jenes  Strahlensystem  ein  Normalensystem  sein,  so  muss  sich 
f  so  bestimmen  lassen,  dass  a«g+/Srfj;-f-yrff  =  0  ist  Also,  mit 
Rücksicht  auf  I. 

a^  +  ßd^  +  ydzi  +  dg  =  0.  II. 

Also  muss  a<lx1-\-ßdy1-\-ydz1  ein  vollständiges  Differential  sein, 
woraus  die  bekannte  Bedingung  folgt: 

??  9*i  i  W  .  0*1  =  3z,  3/S  3yt  Oy  3*, 
3t* "  3?    '  3u '  3©    '  3u  3r      3t?  3u   '  3e  3u   *  dv'  du 

Wir  wollen  nun  das  Strahlensystem  so  wählen,  dass  der  Strahl  durch 
Mx  Tangente  der  Parametcrcurve  v  =  const  auf  (Af,)  ist.  Da  un- 
gemein 

ds*  =  eldu*+2fidudv+gldv* 

ist,  so  ergeben  sich  die  Richtungscosinus  der  Tangonto  der  Curvo 
v  =  const : 


also 


a  = 

1  Bx1 

y«,  9u » 

*     1  ^ 

p  '  '  y^  3«  » 

da 

1  8»*a 

1     3«,  3ar, 

du 

■j/e,  3u* 

2y  c,3  3u  3u  ' 

Ca 

8»  = 

1  3'*, 

y«,  8n3» 

1      3«,  3r, 
2y«,3  3t>  3w 

1  3a, 

y  r,  3u ' 


IV. 


und  dir:  Analogen. 

Soll  nun  die  Fläche  (A/,)  Mittelpunktsfläche  von  einer  Flaehe,  (/') 
sein,  und  nehmen  wir  zu  Parameterlinien  diejenigen  Cnrven,  weldie 
auf  (Mx)  der  Schaar  der  Krflmmungslinien  entsprechen,  */>  ntftsfwfi  ihr*? 
Tangenten  ein  Normalensystem  bilden;  wir  haben  aJno  nur  die  Werte 
Ott  3er 

U  g-  u.  s.  w.  in  die  Gleichung  III.  einzusetzen,  oen  die  verlang 
Bedingung  zu  erhalten.   Dann  folgt 

yeJ\sr~»3r  J""2yÄ<*3»     '  v 

Diese  Bedingung  sagt  aas,  4ms  <£e  Param*t*r*wrv*a  »  *//n«f  fft** 
dätischc  sein  müsse*.  fVgJ.  Hopp*,  fliÄ&*mfÄwi*  J  ^;>.  4*+** 
Bedingung  erfaßt,  so  fiadet  staa  far  t  W*rt,  ^t>  •>/  **i>a** 
wollen,  aus  IL, 
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also 


<lQl  =  —  (Ye1du+~^dvy  | 

«.  HCH.  ' 


VI. 


wo  uo  uud  &  beliebige  Constante  bedeuten,  im  ersten  Integral  r  wäh- 
rend des  Integrircns  als  constantcr  Parameter  betrachtet  wird,  wäh- 
rend im  zweiten  ti  =  w0  gesetzt  ist 

Den  Punkt  Q,  welchen  die  Gleichungen  I.  unter  Voraussetzung 
von  IV.  und  VI.  ergeben,  bezeichnen  wir  mit  P.  Dann  ist  für  jeden 
Wert  vou  k  der  Ort  von  P  eine  Evolventenfläche  (P)  von  (A/,),  für 
einen  anderen  Wert  von  k  eine  parallele  Fläche,  und  qx  der  eiue 
Krümmungsradius  in  P.    Die  Coordiuatcn  von  P  sind  also: 

x  =  a-j-f-A-  g^1  und  die  Aualogen.  VII. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  lässt  sich  so  aussprechen: 

Die  Tangenten  jeder  Schaar  Kürzester  der  Fläche 
(3fj)  bilden  ein  Normalensystem,  und  es  entspricht  jeder 
Schaar  Kürzester  auf  (Af,)  ein  System  paralleler  Flächen 
(/'),  welche  die  Fläche  (Af,)  so  zur  gemeinsamen  Mittel- 
punktsfläche haben,  dass  die  Normalen  längs  des  einen 
Systems  ihrer  Krümmungsliuien  die  Taugenten  der  ge- 
gebenen Schaar  Kürzester  der  Fläche  (Ali)  sind. 


2.  Aufsuchung  der  zweiten  Mittelpunktsflächc. 

Wir  bestimmen  nun  die  zweite  Mittelpuuktsfläche  (A/2)  von  (P), 
unter  Voraussetzung  der  Gleichungen  V.  und  VI.   Die  Gleichungen 

**  —  xt  +  tpfa'  9o  588  "'Vri 

**  =  *  +  w  6,7 

stellen  bei  beliebig  variirendem  »r  einen  beliebigen  Punkt  der  Tan- 
gente der  geodätischen  Parameterlinie  r  =  const  dar,  und  g0  ist  die 
Entfernung  des  Puuktes  x+y^  von  A/,.  Die  zweite  Mittelpuukts- 
fläche ist  der  Ort  der  Punkte,  wo  eine  solche  Tangente  von  einer 
Naclibartangente  geschnitten  wird,  während  die  Berührungspunkte 
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nicht  derselben  Parameterliuic  angehören ,  sondern  benachbarten. 
Wir  haben  also  in  VII.  ir  und  du  und  dv  so  zu  bestimmen,  dass 
dzt  «=  0,  r/ys  =  0,  </23  =  0,  aber  mit  Ausschluss  der  Lösung  dv  0, 
welche  auf  den  Punkt  Mt  zurückführen  würde. 

Mau  erhält  so  zunächst  die  Bedingungen: 

3zj  CZj 

dzt  -f  -  ?r  r / s    -j-       f/w  =  0 

11  CM     1  CM 

Die  Elimination  von  w  und  rho  ergiebt: 


VIII. 


oder 


ÖM  '  cm 

cu 

^! 
Cm 

=  0, 

dz1 

d  t 

CM 

ä« 

cbe,  c>, 

f/M  + 

n  flV, 
OUOV 

a*, 

ar + &  dv< 

rfM  + 

cu 

r/M  -f-  ~  ^  f/v, 
1  OUOV 

h 

Bit ; 

=  0. 


oder,  wenn  nach  Potenzen  vou  du  und  */w  geordnet  wird, 

Dies  giebt  einmal  die  singulare  Lösung  =  0,  welche  im  Allge- 
meinen nicht  stattfinden  kann,  sondern  nur  in  bestimmten  Punkten; 
über  diese  wird  unter  (4)  das  Nähere  besprochen  werden. 

Die  Lösung  dv  =  0  haben  wir  bereits  ausgeschlossen.  Es  bleibt 
aber  noch  die  Bedingung 

E^lu  +  F^v  —  0,  IX. 

und  unter  Voraussetzung  derselben  ist  aus  den  Gleichungen  VIII. 
w  und  p0  zu  bestimmen.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  VIII.  kön- 
nen so  geschrieben  werden: 
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und  dio  Elimination  von  (r/ir-f-c/u)  ergiebt 
Wir  multipliciren  diese  Gleichung  mit 

du'dv    du'dv  ^  p*  v 

bilden  die  beiden  Analogen  durch  cyklische  Vertauschung  von  xxy^ 
und  addireu.   Daun  kommt  nach  einiger  Rechnung: 

Wegen  der  Gleichung  V.  fällt  das  Glied  mit  du  fort,  alsdann  kaou 
dnrch  dv  dividirt  werden,  und  wir  erhalten: 

W~7E  Jjs 

Die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes  M%  der  zweiten  Mittel- 
puuktsfläche  (A/8)  sind  also 

**  ö  *'  +  a^'  »,  *  &  ünd  die  Aüal0gen' 

und  der  zweite  Hauptkrtimmungsradius  von  (P)  ergiebt  sich  aus  Tl 
und  X. 

Q*  —  (Pi—  Po)- 

Die  Gleichung  IX.  stellt  auf  (Af,)  die  Curven  dar,  welcho  der  zweiten 
Schaar  der  Krümmuugslinien  von  (P)  entsprechen.  Nuu  ist  allgemein, 

wenn  man  die  Werte  von  für  zwei  conjugirte  Richtungen  iß 

(Mt)  mit  k  und  h'  bezeichnet, 

El+F1(k+k,)+G1Uc'  —  0. 
Für  geht  diese  Gleichung  über  in 

^  +  1^  =  0   d.  h. 

E^lu+Fidv  —  0  ist  conjugirt  zu  dv  =  0. 
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Die  Gleichung  IX.  gicbt  also  die  der  Richtung  dv  —  0  conjugirto 
Richtung  an,  wie  dies  auch  leicht  geometrisch  aus  bekannten  Eigen- 
schaften der  conjugirten  Richtungen  gefolgert  werden  kann,  und  wir 
erhalten  den  Satz: 


Den  beiden  Schaaren  von  Krümmungslinien  auf  (/') 
entsprechen  auf  jeder  von  beiden  Mittelpunktsflüchen 
(A/j)  und  {Mt)  je  eine  Schaar  Kürzester  nebst  der  Schaar 
der  sie  in  conjugirten  Richtungen  schneidenden  Linien, 
und  zwar  wechselweise. 

Will  man  nun  die  ursprünglich  gestellte  Aufgabe  allgemein  lüseu, 
so  kann  man  folgendermassen  verfahren: 

Man  nimmt  eine  Curve  auf  (Mt)  ganz  beliebig  an,  construirt  in 
jedem  ihrer  Punkte  die  sie  in  conjugirter  Richtung  schneidende  kür- 
zeste Linie,  und  dann  zu  dieser  Schaar  Kürzester  die  Schaar  der  sie 
in  conjugirten  Richtungen  schneidenden.  Dann  erhält  mau  die  beiden 
Curvenschaaren ,  welchen  die  Krümmungslinien  derjenigen  Flächen 
entsprechen,  die  zum  Normalensystem  das  System  der  Tangcuteu 
jener  Schaar  Kürzester  haben,  und  zur  einen  Mittclpunktsfläehc  die 
gegebene  Fläche.  Die  gestellte  Aufgabe  hat  also  wesentlich  so  viel 
Lösungen,  als  sich  Curven  auf  (A^)  durch  irgend  einen  Punkt  legen 
lassen,  und  die  Auflösung  des  Problems  ist  auf  dio  Aufsuchung 
einer  Schaar  Kürzester  zurückgeführt. 

Wenn  wir  jene  beiden  Schaaren  als  Paramctercurven  wählen,  so 
sind  die  Bedingungen 


und  es  sind  die  Paramctercurven  v  =  const.  geodätisch,  die  Curven 
ü  fönst,  schneiden  sie  in  conjugirten  Richtungen.  Das  so  beschaf- 
fene Parametersystem  kann  man  für  (A/j)  ein  geodätisch  conju- 
girtes  nennen.  Jedem  geodätisch  conjugirten  Parametersystem  auf 
(A/j)  entspricht  also  eine  bestimmte  Schaar  (P)  von  Evolventen- 
flächeu  der  Fläche  (Ji,)  und  eine  zu  (A/,)  conjugirte  Mittelpunkts- 
fläche (Aft),  für  welche  die  Curven  u  =•»  const.  geodätisch  und  v  «=  const. 
dazu  conjugirt  sind;  auf  (P)  sind  dann  die  Paramctercurven  die 
Krümmungslinien. 

Es  empfiehlt  sich  aber  noch  mehr,  als  zweite  Parameterlinien 
die  Orthogonalen  zn  »  =  const  zu  wählen;  dann  können,  wie  in  der 
Flächentheorie  (Hopp«,  §  30)  gezeigt  wird,  die  Parameter  selbst  so 
bestimmt  werden,  dass 
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<4  =  1,  /1==0,   9l=t*  XI. 

wird.  Man  nennt  dann  die  Parameter  orthogonal  geodätisch. 
Dann  ergieht  sich  aus  VI.  und  X. 

Pi  =  (*-«),      *— XII. 

5» 

und  die  Coordinaten  von  P  und  M9  werden 

*-«,  +  <*-«)  gj- ;        -    -  £  ^  5 

KT 

r- ;    yt-yi-^  ST»  >  xiii. 


3.  Bestimmung  der  Fundamentalgrössen  für  die 
gefundenen  Flächen  (P)  und  (Af,). 

Wir  wollen  unter  Voraussetzung  orthogonal  geodätischer  Para- 
meter (XI.  XII.  XIII.)  die  Richtungscosinus  der  Normale  und  die 
Fundamentalgrösseu  für  (P)  und  (Afä)  bestimmen. 


Die  Richtungscosinus  der  Fläche  (P)  sind 


Bu  ; 


«5 

8»- 


XIV. 


Die  Normale  der  Fläche  (M9)  steht  senkrecht  zu  den  Normalen  von 
(Afj)  und  von  (P),  ist  also  parallel  der  Tangente  an  die  Parameter- 
linie u  =  const,  d.  h.  es* ist 


1  3z,  1  dy,  1  Bzx 

Bei  dieser  Wahl  der  Vorzeichen  ist  die  Determinante 


XV. 


Vi  Qi 
V  <1 

Vi  qt 


r 


=+1, 


also  liegen  die  drei  positiven  Normalen  von  (Mx)  (P)  (Mf) 
ander,  wie  die  Axen  a-,  y,  z. 
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Ferner  ist  nach  XIII. 

dx  .  32a\      dx      är,  ,  ,%       ,  82ar, 

)sys  £-ar+<*— 

d2s        dj^,,,  /l  d3Ji 

8u»  du>  +  (*  ~  M)  8m3  5    du&u  ~  {k~u) 

d*x  i#i  ö3« 

Folglich  wird 

«-<*— >'[©)++]' 

Nun  wird  io  der  Flächentheorie  bewiesen,  dass  bei  orthogonal  geo- 
dätischen Parametern 

d*x*  d2xx       1    dt*   dx.  .  _ 

s?  -  £<pi;  sä  -5  st'  £  +F>pi 181'  ■■ s- w- 

und  mit  Bücksicht  hierauf  und  auf  die  Bedeutung  von  c,  /*,  g  kommt 

«=  (fc-*)2^2; 

/-(fc-u)2!^; 

Um  die  Grösse  t  =  Yeg—f*  auch  dem  Vorzeichen  nach  richtig  zu 
bestimmen,  bilden  wir: 

dy  dz  dz  d)f 

^ f      du  dv  du  dr 

Diese  Gleichung  man  für  die  Differential-Quotienten 

21* 
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rechts  ihre  Werte  setzt,  und  berücksichtigt,  dass  nach  bekannten 
Formeln  der  Orthogonalsubstitutionen 

Ferner  ergiebt  sich: 

+<*->[&  ■&++] 

Es  ist  aber 

5T  *  K»  +  + 1=3  *  5?  "  £l  = ^  ; 

fe-&++-»&-((£y+^-«--g!)' 

Mithin  erhalten  wir  XVII 
e  =  <*-«)%«,   f=  tk-u)*^    g  =  (<,+(&-»)^)  VC*-«)^1 
E^-ik-vW,  F=-(k-u)ElFu  G  =  -(k^)^  +  (^jS) 

Die  Fundamentalgrössen  von  (M%)  bestimmen  sich  folgendermassen. 
Es  ist 

Bt. 


2 

8u 


™  K" V  +  Si7 + 90 '  &  ~  a*  '  a*  +  a,/  + dudv 
-  au  a«**  +  V 1     du )  au*  +  Qo  äu» ' 


au55 
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Ü 


OU&T* 


a^,  ax,  a»p,  av,  a*,  a»,  av, 
a»*     a»  p  "hä«är-2ä7"+a^+(,»a.Ä.» 

Folglich  wird 

*-fc(»+S?)  +  l*A  XV.... 

*-(S*)W 

Um  die  Grösse  tt  dem  Vorzeichen  nach  richtig  zu  bestimme,  bil- 
den wir 

Pi  H      P*\Bu    Bv-du  Cv)' 
ebenso  die  Analogen  und  addiren,  dann  kommt 

endlich  erhält  man  die  Fuodamentalgrö«««  zweiter  (Munty  ihr  ( M  y 
folgendcnnassen 

** — h  9 


Es  verdient  bemerkt  a  ^  f  %  , 

und  FA  =  0  ki-  v  /,        ^  5uL  »^^i    ;t  ; 
weiter  ante»  gmwr  utapva**  trt  u^^^ 
panktcä&eb?  ja 
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4.   Ucber  die  Punkte  für  welche  f,  verschwindet. 

Die  Schaar  der  Parameterlinien  v  —  const.  hat  im  Allgemeinen 
auf  (If,)  eine  Enveloppe,  deren  Gleichung  ist  ^=0.  Für  die 
Punkte,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  wird  im  Allgemeinen,  d.  h. 

wenn  nicht  gleichzeitig  g~  —  0  ist,  qq  gleich  Null.   Die  Punkte  der 

Enveloppe  sind  also  solche,  welche  die  Fläche  (Af,)  mit  (Aft)  gemein 
hat.  Die  beideu  Ilauptkrümmungen  der  Fläche  (P)  werden  für  die 
entsprechenden  Punkte  einander  gleich.  Diese  sind  also  Nabelpuukte. 
Haben  mithiu  die  Parametercurvcu  v  =  const.  eine  reelle  Enveloppe, 
so  hat  die  Evolutenflächo  (P)  eine  reelle  Nabellinie.  Wenn  dagegen 
die  Bedinguug  tt  =  0  auf  (Af,)  nur  für  einzelne  reelle  Punkte  erfüllt 
ist,  so  haben  die  Flächen  A/,  und  A/2  nur  diese  als  entsprechende 
Punkte  gemein,  und  die  Flächen  P  haben  einzelne  Nabelpunkte.  Wenn 
endlich  die  Gleichung  ^  —  0  für  keinen  reellen  Punkt  der  Fläche 
(Mt)  erfüllt  wird,  so  haben  (A/j)  und  (A/8)  keine  reellen  entsprechen- 
den Punkte  gemeiu,  und  die  Flächen  (P)  haben  keine  reellen  Nabel- 
punkte. 

5.  Krümmungsverwandtschaft. 

Die  vorangegangenen  Entwickclungen,  speciell  die  Gleichungen  XII. 
und  XIII.  zeigen,  dass  p,  und  p0,  also  auch  p5  =  (p4 — p0)  nur  von 
den  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  der  Fläche  (A/j)  abhängen, 
also  unverändert  bleiben,  wenn  man  die  Fläche  (A/j)  biegt,  oder  sogar 
etwas  allgemeiner,  wenn  man  sie  so  defonnirt,  dass  et  =  1  und  /j  =0 
unverändert  bleiben,  während  tt  ersetzt  wird  durch  txV.  Ebenso 
bleibt  auch  die  Gleichung  V.  bestehen,  d.  h.  die  Parametercurvcn 
v  =  const  bleiben  geodätische;  dagegen  bleiben  die  Curven,  welche 
ursprünglich  zu  v  —  const.  conjugirt  waren,  dies  bei  der  Deformation 
nicht,  sondern  werden  durch  andere  ersetzt. 

Denkt  man  sich  also  durch  jeden  Punkt  M1  die  geodätische 
Parametercurve  v  =  const.  gezogen  und  trägt  auf  der  Tangente  die 
Abschnitte  Mt  P  =  qx  und  Mi  A/2  =  q0  ab,  so  also,  dass  der  Ort  von 
P  die  Evolveuteufläche  (P)  und  der  von  A/2  die  coujugirte  Mittel- 
puuktsfläche  ist,  und  deformirt  die  Fläche  (Mt)  in  der  ange- 
gebenen Weise,  ohne  die  Grösse  der  Abschnitte  A/jP  und  MxMt 
zu  ändern,  so  gehen  die  Flächen  (Mx)  (A/f)  (P)  in  die  Flächen  (Af/) 
(A/2')(A')  über,  welche  in  derselben  Beziehung  zu  einander  stehen, 
so  dass  (Jtf/)  und  (A/2')  die  Mittelpuuktsflächcn  zu  (P')  sind.  Zwischen 
den  Flächen  (P'J  uud  (P)  existirt  dann  eine  Verwandtschaft  der 
Art,  dass  in  entsprechenden  Punkten  jeder  der  beiden  Hauptkrüm- 
mungsradien  für  beide  Flächen  dieselbe  Grösse  hat,  und  dass  ausser- 
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dem  das  eine  System  von  Krümmungslinien  sich  in  beiden  Flächcu 
entspricht,  das  andere  im  Allgemeinen  nicht  Ich  werde  diese  Ver- 
wandtschaft als  unsymmetrische  oder  einseitige  Krüm- 
mungsverwandtschaft bezeichnen.  Wenn  ausserdem  noch  die 
andern  Krümmungslinien  sich  entsprechen  sollen,  so  muss 


sein.  Tritt  dies  ein,  so  wollen  wir  die  Krümmungsverwandtschaft 
eine  symmetrische  oder  voll  kom meno  nennen.  Dass  eine  solche 
existirt,  werden  wir  weiter  unten  sehen. 

Zwischen  den  Flächen  (3//)  und  existirt  eine  weniger  ein- 
fache Verwandtschaft.  Es  entsprechen  sich  auf  denselben  die  Linien- 
schaaren v  =  coust.  in  der  Weise,  dass  das  System  der  sie  conjugirt 
schneidenden  in  beiden  Flächeu  ein  geodätisches  ist,  oder  dass  die 
ihnen  conjugirten  Tangenten  an  beiden  ein  Normalensystem  bilden, 
welches  gleiche  Werte  für  q0  und  g2  ergiebt,  so  dass  qq'  =  p0,  p2'  =  p2 
wird. 

Unterscheidet  man  die  entsprechenden  Stücke  bei  der  oben  ge- 
nannten Deformation  durchweg  durch  Accentc,  so  dass  d*  und  d* 
die  entsprechenden  Liuieuclemcnte  auf  den  krümmungsverwandten 
Flächen  (P)  und  (Pf),  d*J  und  ds%  diejenigen  auf  don  Flächen  (M2f) 
und  (3^)  sind,  so  ist 


d.  h.  die  Linien 

(E1'du  +  Fx'dv)±(E1du+FLdv)  —  0 

behalten  bei  der  aus  der  bezeichneten  Deformation  von  (Mt)  in  (Mx') 
hervorgehenden  Deformation  der  Flächen  (P)  und  auf  diesen 
Flächen  ihre  Längen.  Diese  Linien  sind  harmonisch  zu  denjenigen, 
deren  eine  vor,  deren  andere  nach  der  Deformation  auf  (P)  das  System 
der  zweiten  Krümmungslinien ,  auf  ( A/8)  das  System  der  ihnen  ent- 
sprechenden Kürzesten  darstellen. 

6.   Allgemeinste  Abbildung  nach  einseitiger 
Krümmungsvorwandtschaft. 

Wir  beantworten  nun  die  Frage:  Welches  ist  die  allgemeinste 
Abbildung  einer  Fläche  nach  Krümmungsverwandtschaft,  wobei  eino 
bestimmto  Schaar  Krümmungslinien  als  die  sich  erhaltende  gegeben  ist. 


£,'jF=0 


—  <tf  -  {k  —  u)*[{E1'du  +  Fl'dv)*--(Eldu  +  fldv)*}, 
d**-dst*  -  l{E1'du+F1'd»)*-(E1du+F1d»)*]  5 
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Es  sei  (P)  die  Urtiäcbe  und  (/'')  die  Abbildung.  Wir  con- 
struircu  zu  beiden  diejenige  Evolutenfläche  (Mt)  und  (A//),  welche 
zu  der  Schaar  der  sich  erhaltenden  Krümmungslinieu  gehört 

Wir  wählen  die  Parameter  auf  (A/*,)  orthogonal  geodätisch,  so 

dass 

und  dass  den  Farameterlinien  v  =  const.  auf  (/',)  die  sich  erhalten- 
den Krümmungslinien  entsprechen,  ferner  dass  vt  Function  von  v 
allein  ist.  Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  muss  sein 

tlQi  =  tlQA    d.  h. 
und  zwar  für  jede  Wahl  von  du  und  deu  also 

•i'-ii  ti-h'y 

Es  muss  aber  ferner  q0'  =  p0  sein,  also 

8t*  8u 

woraus  folgt  ^,'=1'^,  wo  V  Function  von  v  allein  ist.  Es  ist  also 
die  oben  bezeichnete  Art  der  Deformation  der  Fläche  (A/,)  die  ein- 
zige, bei  welcher  (/*)  in  eine  krümmungsverwandte  Fläche  übergeht, 
wenn  die  erste  Schaar  von  Krümmungslinien  einander  entsprechen 
sollen. 

Es  lässt  sich  auch  nachweisen,  dass  die  Verwandtschaft,  wie  sie 
zwischen  und  (Ma')  oben  defiuirt  ist,  nur  besteht,  wenn  zwischen 
(A/,)  und  (A/j')  die  eben  besprochene  Verwandtschaft  besteht.  Doch 
kanu  der  Nachweis  wohl  füglich  übergangen  werden. 

Uebrigens  Ist  zu  bemerken,  dass  auch  wenn  die  beiden  Mittel. 
punktsflächen  einer  Gleichung  genügen,  und  die  beiden  Schaaren  von 
Krümmungslinien  in  einander  übergehen ,  bei  der  Deformation  der 
Fläche  (P)  in  eine  krümmungsverwandte  Fläche  diese  selbst  ebenso 
wie  die  ganze  Mittelpuuktsflächc  zweimal  abgebildet  wird,  indem 
jeder  Punkt  der  letzteren  einerseits  als  Punkt  von  (A/j),  andrerseits 
als  Punkt  von         aufzufassen  und  demgemäss  abzubilden  ist. 

Eine  allgemeine  Durchführung  der  ursprünglich  gestellten  Auf- 
gabe au  einer  beliebig  gegebeneu  Fläche  würde,  wie  wir  gesehen 
haben,  in  Wesentlichen  nur  eine  Wiederholung  des  Problems  der 
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Kürzesten  sein,  und  die  Anfsuchung  der  Flächen,  die  zu  einer  be- 
liebig gegebenen  Fläche  (P)  krümmuugsverwandt  sind,  reducirt  sich 
auf  die  Aufsuchung  der  Mittelpunktsflächen,  die  Einführung  der  oben 
speciell  charakterisirten  geodätisch  orthogonalen  Parameter  für  eine 
derselben,  etwa(J/,),  so  dass  ^  =  1, /,  =  0,  g1  =  tx*  wird,  und  die 
Deformation  der  Fläche  (Af,)  in  {MfU  80  dass  Htmm  h  /k'=0, 
9t  —  V%t^  wird,  wofür  eine  Speciallösung  die  Biegung  ist.  Die  all- 
gemeinste Durchführung  dieser  Rechnung  würde  also  auf  ein  in  ge- 
schlossener Form  ungelöstes  Problem  führen.  Doch  sind  zwei  Spe- 
cialfälle vorhanden,  welche  eine  einfache  Durchführung  gestatten, 
und  von  denen  der  zweite  den  singulären  Fall  behandelt,  wo  die  ge- 
gebene Mittelpunktsfläche  in  eine  Curve  degenerirt,  während  der 
erste  den  Fall  betrifft,  dass  die  gegebene  Mittel punktsfläche  ab- 
wickelbar ist. 


7.   Abwickelbare  Mittelpunktsflächen. 

Ist  (Mj)  eine  abwickelbare  Fläche,  so  lässt  sich  die  gestellte  Auf- 
gabe geometrisch  sehr  anschaulich  behandeln.  Wir  setzen  hierbei 
den  allgemeinsten  Fall  voraus,  dass  (Aft)  Tangentenfläche  einer  Raum- 
curve,  welche  man  ihre  Gratlinic  (auch  Rückkehreurve)  nennt,  sei, 
weil  sich  daraus  die  Fälle,  wo  sie  conisch  oder  cylindrisch  ist,  leicht 
ableiten  lassen,  ohne  dass  es  einer  Wiederholung  der  ganzen  Be- 
trachtung bedürfte. 

Um  auf  (Afj)  eine  beliebige  Schaar  Kürzester  zu  charaktcrisiren, 
denken  wir  uns  in  einer  Ebene  (E)  eine  beliebige  Schaar  Gerader, 
deren  Enveloppe  wir  (toj),  und  deren  rechtwinklige  Trajectorien  wir 
(p)  nennen,  so  dass  (w2)  die  Evolute  aller  Parallelcurvcn  (p)  ist. 
Den  Berührungspunkt  einer  Geraden  der  Schaar  mit  der  Enveloppe 
(wj2)  nennen  wir  3/2,  den  Durchschnitt  mit  einer  beliebigen  Curve 
(p)  nennen  wir  P.  (Ist  die  Schaar  Gerader  ein  Strahlbüschel,  so 
werden  die  Curven  (p)  concentrische  Kreise,  die  Enveloppe  (m2)  geht 
in  einen  Punkt  über.  Wird  die  Schaar  Gerader  parallel,  so  werden 
die  Curveu  (p)  Gerade,  und  geht  in's  Unendliche).  Bringen  wir 
nun  die  Ebene  (E)  in  irgend  einer  Weise  in  die  Lage  einer  Tangen- 
tialebene von  (Mt)  d.  h.  einer  Schmiegungscbene  der  Gratlinie  von 
(3/,),  lassen  dieselbe  sich  vorwärts  und  rückwärts  auf  der  Fläche 
(A/j)  abrollen  uud  nennen  Mt  den  augenblicklichen  Berührungspunkt 
der  Geraden  M^P  mit  der  Fläche  (A/,),  welcher  auf  der  Tangente 
der  Gratlinic  liegt;  dann  ist  die  Spur  jeder  der  Geraden  M^M^P 
auf  (AT,)  eine  Kürzeste,  und  die  Schaar  der  Geraden,  in  jeder  mög- 
lichen Lage  der  Ebenen  gedacht,  bildet  das  System  der  Tangenten 
einer  bestimmten  Schaar  Kürzester  auf  (A/"j).   Die  Trajectorien  der 
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Curven  (p)  sind  die  parallelen  Flächen  (P),  welche  jenes  System 
von  Tangenten  zum  Normalensystem  haben,  und  folglich  die  Fläche 
(Mt)  zu  einer  Mittelpunktsfläche.  Dieser  Mittel punktsfläche  entspricht 
auf  (/')  als  das  erste  System  von  Krümmungslinien  die  Schaar  der 
Trajeetorien,  welche  die  einzelnen  Punkte  der  Curve  (p)  bei  der  Be- 
wegung beschreiben.  Die  zweite  Schaar  der  Krümmungslinien  von 
(P)  sind  die  ebenen  Curven  (p)  in  allen  möglichen  Lagen.  Jeder 
derselben  entspricht  auf  (Mt)  die  Tangente  der  Gratlinie,  längs  wel- 
cher die  Ebene  von  (ms)  die  abwickelbare  Fläche  (A/,)  berührt.  Die 
Tangenten  der  Gratlinien  schneiden  in  der  Tat  auf  (jV/,)die  Schaar  der 
Kürzesten  in  coujugirten  Richtungen,  weil  nämlich  auf  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  zu  einer  beliebigen  Tangcntial-Richtung  in  Mt 
die  Richtung  der  Tangente  der  Gratlinie  durch  3/,  conjugirt  ist. 

Die  zweite  Mittelpunktsfläche  (Afg)  ist  die  Trajectorie  der  Eu- 
veloppe  Der  ersten  Schaar  Krümmungslinien  auf  (P),  oder  der 

Schaar  der  Kürzesten  auf  (Af,)  entsprechen  also  hier  dio  Trajeetorien 
der  einzelnen  Punkte  m2\  der  zweiten  Schaar  Krümmungslinien  auf  (P), 
also  den  Tangenten  der  Gratlinie,  entsprechen  auf  (M%)  dio  ebenen 
Curven  (wi2);  die  letzteren  sind  auf  (A/2)  Kürzeste,  die  ihnen  con- 
jugirten  Trajeetorien  stehen  darauf  seukrecht. 

Wird  die  Curve  (m2)  durch  einen  Punkt  vertreten,  so  degeucrirt 
(A/2)  in  eine  Curve,  die  Curven  (p)  werden  concentrische  Kreise,  und 
die  Flächen  (P)  werden  C analflächen  im  gewöhnlichen  Sinne.  E 
möchte  sich  empfehlen,  den  Begriff  der  Canalflächen  so  zu  erweitern, 
dass  man  unter  einer  Canalfläche  mit  beliebigem  Querschnitt 
die  Trajectorie  einer  ebeueu  Curve  versteht,  wenn  deren  Ebene  auf 
einer  abwickelbaren  Fläche  rollt.  Diese  abwickelbare  Fläche  kann 
die  Leitfläche,  ihre  Gratlinic  dio  Leitcurve  der  Canalfläche 
genannt  werden.  Dann  sind  die  gewöhnlichen  Canalflächeu 
oder  Canalflächen  im  engeren  Sinne  als  solche  mit  kreis- 
förmigem Querschnitt  zu  bezeichnen.  Demgemäss  sind  im  All- 
gemeinen dio  Flächen  (P)  und  (Af4)  Canalflächen  im  weiteren  Sinne. 
Werden  aber  die  Tangeuten  der  Curve  (w^)  durch  parallele  Gerade 
vertreten,  so  wird  jede  Curve  (/>)  eine  zu  ihnon  rechtwinklige  Ge- 
rade, und  dio  Fläche  (P)  wird  selbst  abwickelbar. 

Im  Besonderen  kann  die  Curvo  (m,)  ihror  Gestalt  und  Lage 

dt 

nach  so  gewählt  sein,  dass  die  Krümmung  —    mit  derjenigen  der 

Gratlinie  durchweg  übereinstimmt,  und  dass  sie  die  Gratlinie  in  irgend 
eiuer  Lage  osculirt;  dann  osculirt  sie  dieselbe  in  jeder  Lage.  In 
diesem  Falle  werden  die  Tangenten  von  (w^)  suecessive  mit  denen 
der  Gratlinie  zusammenfallen,  und  die  Flächen  (P)  werden  die  Flache 
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(Jtf,)  orthogonal  schneiden.  Die  Durchschnittslinio  beider  ist  sin- 
gulare Krüramungslinie  (Nabellinie)  für  (P).  Dieser  singulärer  Fall 
wird  bei  conischen  und  cylindrischeu  Flächen  durch  noch  singulärerc 
Fälle  ersetzt,  die  folgendermassen  charakterisirt  sind. 

Erstens,  wenn  (Aft)  conisch  ist,  und  die  Curve  (mj  in  einen 
Punkt  degenerirt  ist,  der  in  der  Anfangslage  in  den  Scheitel  fällt; 
dann  fällt  er  stets  in  den  Scheitel,  und  die  Flächen  (P)  werden 
Kugeln  die  den  Scheitel  zum  Mittelpunkte  haben.  Zweitens,  was  als 
Grenzfall  des  vorigen  anzusehen  ist,  wenn  die  Fläche  (Aft)  cylindrisch 
ist,  und  die  Tangenten  der  Curve  (m^)  durch  Gerado  ersetzt  sind, 
welche  den  Seiten  des  Cylinders  parallel  sind;  dann  werden  die 
Flächen  (P)  Norraalebenen  des  Cylinders.  In  diesen  beiden  Fällen 
wird  das  Resultat  in  gewissem  Sinne  illusorisch. 

Die  Aufgabe,  diejenigen  Flächen  zu  suchen,  welche 
eine  gegebene  abwickelbare  Mittelpunktsfläche  haben, 
ist  uach  dem  Vorigen  auf  die  Aufsuchung  der  sämmt- 
lichen  zu  der  gegebenen  Fläche  (3/,)  gehörigen  Canal- 
flächen  zurückgeführt 

Diese  aber  reducirt  sich  wesentlich  auf  die  Aufgabe,  die  Tra- 
jectorie  eines  Punktes  einer  Tangentialebene  von  (3/,)  zu  suchen, 
während  jene  sich  auf  (Mx)  abrollt. 

Uebrigens  hat  Herr  Ennc per  in  einem  Anhange  seiner  „Untcr- 
schungen  über  Flächen  mit  planen  und  sphärischen  Krümmungslinicn" 
(Güttingen  1880;  die  Aufgabo  für  einen  elliptischen  Kegel  als  gegebene 
Mittelpunktsfläche  behandelt. 

8.   Krümmungsverwandtschaft  bei  Canalflächen. 

Die  Aufsuchung  von  Flächen,  welche  in  einseitiger  Krümmungs- 
verwandtschaft zu  einer  Canalfläehe  (im  weiteren  Sinne)  stehen,  so 
dass  dem  ersten  System  von  Krümmungslinicn,  also  den  Trajcctorien 
der  einzelnen  Punkte  von  (P),  wieder  Krümmungslinien  entsprechen, 
lässt  sich  folgendermassen  durchführen. 

Die  allgemeinste  Deformation  der  geradlinigen  Fläche  (J/,), 
welche  der  in  6)  angegebenen  Bedingung  entspricht,  wird  erhalten, 
indem  man  zunächst  die  Curve  (inj  in  ihrer  Ebene  beliebig  verbiegt, 
wodurch  die  Curve  (p)  in  eine  beliebige  andere  ebene  Curve  (;>') 
deformirt  wird,  so  dass  die  Punkte  mit  gleichen  Krümmungsradien 
einander  entsprechen.  Diese  Aufgabe  ist,  abgesehen  davon,  dass  die 
Lösung  imaginär  werden  kann,  ganz  allgemein  löslich,  ohue  dass  der 
Charakter  der  Curve  (p)  oder  (/>')  in  Frage  kommt.  Nach  Aus- 
führung dieser  Deformation  kann  die  Ebeue  mit  der  Curve  (/>')  und 
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ihrer  Evolute  (m/)  noch  beliebig  gebogen,  also  auf  eine  beliebige  an- 
dere geradlinige  Fläche  aufgewickelt  werden. 

Man  kommt  so  auf  das  überraschend  einfache  Resultat,  dass 
die  allgemeinste  mit  einer  gegebenen  Canalfläche  ein- 
seitig krümmuugsvcrwaudte  Fläche,  bei  welcher  die 
erste  Schaar  von  Krümmungslinien  erhalten  bleibt, 
wieder  eine  Canalfläche  und  zwar,  abgesehen  von  der 
Realität,  eine  ganz  beliebige  Canalfläche  ist;  so  wie 
umgekehrt,  dass  jode  Canalfläche  mit  jeder  anderen  (ab- 
gesehen von  der  Realität)  krtimmungsvcrwandt  ist. 

Man  kann  dies  leicht  folgendermassen  verificircn. 

Seien  (P)  und  (P')  zwei  beliebige  Canalflächen.  Man  nehme 
irgend  einen  Querschnitt  von  (P)  und  von  (/"),  sie  seien  (p)  und 
(pf),  nehme  in  (;>)  einen  beliebigen  Punkt  P  und  ordne  ihm  in  (/>') 
denjenigen  Punkt  p'  zu,  der  denselben  Krümmungsradius  hat,  so 
dass  7W2  =  p'm./  ist.  Hierdurch  ist  einem  beliebigen  Bogen  von 
(p)  ein  beliebiger  Bogen  von  (p)  in  der  Art  zugeordnet,  dass  die 
entsprechenden  Bogen  der  Evoluten  (#«s)  und  (m?')  gleiche  Länge 
haben.  Indem  mau  nun  die  Ebene  von  (p)  als  Tangentialebene  von 
(3/,)  zunächst  festhält;  und  den  Schnittpunkt  von  PM2  mit  der  Tan- 
geuto  der  Gratliuie  von  (AT,)  mit  Mx  bezeichnet,  lasse  man  die 
Ebene  von  {p)  auf  der  abwickelbaren  Fläche  (3/,')  in  eine  solche 
Lage  rollen,  dass  eine  bestimmt  gewählte  Gerade  {p'm^)  in  die  Lage 
P'  MJ  kommt,  in  welcher  sie  die  Tangente  der  Gratlinie  von  (3//) 
in  einem  Punkte  3/,'  so  schneidet,  dass  die  Abschnitte  P'MX'  und 
3/1'3/2'  den  Abschuitteu  PMt  und  MXM^  gleich  werden;  dann  ist  der 
Punkt  P'  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Puukt;  denn  sie  habcu 
gleiche  Hauptkrümmuugen,  da  PMt  =  r'3/,'=  Pj,  PAfi=P'Mi=Qs 
ist,  und  die  Trajectorien  von  P  und  von  P'  beim  Abrollen  der 
Ebenen  von  (p)  und  (p)  auf  (3/j)  und  (3/x')  sind  entsprechende 
Krümmungslinien. 

Wir  wollen  andrerseits  diejenigen  Flächen  suchen,  welche  mit 
(P)  einseitig  krtimmungsvcrwandt  sind,  und  bei  welchen  die  Krüm- 
muugslinien  der  zweiten  Schaar,  also  die  Querschnittscurven,  einander 
entsprechen.  Um  dieselben  zu  finden,  unterwerfen  wir  die  Fläche  (3/.) 
der  iu  6)  angegebenen  Deformation.  Diese  kann  dadurch  allgemein 
ausgeführt  werden,  dass  man  zunächst  die  Torsion  der  Gratlinie 
von  (3/j)  ändert.  Denn  seien  für  den  Moment  v  und  v-\-tlv  die 
Parameter  werte  für  zwei  benachbarte  Querschnitte  und  construirt  man 
im  Punkte  u  v  das  Flächeuelcment  mit  den  Seiten  du  uud  Mr,  so 
braucht  nur  der  Winkel,  unter  dem  sich  die  Ebenen  der  Querschnitte 
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v  und  (v-\-dv)  schneiden,  nach  irgend  einem  Gesetz  verändert 
zu  werden,  um  allgemein  aus  dem  Flächeuelement  mit  den  Seiten 
du  und  tdv  ein  solches  mit  den  Seiten  du  und  Yuiv  zu  machen. 
Dies  geschieht  aber  allgemein ,  indem  man  die  Ebenen  der  Quer- 
schnitte,  also  die  benachbarten  Tangentialebenen  vonj  (Mx)  oder 
die  Schmiegungsebenen  der  Gratlinie  um  die  gemeinschaftliche  Tau- 
geute dreht;  d.  h.  iudem  mau  unter  Aufrechterhaltung  aller  audern 
Beziehungen  die  Torsion  der  Gratlinie  ändert  Durch  diese  Defor- 
mation wird  in  eine  neue  Canalflächo  deformirt,  ebenso  (P), 
und  (3/t)  geht  in  eine  andere  abwickelhare  Fläche  über.  Die  Fläche 
(M2')  kann  danu  noch  beliebig  in  die  Fläche  (M»")  gebogen  werden, 
wobei  sie  aber  aufhören  muss ,  Canalfläche  zu  sein ;  und  die  ent- 
sprechende andere  Mittelpunktsflächc  (3//)  geht  dann  über  in  (3/,"), 
und  diese  Fläche  kann  dann  ebenfalls  nicht  mehr  abwickelbar  sein, 
und  ebenso  geht  (P'J  über  in  (P"),  und  diese  Fläche  kann  nicht  mehr 
Canalfläche  sein.  Wir  haben  also  das  Resultat:  Um  zu  einer  Ca- 
nalfläche (P)  die  allgemeinsten  krümmungs verwandten 
Flächen  der  zweiten  Ciasso  zu  suchen,  kann  man  zu- 
nächst die  Torsion  der  Gratlinie  von  (3/,)  ändern  und 
dann  die  Fläche  (3/ä')  biegen.  Es  giebt  also  entsprechend  jeder 
Wahl  der  Function  V  eine  bestimmte  Canalfläche  (P'),  welche  mit 
(P)  in  der  angegeben  Weise  einseitig  krümmungsverwandt  ist,  ausser- 
dem aber  noch  unzählig  viele  andere  Flächen,  welche  durch  Biegung 
von  (3f2')  u.  s.  w.  gewonnen  werden. 

Wir  können  nun  leicht  erkennen,  dass  es  zu  jeder  Canalfläche 
unzählig  viele  vollkommen  Krümmungsverwandte  giebt. 

Um  zugleich  die  Allgemeinheit  der  Lösung  zu  übersehen,  machen 
wir  folgenden  Schluss.  Soll  die  Fläche  (P')  mit  der  Canalfläche  (P) 
krümmungsverwandt  von  der  ersten  Classe  sein,  so  muss  sie  selbst 
Canalfläche  sein,  und  soll  sie  zugleich  krümmuugsverwandt  der  zweiton 
Classe  sein,  so  muss  sie  durch  Aenderung  der  Torsion  der  Gratlinie 
von  (3fi),  unter  Beibehaltung  aller  andern  Beziehungen  aus  (P) 
deformirt  sein. 

Es  giebt  demnach  zu  jeder  Canalfläche  unzählig 
viele  vollständig  krümmungsverwandte  Flächen.  Die- 
selben sind  sämmtlich  Canalflächen  mit  demselben 
Querschnitt,  welche  sich  von  einander  nur  durch  dio 
verschiedene  Torsion  der  Leitlinie  unterscheiden. 

(Wenn  die  Canalfläche  keine  Leitlinie  hat,  weil  die  Enveloppe 
der  Querschnittsebenen  conisch  oder  cylindrisch  wird,  ist  die  Torsion 
der  Leitlinie  zu  ersetzen  durch  die  Krümmung  der  conischen  oder 
cylindrischen  Leitfläche). 
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9.   Die  gegebene  Mittelpunktsflüche  (Af,)  ist  in  eine 

Curve  degenerirt. 

Der  Fall,  in  welchem  die  gegebene  Mittelpunktsfläche  (Af)  in 
eine  Curve  degenerirt  ist,  ist  eiu  so  siugulärer,  dass  er  eine  beson- 
dere Untersuchung  erfordert. 

Es  seien  also  in  den  Gleichungen  I.  xl  yx  24  Functionen  von  v 
allein,  und  zwar  sei  dv  das  Bogcuelement  der  Curve  (Aft);  dann  folgt 
aus  der  Gleichung  IL,  dass 

Qi  -  -ffrdxt+ßfy+ydij  XIX. 

ebenfalls  Function  von  v  allein  ist,  obwohl  aßy  einzeln  den  Parameter 
u  cuthalten  können. 

Ncunt  man  <p  den  Winkel,  welchen  ein  von  Mx  ausgehender 
Strahl  des  Normaleusystems  mit  der  Tangente  der  Curve  (A/j)  im 
Punkte  Mx  bildet,  so  ist 

dg. 

cosgp-—  ~l  XX. 

Es  ist  also  auch  tp  Function  von  v  allein,  d.  h.  der  Ort  aller  von 
Mx  ausgehenden  Strahlen  ist  ein  gerader  Kegel,  dessen  Axe  die  Tau- 
gente der  Curve  (AT,)  ist,  und  wir  können  den  übrigens  bereits  be- 
kannten Satz  aussprechen: 

Wenn  eine  Mittelpunktsfläche  (A/,)  einer  Fläche  (P) 
in  eine  Curve  degenerirt  ist,  so  ist  die  Fläche  (P)  die 
Enveloppc  einer  Schaar  von  Kugeln,  deren  Mittel- 
punkte auf  (Mx)  liegen. 

Die  erste  Schaar  der  Krümmungslinien  von  (P),  v  =  const  sind 
Kreise  (cyklische  Krümmungslinien). 

Aus  einen  bekannten  Satz  von  Joachimstbal  folgt  umgekehrt, 
dass  jede  Fläche  mit  einem  System  cyklischer  Krümmungslinien  als 
Envcloppe  einer  Kugelschaar  aufgefasst  werden  kann. 

(Wenn  nämlich  die  Durchschnittslinie  zweier  Flächen  für  jede 
von  beiden  Krümmungslinie  ist,  so  schneiden  sich  die  Flächen  unter 
constantem  Winkel.  Iu  der  Ebene  und  auf  der  Kugel  ist  jede  Linie 
Krümmungslinie,  also  schneidet  die  Ebene  jeder  cyklischen  Krüm- 
mungslinie die  Fläche  unter  con9tantem  Winkel,  folglich  giebt  es 
eine  Kugel,  welche  die  Fläche  längs  der  Krümmungslinie  berührt). 
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Die  Fläche  (P)  mit  ihren  Parallelen  ist  bestimmt,  wenn  ar,  y,  zt 
und  cos  <p  =  —  jg*  als  Functionen  von  t;  gegeben  sind. 

Die  zweite  Mittelpunktsfläche  welche  die  Enveloppc  der 

eben  besprochenen  geraden  Kegel  ist,  kann  folgendermasscn,  analog 
dem  allgemeinen  Fall,  bestimmt  werden. 

Wir  setzen 

xt  =  xi  +  Po« 
Vt  =!ti  +  Qoß 
s*  =  H  +  QoY 

und  bestimmen  p0,  du  und  c/t;  so,  dass  dx^,  <7y2  und  dzt  Null  wer- 
den; dann  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Factor  dv,  dessen  Verschwiudeu 
auf  (A/j)  zurückführen  würde,  fortlassen: 


dx,       da  da 

SS",  ä«rf"  +  8„'fo 
3p«      80  öß 


iv 


o. 


Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Schaar  von  Krümmungs- 
Hnien  auf  (P). 

Um  nun  g0  zu  berechnen,  eliminiren  wir  dQ0  aus  den  Gleichungen 
dyt  =  o  und  rfs,  —  0  und  erhalten 

(8  3*«  \ 

y  ^*  —  0  g-*  j,  bilden  die  Aua- 
logen und  addiren.   Dann  kommt  nach  einiger  Rechnung 


dzt 


Nun  ist 


K  d*  +  s  <#+  ar  r'y  -  lar  •  85  +  ar  äü+ar*  aj </tt 

da     dfr   dß     (kt  dy\ 
~T\Bv  '8*  +  dv    dv  +  dv  dv)dv 
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cbr,    da  dcosa) 

d  v  du + + -  tüt  ra  °« 

dagegen 

k  +  +  +  K*  +  +J  -  -       -  s£ 

Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  hebt  sieb  <fr,  welches  nicht  Null  ist, 
heraus,  und  man  erhält: 

 sin  

Nennt  man  nun  k  =  ^  die  Krümmung  der  Curve  (3/,)  und  /', 
p',  /<'  die  Riehtungscosinus  der  Hauptuormale,  so  ist 

a,>*  öi.»  8»*  **■ 

also 


y9 


a     +  +  =  *(«■/'+ = ÄC09^ 

wo  1/;  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  der  Strahl  MXP  mit  der  Haupt- 
normale  der  Curvo  {Mx)  in  Mx  bildet.  Es  ist  aber,  wenn  u  den 
Wiukcl  bedeutet,  welchen  die  Projcctiou  von  MXP  auf  die  Normal- 
ebene  in  3/,  mit  der  Hauptnormalen  bildet,  und  welchen  wir  als  das 
Azimuth  bezeichnen  wollen, 

cost/>  —  8inqpcosu, 

mithin  wird 

siny 
J  +  *cosu 

Denkt  man  sich  nun  ein  Coordiuatensystem,  dessen  Anfangspunkt 
in  Mx  liegt,  das  die  Tangente  zur  £  Axe,  die  Hauptnormale  zur  ; 
Axe,  die  Uiuormalo  zur  i\  Axe  hat,  und  sind  *,  1/,  £  die  Coordiuatrn 
des  Punktes  Af2  für  dieses  System,  so  ist 

£=p0cos<p,    l  *=  p0  sing>  cos  m,    rj      p0  sin  tp  sin  u 

also 

|  =  tgVcos«,    Po  -  COg- 
Setzt  man  diese  beiden  Werte  in  die  Gleichung  für  p0  ein,  so  folgt 

dq> 

f/~*f+(frcotgg>)£  =  cos<psin<p. 
Die3  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Schraie- 
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gungsebene    von   Mt    liegt,    and  die  Hauptnormale   im  Punkte 

cosg>  sin<p 


k  —  die  Tangente  im  Punkte  & 


d9 


schneidet 


Der  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  dem  geraden  Kegel,  welcher 
M1  zum  Scheitel,  die  Tangente  zur  Axe  und  <p  zum  scheinbaren  Ra- 
dius hat,  ist  derjenige  Kegelschnitt  auf  (A/8),  welcher  der  cyklischen 
Krümmungslinie  auf  (P)  entspricht.  Er  ist  der  Ort  der  zweiten 
Krümmungscentra  derjenigen  Punkte  auf  (P),  deren  erstes  Krümmungs- 
centrum Mr  ist,  und  welche  auf  der  cyklischen  Krümmungslinie  liegen. 

Die  Fläche  (3/2)  wird  also  von  jenem  geraden  Kegel  längs  dieses 
Kegelschnittes  berührt.  Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die 
Projection  dieses  Kegelschnittes  auf  die  Normalebene  in  Af,  den 
Punkt  My  zum  Brennpunkte  hat  Zur  Bestimmung  der  Grössen  er, 
ß,  y  beachten  wir,  dass  die  Richtungscosinus  vou  MXP  im  Coordiua- 
tensystem  £  rj  £  bezüglich  sind: 

sin  qp  cos  u,    sinqpsinw.  cosqp. 

Kon  sind  die  Hichtungscosinus  zwischen  den  Axcn  der  £  %  £  und 
denen  der  xyz  aus  folgendem  Schema  zu  entnehmen: 


X 

y 

z 

1 

f 

9' 

h' 

n 

l 

m 

n 

t 

f 

9 

h 

und  es  ist 

dh 


dv 


f       df    9  "dt1 


dt 


dx  =  Vdft+dgt+dh*)  XXII. 


l  =  (ghf-hg'h    m  -  {hf—fh')  ■  l-(ilfV)i 
also  wird 

a  —  f  sinpcosu+J  sin^sum-f-fcos?; 
0  =  ^'sin^cosu+msingpsinu-f-^cosqp; 
y  =  Ä'sinqpcosM-j-  nsin^sinu+Acos  <jp. 

Alle  Grössen  ausser  u  sind  hier  durch  v  ausgedrückt,  und  somit  sind 
sowohl  x,  y,  z  als  ar„  y2,       d.  h.  die  Coordinaten  von  P  und  von 
vollständig  als  Functionen  von  u  und  v  dargestellt 

Teil  LXVUI.  22 
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und  der  Ort  von  M%  für  constantes  v  wird  ein  Kegelschnitt  in  der 
Normalebene  selbst,  der  Mt  zum  Brennpunkt  hat. 

Wenn  ^  —  0  ist,  wird  qq  —  und  der  Ort  von  Mt  für 

äv  n  ™  h'osw 

constantes  t>  ein  Kegelschnitt,  dessen  Ebene  lotrecht  zur  Hauptnor- 
male im  Abstände  steht 

dop  c/pi 

Ist  ^-  constant  gleich  0,  also  9  constant,  und  ebenso  dann 

ist  die  Fläche  (P)  die  Enveloppe  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  sich 
auf  (Afj)  bewegt,  und  deren  Radius  sich  proportional  mit  dem  BogeD 
v  ändert,  welchen  der  Mittelpunkt  Mx  beschreibt 

Ist  q>  constant  gleich     dann  ist  (P)  eine  Canalfläche  im  engeren 

Sinne,  und  (3/8)  diejenige  abwickelbare  Fläche,  welche  von  der  Krüra- 
mungsaxe  von  (Mx)  beschrieben  wird,  und  welche  man  die  Evoluten- 
fläche von  {Mt)  nennen  kann. 

sin<»  ,  „ 

Ist  k  wm  0,  so  wird  q0  =  j— ,  und  ist  es  constant  gleich  wull, 

also  (3f4)  eine  Gerade,  so  sind  (P)  und  (M%)  Rotationsflächen*). 


10.   Krümmungsverwandtschaft  bei  Flächen  mit  einer 

Mittelpunktscurve. 

Sei  (P)  eine  beliebige  Fläche  mit  einer  Mittelpunktscurve, 
Wir  suchen  alle  diejenigen  Flächen  (P'),  welche  mit  (P)  einseitig 
krümmungsverwandt  sind,  und  zwar  so,  dass  den  cyklischen  Krüm- 



•)  Man  vei gleiche  die  nachträgliche  Bemerkung  um  Schlüsse  der  Arbrü. 
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Setzt  man  die  Werte  für  a,  ß,  y  in  die  Differentialgleichung  der 
zweiten  Schaar  der  Krümmungsliuien  ein,  so  kommt  nach  einigeu 
Umformungen  und  nach  Division  durch  sin?* 

du-\-d& — ctg<p  sinudt  sa  0,  XXIV. 

wo  #  den  Torsionswinkel,  x  den  Krümmungswinkel  bedeutet. 

Ein  besonderer  Fall  tritt  ein,  wenn  tp  =  ^  ist.   Dann  wird 

1 
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mungslinien  auf  (P)  wieder  Krümmungslinien   auf  (P')  entspre- 
chen.   Da    die  Krümmungsverwandtschaft  fordert,   dass      =  (>,' 
ist,   und  da  längs  jeder  cyklischen  Krümmungslinie  Qt  constant 
ist,   so  muss  längs  der  ihr  entsprechenden  Krümmungslinie  auf 
(P')  ebenfalls      constant  sein.    Also  müssen  alle  Normalen  längs 
derselben  sich  in  demselben  Punkte  Af/  schneiden,  und  es  ist  dio 
erste  Mittelpunktsfläche  vou  (P')  ebenfalls  iu  eine  Curve  degenerirt. 
Das  heisst,  die  Fläche  (P')  ist  ebenfalls  eine  Fläche  mit  cyklischen 
Krummungslinien.   £s  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  dass,  abgesehen 
von  der  Realität,  je  zwei  Flächen  mit  je  einer  Mittelpuuktscurve  ein- 
seitig krümraungs verwandt  sind.    Denn  seien  (Af,)  und  (A/,')  die 
Mittelpnnktscurven  beider,  so  können  wir  auf  ihnen  zunächst  zu 
jedem  Punkte  A/,  der  einen  einen  Punkt  A/,'  der  andern  so  zuordnen, 
dass  Qt  =  p/  wird.    Hierdurch  sind  auf  (P)  und  (/>')  diejenigen 
cyklischen  Krümmuugslinien  einander  zugeordnet,  für  welche  Pi  =  pi' 
ist.    Auf  der  ersten  derselben  wählen  wir  den  Punkt  P  beliebig. 
Seinen   zweiten  Krümmungsmittelpunkt  bezeichnen  wir  mit  A/,  und 
A/,Af2  mit  q0.   Nun  bestimmen  wir  denjenigen  Kegelschnitt  der  Fläche 
(AO,  welcher  dem  Punkte  A/,'  entspricht,  wie  dies  im  9.  Abschnitt 
gezeigt  ist,  und  schlagen  endlich  mit  dem  Radius  q0  um  A//  eine 
Kugel,  welche  jenen  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
schneidet,  die  indessen  auch  imaginär  sein  können.    Die  Azimuthe 
dieser  beiden  Punkte  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Vorzeichen. 
Einen  derselben  bezeichnen  wir  mit  Mt'  und  bestimmen  den  ihm 
entsprechenden  Punkt  P'  auf  (P')\  dann  sind  die  Flächen  (P)  und 
(P')  einseitig  krümmungsverwandt  auf  ciuander  abgebildet,  in  der 
Art,  dass  dem  beliebig  gegebenen  Punkt  P  der  Punkt  P'  entspricht, 
und  dass  die  cyklischen  Krümmungslinien  einander  entsprechen.  Die 
analytische  Behandlung  desselben  Problems  ist  weiter  unten  durch 
die  Formeln  XXV.  und  XXVI.  dargestellt.    (Die  Auswahl  zwischen 
den  beiden  Punkten  M%'  oder  P'  kann  so  getroffen  werden,  dass 
die  Beziehung  der  Congruenz  oder  so,  dass  sie  der  Symmetrie  ent- 
spricht).  Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  allgemeinste  Fläche,  wel che  zu  einer  gegebenen 
Fläche  mit  einer  Mittelpunktscurve  derartig  einseitig 
krümm ungsverwandt  ist,  dass  den  cyklischen  Krüm- 
raungslinicn  wieder  Kr ümmungsliuien  entsprechen,  ist 
eine  Fläche,  die  ebenfalls  oine  Mittelpunktscurve  hat, 
übrigens  aber,  wenn  man  gewisse  Singularitäten  aus- 
schliesst,  ganz  beliebig  sein  kann. 

Es  treten  hierbei  jedoch  folgende  singulare  Fälle  ein:  Einer 
Canalfläche  im  engeren  Sinne  muss  stets  wieder  eine  Canalfläche  mit 
gleichem  Querschnitt  entsprechen.   Einer  Rotationsfläche  entspricht 
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eine  beliebige  Fläche  mit  cyklischen  Krümmungslinien,  aber  so,  dass 
allen  Punkten  eines  Parallelkreises  nur  2  Punkte  auf  {P')  entsprechen, 
so  dass  die  Beziehung  aufhört,  eine  Flächenverwand  tschaft  zu  de- 
tiniren.  Dagegen  kann  eine  Rotationsfläche  einer  andern,  welche  wir 
noch  bestimmen  werden,  so  entsprechen,  dass  jedem  Parallelkreis  der 
einen  ein  Parallelkreis  der  andern  entspricht,  und  dann  kann  die 
Verwandtschaft,  welche  unabhängig  vom  Azimuth  wird,  als  vollstän- 
dige Krümmungsverwandtschaft  betrachtet  werden. 

Sucht  man  andrerseits  zu  einer  Fläche  mit  einer  Mittelpunkts- 
curve  eine  einseitig  krümmungsverwandte  Fläche,  bei  welcher  den 
nicht  cyklischen  Krümmungslinien  wieder  Krümmungslinien  entspre- 
chen, so  hat  man  die  in  6)  angegebene  Deformation  auf  die  nicht 
degenerirte  Mittelp unktsfläche  anzuwenden,  also  dieselbe  entweder 
nur  zu  biegen,  oder  erst  der  oben  näher  charakterisirten  Dehnung 
auszusetzen  und  dann  zu  biegen.  Hierbei  kommt  man  im  Allgemeinen 
nicht  auf  Flächen  desselben  Charakters,  wie  das  Beispiel  der  Rota- 
tionsflächen zeigt.  Die  nicht  degenerirte  Mittelpunktsfläche  derselben 
ist  selbst  Rotationsfläche  (3/2).  Die  in  6)  besprochene  Dehnung 
kann  geschehen,  indem  man  die  Fläche  in  sich  selbst  so  abbildet, 
dass  die  Parallelkreise  sich  selbst  entsprechen,  irgend  einem  Meri- 
diane dagegen  nach  beliebigem  Gesetz  ein  anderer  Meridian  ent- 
spricht. Die  so  gedehnte  Fläche  kann  nun  noch  irgend  wie  gebogen 
werden,  um  in  die  entsprechende  Mittelpunktsfläche  (3/a')  einer 
krümmungsverwandten  Fläche  (P')  übergeführt  zu  werden.  Hierbei 
kann  sie  aufhören,  Rotationsfläche  zu  bleiben;  sie  kann  zum  Bei- 
spiel, wie  bekannt,  in  eine  Schraubenfläche  gebogen  werden;  dann 
aber  ist  (M^)  nicht  mehr  in  eine  Curve  degenerirt 

Man  kann  ondlich  die  Frage  stellen,  ob  es  zu  einer  beliebigen 
Fläche  (P)  mit  einer  Mittel punktscurvo  stets  vollkommen  krüm- 
mungsverwandte giebt.  Sei  (P)  die  gegebene,  (P')  die  gesuchte 
Fläche,  so  muss  auch  (Pf)  eine  Mittelpunktslinie  (J£')  haben,  und 
wir  können  beide  Flächen,  ausgehend  vou  ihren  Mittelpunktslinien, 
mit  Hülfe  der  Gleichungen  XIX.  bis  XXIII.  darstellen,  indem  wir  die 
entsprechenden  Grössen  einschliesslich  der  Parameter  durch  dieselben 
Buchstaben  ausdrücken  und  durch  Accente  unterscheiden. 

Sollen  nun  (Pf)  und  (P)  einseitig  krümmungsverwandt  mit  ent- 
sprechenden cyklischen  Krtimmungslinien  sein,  so  ist  u  so  als  Func- 
tion von  it  und  v,  v  so  als  Function  von  v  zu  bestimmen,  dass 


Qi  =  p,    und   Qo  —  po    wird,   d.  h. 


und 


XXV. 
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+  V  ™*  _  +  k  £^  xxvi. 

i  om  in  ein  m  /Zu  Gin  m 


sing/d»'  '     singp'     sinqpcfo  r  sin  <jp 

Sind  (P')  und  (P)  ganz  beliebig  gegeben,  so  sind  qo'  und  &'  ge- 
gebene Functionen  von  v\  q>  und  k  gegebene  Functionen  von  t>,  die 
Gleichung  XXV.  stellt  v  als  Function  von  v,  XXVI.  stellt  dann  «'  als 
Function  von  u  und  v  dar,  und  die  Abbildung  zweier  beliebigen  Flächen 
(P)  und  (P')  mit  je  einer  Mittelpunktslinie  aufeinander  nach  ein- 
seitiger Krümmungsverwandtschaft  mit  entsprechenden  cyklischen 
Krümmungslinien  ist  auf  Quadraturen  zurückgeführt. 

Soll  aber  vollkommene  Krümmungsverwandtschaft  bestehen,  so 
müssen  auch  noch  die  Krümmungslinien  des  zweiten  Systems  in  beiden 
Flächen  einander  entsprechen;  d.  h.  wenn 

<fu+d&  —  ctggpsinucfr  =-  0 

ist,  muss  auch 

gjj-  du-\-     efo-f        ctg  p'sin  u'cfr'  —  0 

sein,  woraus  durch  Elimination  von  du  folgt: 

3«/  g^,'   

^-(^— Äctg^sinurfü)  =  ^-dv+dö'—  Jfc'ctg<p'8inuW  XXVII. 

Und  zwar  sind  den  Gleichungen  XXV.,  XXVI.,  XXVII.  gemäss,  während 
0,  &  und  <p  gegebene  Functionen  von  v  allein  sind,  t/,  und  <jp', 

als  Functionen  von  v  allein,  u'  als  Function  von  u  und  v  zu  be- 
stimmen. 

Durch  Multiplication  von  XXV.  und  XXVI.  erhält  man  nach 
einer  einfachen  Umstellung: 

Ctgqp'rfqp' — Cigq)dq>  »  fccosttCtgqprf« *—  //cos  u'ctgqp'dt/. 
Setzen  wir  jetzt 

sinqp'  =»  Asinqp,  XXVIII. 
so  geht  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  XXV.  über  in: 

dk  =  (A&cosu — fc'cos«')  ctgqpefo 

oder 

fc'cos  u'  =  Xk  cos  u-tg^T  XXIX. 

Wenn  k'  nicht  Null  ist,  wird 

,     Xk  1  dl 

COSU  =  pCOBtt-p  -tg9. 
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Wir  setzen  nun 

V~V%     V7lvi*q>~^  XXX 
•  so  dass  wir  erhalten: 

cost*'=  A'cosu  —  p; 

dann  wird 

du'      A'sinu     hu'  1  /rfT 

du  ~  sin«'  '    Bv  sin  u'  \dv  008  *  dv)' 

Setzen  wir  diese  Werte  für  u'  und  seine  Ableitungen  in  XXVII. 
ein,  so  kommt 

A'8itm(rf#— ictgqp8inurfü)~sintt'(f^'— Ar'ctg9'sinuVfo')+^A'co8f*— rfft=0, 
oder,  da 

k'  k 
fc'ctg«pW  =  j-  ctg (pdv  =  y  ctgydv 

und   

sinu'  =       —  |i2)  +  2A>cost*  —  r*cost*», 

A'sin udO- H'ctg <jp sin u* rfv  —  sin utl&'-{-  p ctg <p  rit> [(1  —  f*2) 
+  2A>costt— A'2cosM2]  +  rfrcosu  — rffi  =0, 

oder,  indem  wir  das  Glied  mit  sint*'  auf  die  rechte  Seite  bringen 
und  quadriren: 

[A'sinurfd+(2fc/iCtgqp</i4-</A')cosu— (dn+{k'*  +u2—  l)^ctg  9  rf*]1 
=  [(l-tt8)-2A>cosu-A'scosu»J.^'«. 

Wir  setzen  jetzt  tg^  =  w,  so  kommt 
[2wk'd&  +  (2kp  ctg  <p  dv+dl')  (1  —  fo») 

-  (<*p  +  \,  (A'*  +  f*2-  1)  Ctg  VÄ)  (1  +  -  [(1  -  fl«)  (1  +  »r«)» 

+ 2r  ^(1 — u?4)  -  v  m  -  u»8)*] .  dd" 

Diese  Gleichung,  welche  in  Bezug  auf  w  vom  vierten  Grade  ist, 
muss  aber  für  jeden  Wert  von  w  bestehen,  da  allo  übrigen  Grössen 
ausser  u>  von  u  unabhängig  sind.  Es  müssen  also ,  wenn  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  nach  Potenzen  von  w  ordnet,  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  gleich  sein. 

Dies  führt  auf  die  Bedingungen: 
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(2kixcigfpdv+dX'-dli—  p(X'«+fl«  —  1)  ctgydv)* 

4A'd#(2fcfi  ctg  yda+dA'—  dfi  -  ^,  1)  ctgqpdt;)  -  0, 

4A'*  d**  —  2  CC2Jfcf*  ctg  <p  dv + dA')f 

-  (4p  +  p  (r  l + - 1 )  ctg  <p  dv)*] 


— 4A 


=  2(1-^+^'», 

k 


'dö(2ktictg(rdv+dk'+dp+y(kf'+ti*--l)ctg(pdv)  -  0. 

(2*fi  Ctg  qp  dt»  +  dA'-f-  dfi  +  p  (  A'1  +  ft*  - 1)  Ctg  qp 
-(1-^+^)1)^ 

Da  X'  nicht  Null  sein  kann,  wenn  nicht  A  oder  k  Null  ist,  so  können 
wir  den  Fall  A'=0  zunächst  ausschliessen ,  denn  A=0  würde  überhaupt 
keine  Fläche  liefern ,  h  —  0  führt  auf  Rotationsflächen.  Den  Fall 
dfr  =  0  lassen  wir  auch  vorläufig  ausser  Acht.  Dann  können  die 
zweite  und  die  vierte  der  gefundenen  Bedingungsgleichungen  nur  er- 
füllt werden,  wenn 

2*f4Ctg<ptftH-dA'=0, 
+  p^'+f*2  —  l)ctgqpdt>  —  0. 

Dann  aber  geben  die  drei  übrigen  Gleichungen 

(1-0<-A')W  =  0, 

(i»(f+W^=o, 

2A'*d£«  =  (1  — fi»+X'»)d*'f- 

Lassen  wir  auch  noch  die  Lösung  d#'  —  0  ausser  Acht,  so  folgt, 
I»  =  0,  A'2  —  1,  d#*  =»  d#'*;  diese  Bedingungen  erfüllen  die  sämmt- 
lichen  Gleichungen  und  führen  zu  folgenden  Bestimmungen.  Aus 

fi  =-  0  folgt,  da  q>  nicht  constant  Null  sein  kann,  ^-  =  0,  also  A 

const  Den  Wert  A'  =  —  1  kann  man  ausschliessen,  da  man  X  und  & 
und  k'  immer  positiv  wählen  kann. 

Ferner  ergiebt  sich 
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Je'  =»  Xk\    sing/  =  Asin<p;  tt'=iu; 

cos  (pdv  p     .        )  xxxn. 


</  Vi  —  ^sin?«' 


Dio  Gleichung  =  ±  <tö  zeigt,  dass  jeder  Fläche  (Pr)  eine 
symmetrische  Fläche  entspricht,  wenn  die  Torsion  von  (A/t)  und 
(If/)  nicht  Null  ist  ;  die  Gleichung  w'  =  ±  u  zeigt,  dass  auf  jeder 
Fläche  (P'),  welche  krümmungsverwandt  mit  (P)  ist,  entgegengesetzte 
Azimuthe  gewählt  werden  dürfen,  um  von  einer  krümmungsverwandten 
Abbildung  zu  einer  symmetrischen  zu  kommen.  Beides  ist  selbst- 
verständlich, und  es  genügt  daher,  die  positiven  Vorzeichen  allein 
festzuhalten. 

Es  bleiben  noch  dio  Fälle  d&  —  0  und  d&  =0  zu  unter- 
suchen. 

Wäre  d&  =  0,  aber  nicht  d&  «=  0,  so  würde  aus  der  ersten, 
dritten  und  fünften  Gleichung  folgen 

(1-0*- A')2)  (1  m  =  d-V+ A'2)2 

oder  A'*  =  0,  was  wir  noch  ausgeschlossen  haben. 

Ist  d&'  —  0,  so  folgt  aus  der  ersten  und  letzten  Gleichung 

2Ä74Ctgg>d»+dil'=0, 

+  £     2  +  f* 8  ~  1 )  Ctg  V  <**  =  0, 

und  dann  aus  der  dritten  d&  —  0.  Diesen  Bedingungen  kann  erstens, 
wie  im  allgemeinen  Fall,  durch  die  Gleichungen  XXXIL  genügt 
werden.  Es  existirt  indes  noch  eine  zweite  Lösung.  Es  ist 
nach  (XXX.): 

dl 

fiCtgfpdv  =*-p. 

Setzt  man  dies  in  beide  Gleichungen  ein,  so  kommt 

2k 

 ^  <M  =  0. 

kl' 

Da  jp     j  ist,  ergiebt  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen 

A2A'=o,   oder  V  =  j^'* 
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wo  a  die  Intogrationsconstautc  bedeutet;  und  mit  Rücksicht  hierauf 
liefert  die  zweite 

a   /a8  \  X* 

tidfi+^y^+^-lj-.dX^O,  oder 
2X*lid(i+^dX  +  2{n*—l)Xdl  =  0,  d.h. 

wo  b  die  Intogrationsconstautc  bedeutet;  also 


Ist  nun  (P)  gegeben,  so  sind  k  und  <p  als  gegebene  Functionen  von 
v  zu  betrachten.  Nun  ist  mit  Rücksicht  auf  XXX.  X  als  Function 
von  v  bestimmt,  und  so  erhalten  wir  die  Formeln: 


dX 


(       P     cos  y  dv 

v  "*  J  yr-i1  Bin  9» 


fcctgqpdv 


o 


xxxni. 


sin  9'  —  Asinqp, 

u'  =  ^2cosu+^l  +  ^+  ^4' 


cos 


Hierdurch  ist  die  Curvo  (Aft')  und  die  mit  (P)  vollkommen  krüm- 
mungsverwandte Fläche  (Pr)  vollständig  bestimmt. 

Wir  betrachten  endlich  den  Fall  X'  =  0,  welcher  nur  eintritt, 
wenn  entweder  X  —  0,  oder  k  =  0.  Die  Bedingung  X  ~  0  kann  ganz 
ausser  Acht  gelassen  werden,  denn  sie  hat  zur  Folge,  dass  sing>'=0, 
dass  also  die  Fläche  (P')  in  eine  Curve,  und  zwar  eine  Evolvente  der 
Curve  (Af/)  übergeht.  Es  bleibt  somit  nur  der  Fall  übrig,  dass  k  =  0 
ist.  In  diesem  Falle  ist  die  Curve  (MJ  eine  Gerade,  und  die 
Flächen  (P)  und  (A/,)  sind  Rotationsflächen,  welche  (A/4)  zur  Axe 
haben.  Die  Entwickelungen  von  Formel  XXIX  an  werden  dann 
illusorisch,  wir  gehen  deshalb  auf  die  früheren  Formeln  zurück. 
Die  Formel  XXIX.  liefert 

dl 

Ä'C08tt'=  —  tg<J>^ 

Soll  nun  nicht  jedem  Parallelkreis  auf  (P)  nur  ein  Paar  von 
Punkten  auf  (P)  entsprechen,  sondern  wieder  ein  Parallelkreis,  dann 
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darf  diese  Gleichung  u  nicht  bestimmen;  dies  fordert  aber,  dass 
beide  Seiten  einzeln  Null  sind,  und  da  q>  nicht  constant  Null  sein 

kann,  so  folgt  —  —  0,  also  X  constant,  und  k'=  0,  also  auch  {Mt') 
ist  eine  Gerade,  und  (P')  und  (M%r)  sind  Rotationsflächen  mit  der 


Die  Bedingungen  der  Krümmungsverwandtschaft  reduciren  sich 


Die  8äramtlichen  Flächen,  welche  zu  einer  gegebenen  Rotations- 
fläche (P)  krümmungsverwandt  sind,  sind  also  wieder  Rotationsflächen 
und  unterscheiden  sich  von  einander  nur  durch  die  Werte  der  Constanten 
k.  Der  Unterschied  zwischen  einseitiger  und  vollkommener  Krüm- 
mungsverwandtschaft verliert,  wenn  beide  Flächen  Rotationsflächen 
sind,  seine  Bedeutung;  da  jedem  Punkte  eines  Parallelkreises  jeder 
beliebige  Punkt  des  entsprechenden  Parallelkreises  entspricht  Sind 
die  Flächen  einseitig  krümmungsverwandt  mit  entsprechenden  Parallel- 
kreisen, so  sind  sie  vollkommen  krümmungsverwaudt,  sobald  man 
festsetzt,  dass  irgend  einem  Meridian  der  einen  Fläche  wieder  ein 
Meridian  der  andern  entspricht 

Wir  fassen  nun  das  Resultat  dieser  Untersuchung  folgender- 
massen  zusammen: 

Man  kann  die  Aufgabe,  zu  einer  gegebenen  Fläche 
(P)  mit  einer  Mittelpunktslinie  (JfcfJ  alle  vollkommen 
krümmungsverwandten  Flächen  zu  suchen,  ganz  allge- 
mein lösen  und  erhält  drei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,  jenachdem  die  Mittelpunktscurve  doppelt  ge- 
krümmt, einfach  gekrümmt  oder  gerade  ist 

1)  Ist  (Jfj)  doppelt  gekrümmt,  so  ist  es  auch  (Jli'),und 
es  giebt  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Flächen,  welche  vollkommen  krümmungsverwandt 
mit  (P)  sind,  die  sich  nur  durch  den  constanten  Para- 
meter k  unterscheiden. 

2)  Ist  (3*i)  einfach  gekrümmt,  also  eben,  so  ist  es 
auch  (Mi),  und  die  Mannigfaltigkeit  der  zu  (P)  voll- 
kommen krümmung8verwaudten  Flächen  ist  bei  weitem 
grösser,  da  A  sowol  eine  beliebige  Constante,  als  auch 
eine  gewisso  Function  von  v  sein  kann,  welche  von 
drei  Parametern  abhängt 


Axe  (AT/). 


auf 


Biütp 


*      COS  tpdv 
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3)  Ist  (Af,)  gerade,  so  ist  es  auch  (Af/),  und  die  Flä- 
chen (P)  und  (P')  sind  Rotationsflächen.  In  diesem 
Falle  ist  die  Verwandtschaft  vom  Azimuth  unabhängig, 
es  entspricht  jedem  Parallelkreis  der  einen  Fläche  ein 
solcher  der  anderen.  Der  Unterschied  zwischen  ein- 
seitiger und  vollkommener  Krümmungsverwandtschaft 
verliert  seine  Bedeutung. 

üebrigens  folgt  aus  dem  Früheren,  dass  die  nicht  degenerirten 
Mittelpunktsflächen  (Af,)  und  (Af,')  zweier  krümmungsverwandter 
Rotationsflächen  stets  auf  einander  abwickelbar  sind,  da  man  von 
der  Dehnung,  die  oben  besprochen  ist,  absehen  kann,  weil  sie  in 
diesem  Falle  etwas  Selbstverständliches  aussagt;  und  ebenso  folgt 
umgekehrt,  dass  wenn  (Af,)  und  (Af,')  zwei  auf  einander  abwickelbare 
Rotationsflächen  sind,  sie  entsprechende  Mittelpunktsflächen  krüm- 
mungsverwandter Rotationsflächen  sind. 

Darausfolgt:  Notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  zwei  Rotationsflächen  (Af,)  und  (Af,')  auf- 
einander abwickelbar  seien,  ist,  dass  die  Längen  der 
Tangenten  in  entsprechenden  Punkten  der  Meridian- 
curven,  vom  Berührungspunkt  bis  zur  Rotationsaxe 
gemessen,  einander  gleich  seien. 

Dies  giebt  zugleich  eine  anschauliche  Construction  krtimmungs- 
verwandter  Rotationsflächen. 

Man  denke  sich  zu  der  Meridiancurve  (p)  die  Evolute  (m,)  con- 
struirt  und  ziehe  in  jedem  beliebigen  Punkte  P  die  Normale,  welche 
die  Evolute  in  Af,  berührt  und  die  Rotatiosaxe  in  Mx  schneidet 
Nun  biege  man  die  Evolute  (m,),  ohne  sie  zu  dehnen,  ohne  die 
Längen  PAf,  und  Af,Afx  zu  ändern,  und  so,  dass  die  Punkte  M1 
wieder  auf  eine  Gerade  (A//)  zu  liegen  kommen;  dann  erhält  man 
eine  neue  Curve  {p')  mit  ihrer  Evolute  (m,').  Nimmt  man  diese 
zu  Meridiancurvcn,  und  (Af/)  zur  Rotationsaxe,  so  sind  die  entspre- 
chenden Rotationsflächen  (Af,)  und  (Af,')  aufeinander  abwickelbar, 
und  (P)  und  (/>')  krümmungsverwandt. 


11.   Vereinfachung  für  Rotationsflächen. 

Obwohl  die  Aufsuchung  von  Rotationsflächen,  welche  mit  einer 
gegebenen  krümmungsverwandt  sind,  sich  nach  den  allgemeinen  For- 
meln ohne  Schwierigkeit  durchführen  lässt,  so  möge  doch  noch  auf 
eine  einfache  Methode  zur  Lösung  der  Aufgabe  hingewiesen  werden- 
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Wir  beziehen  die  Meridiancurve  (p)  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem,  dessen  Abscissenaxe  die  Rotationsaxe  ist,  nnd 
dessen  Anfangspunkt  ein  beliebiger  Punkt  derselben  ist,  bezeichnen 
die  Abscisse  des  Punktes  P  mit  *,  die  Ordinate  mit  r,  dann  ist  tp 
der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  z  Axe  bildet,  also 

dz       .  dz  dr 

r 

n     sin  q> 

Bezeichnen  wir  für  eine  krtimmungsverwandte  Rotationsfläche 
die  entsprechenden  Stücke  mit  denselben  Buchstaben,  aber  mit  Ac- 
centeu  versehen,  so  wird  die  Bedingung  der  Krümmungsverwandtschaft 

r  r' 
sin?'  =  Asiny,  Ql  -  jgj^  -  ^  ; 

also 

,     .  dz'  ,  Xsintp 

r  =  Ar   und     —  «=  —  tg<p'  =»  — 


Vi  -  A*  sin  qp*' 

oder 

da^  kdz  

dt'  ~  ydz*+dr*  —  k*dz*  ' 

d.  h.  die  Gleichungen 

dz'  =  —j  ,      .    und   r  =  Ar 

ergeben,  wenn  r  und  a  als  Functionen  einer  Variablen  gegeben 
sind,  auch  r'  und  z  als  Functionen  dieser  Variablen,  liefern  also  die 
ganze  Schaar  krümmungsverwandter  Rotationsflächen.  Die  Integra- 
tionsconstante  ist  für  das  Problem  unwesentlich,  weil  sie  nur  von 
der  Wahl  des  Anfangspunktes  auf  der  z'  Axe  abhängt;  die  verschie- 
denen Meridiancurven  unterscheiden  sich  wesentlich  nur  durch  den 
Wert  des  Parameters  ft. 

Ein  besonders  einfaches  Beispiel  bietet  der  Fall,  wo  die  gegebene 
Meridiancurve  ein  Kegelschnitt  ist,  dessen  eine  Axe  der  Rotationsaxe 
parallel  ist. 

Dann  ist 

az*+2az+ßrt+2br— e  —  0,  XXXV. 

also 

(az+a)dz  +  (ßr+b)dr  -  0,  d.h. 
dz  Wr+b)dr   (ßr+b)dr 


(az  +  a)  V(a*  +  ac)  —  a(ßr*  +  2bry 

Also  wird 
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oder 

dz'  =  - 


k*{ßr  +  b)dr 


V(l  ~  V)(ßr  +  b)*+(a*+ac)  —  a{ßr*-\-  2br)' 
  k*(ßr+b)dr 


V[«*  +  w  +       -  k2)]  _  [«  _  0(1  -  AI)]  2*r) '  . 


Nun  ist  r  = 


also 


<Zz'  =  - 


«  — ft(l-A*) 
A* 


(|?r'*+2AAr') 


Wir  setzen  nun 


dann  wird 


dz'  = 


kb  =  b', 

a*-\-ac  +  b*(l  —  A»)  -  o'H«'«, 
(ßr'+b')dr' 


XXXVI. 


yV*  +  «'c)  —  «'(0r'*  +  2&V) 


Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  vollständig  mit  der  für  dz 
überein,  wir  können  also,  da  es  auf  die  Lage  des  Anfangspunktes 
auf  der  z  Axe  nicht  ankommt,  die  Integrationsconstante  so  wählen, 
dass  das  Integral  wird: 


a'z*+2a'z+ßr*+2b'r~  c  =  0. 
Wir  erhalten  somit  das  Resultat: 


XXXVII. 


Die  sämmtlichen  Flächen,  welche  vollkommen  krüm- 
mungsverwandt sind  mit  einer  Rotationsfläche,  welche 
zur  Meridiancurve  einen  Kegelschnitt  hat,  dessen  eine 
Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist  (XXXV),  sind  Flächen 
von  eben  demselben  Charakter  ( XXXVII) ,  deren  Coef- 
ficienten  durch  die  Gleichungen  XXXVI.  zusammenhän- 
gen. 

Hieraus  können  wir  mit  Rücksicht  auf  die  früheren  Resultate 
die  Folgerung  ziehen: 

Die  sämmtlichen  Rotationsflächen,  welche  ab- 
wickelbar sind  auf  eine  Rotationsfläche,  deren  Meri- 
diancurve die  Evolute  eines  Kegelschnittes  ist,  des- 
sen eine  Axe  parallel  der  Rotationsaxe  ist,  sind  Flä- 
chen von  eben  demselben  Charakter,  und  weiter: 
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Biegt  man  die  Evolute  (m,')  eines  Kegelschnittes  so. 
dass  die  Längen  der  Tangenten  vom  Berührungspunkt 
Mt  bis  zu  einer  Geraden  (il/j),  welche  parallel  einer 
Axe  des  Kegelschnittes  ist,  ungeändert  bleiben,  dass 
also  die  Endpunkte  Jf,'  wieder  auf  einer  Geraden  (3f,') 
liegen,  so  ist  die  gebogene  Curvo  wieder  die  Evolute 
eines  Kegelschnittes,  dessen  eine  Axe  parallel  (A/,')  ist. 

Zur  weiteren  Discussion  kann  man  sich  auf  die  Betrachtung  der 
beiden  vollkommen  krümmungsverwandteu  Flächen  XXXV.  und 
XXXVII.  beschränken.   Hierbei  ergiebt  sich  Folgendes. 

1)  Die  Abbildung  ist  nur  reell,  wenn  der  Radicand  des  Aus- 
drucks für  dz  posisiv  ist.  Dies  giebt  bei  jedem  Wert  von  k  eine 
bestimmte  Zone,  innerhalb  welcher  überhaupt  die  Abbildung  nur  reell 
wird,  und  es  kann  l  so  gewählt  werden,  dass  kein  Punkt  reell  ab- 
gebildet wird.  Für  k  «=  1  wird  die  Abbildung  mit  dem  Original 
identisch.  Je  weniger  k  von  1  verschieden  ist,  desto  weiter  wird  die 
Zone,  welche  sich  reell  abbildet. 

2)  Ist  6=0,  so  ist  es  auch  b' .  Ist  also  das  Original  eine 
Rotationsfläche  zweiten  Grades,  so  sind  es  auch  alle  vollkommen 
krümmungsverwandten  Abbildungen. 


Ist  also  der  Meridian  des  Originals  eine  Parabel,  deren  Axe 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  steht,  so  gilt  dasselbe  von  allen  krüm- 
mungsverwandten Abbildungen. 

4)  Ist  ß  nicht  Null,  so  können  wir  es  stets  positiv  voraussetzen. 
Dann  werden  die  Meridiane  der  vollkommen  krümmungsverwandteu 
Abbildungen  im  Allgemeinen  keine  Parabeln;  nennen  wir  die  Halbaxe 
parallel  der  Rotationsaxe  respective  A\  die  darauf  senkrechten  B, 
respective  B\  so  ergiebt  sich 


A 
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welche  Werte  für  A  =  1  in  A2  und  B2  übergehen.  Hieraus  erkennt 
man  leicht  folgende  Gesetze: 

a)  Ist  ~  -  1  +  A8  >  0, 

so  ist  die  Meridiancurve  eine  Ellipse,  und  zwar  reell  oder  imaginär, 
jeuachdem  der  Zähler  von  A'  und  von  B'  positiv  oder  negativ  ist 
Den  Uebergaugsfall ,  wo  der  Zähler  Null  ist,  bildet  die  Punktellipse. 

b)  Ist  |  -  1  +  A*  <  0, 

so  ist  die  Meridiancurve  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  parallel 
oder  senkrecht  zur  Rotationsaxe  steht,  jenachdem  der  Zähler  von 
A'  oder  B'  positiv  oder  negativ  ist  Den  Uebergangsfall  bilden  zwei 
sich  schneidende  Gerade  (wenn  der  Zähler  Null  ist). 

c)  Ist  ^  —  1  -f-  A*  =  0, 

so  wird  die  Meridiancurve  eine  Parabel  mit  der  Gleichung 

2a'«fj3r*  +  2&'r-c  =  0, 
deren  Axe  parallel  der  Rotationsaxe  ist. 

12.    Flächen  mit  zwei  Mittelpunktscurven. 

Sind  beide  Mittelpunktsflächen  in  Cur  von  degenerirt,  so  müssen 
diese  Curvcn  Kegelschnitte  sein,  und  zwar  muss  jeder  Kegel,  welcher 
durch  einen  derselben  hindurchgeht  und  einen  Punkt  des  andern  zum 
Scheitel  hat,  ein  gerader  Kreiskegel  sein.  Dies  ist  bekanntlich  dann 
und  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  Kegelschnitte  (Mt)  und  in 
Ebenen  liegen,  welche  zu  einander  senkrecht  stehen,  und  bei  denen 
die  Scheitel  des  einen  die  Brennpunkte  des  andern  sind.  Die  zuge- 
hörigen Evolutenflächen  sind  dann  die  bekannten  Darb oux 'sehen 
Cycliden  (von  Steiner  „Wurstflächen"  genannt). 

Die  Kegelschnitte  (Mt)  und  können  im  Speciellen  auch 

zwei  Parabeln  sein,  welche  in  senkrechten  Ebenen  liegen,  und  bei 
denen  der  Scheitel  des  einen  der  Brennpunkt  des  andern  ist,  und 
umgekehrt,  oder  sie  können  übergehen  in  einen  Kreis  und  seine  Axe. 
In  letztcrem  Falle  werden  die  Evolventenflächen  (P)  Rotationsflächen 
von  Kreisen. 

Die  Darboux'schen  Cycliden  sind  demnach  die  einzigen  Flächen, 
deren  beide  Mittelpuuktsflächen  in  Curvcn  degenerirt  sind.  Ihre 
Krttmmungslinien  sind  sämmtlich  Kreise. 
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Ist  eine  Mittelpunktsfläche  in  einen  Punkt  degenerirt,  so  ist 
selbstverständlich  die  Fläche  (P)  eine  Kugel. 

Wenn  man  von  der  Realität  absieht,  sind  im  Allgemeinen  alle 
Darboux'schen  Cyclideu  unter  einander  vollkommen  krümmungsver- 
wandt.  Nur  wenn  die  Originalfläche  die  Rotationsfläche  eines  Kreises 
ist,  rauss  jede  vollkommen  krümmungs verwandte  Fläche  es  ebenfalls 
sein. 

N  achträgliche  Bemerkung,  insbesondere  den 
Abschnitt  9.  betreffend. 

Der  Fall  in  9.,  dass  dB-  constant  gleich  Null  ist,  also  (3/,)  eine 
ebene  Curve,  ist  ebenfalls  bemerkenswert.  Alsdann  liefert  die  Inte- 
gration von  XXIV.,  wenn  a  eine  willkürliche  Constaute  bedeutet, 

tg~  ~ae!«Mdr. 

Ist  noch  specieller  (Af,)  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r,  und  ferner  q> 
constant,  so  wird  die  nicht  degenerirto  Mittelpunktsfläche  (Afs)  ein 
Rotatioushyperboloid  mit  der  Gleichung 

r*  cos  qo2  "   r*  sin  q>* 

Jeder  Punkt  dieses  Hyperboloides  ist  Krüramungscentrura  für 
zwei  verschiedene  Punkte  einer  zugehörigen  Evolventenfläche  (P). 
Das  Hyperboloid  ist  also  doppelt  zu  denken.  Den  sphärischen  Krüm- 
mungslinien v  =-  const.  entsprechen  auf  (3/x)  diejenigen  Hyperbeln, 
deren  Ebenen  die  Polarebenen  der  entsprechenden  Punkte  Mt  sind. 

Den  nicht  sphärischen  Krümmungslinien  tg  ^  *=•  <**   r  entsprechen 

auf  (Ms)  Kürzeste,  welche  jene  Hyperbeln  iu  conjugirten  Richtungen 
schneiden.  Durch  jeden  Punkt  auf  (3f2)  gehen  zwei  jener  Hyperbeln 
und  dementsprechend  zwei  Kürzeste  der  oben  charakterisirten  Schaar. 
—  Wir  sind  so  beiläufig  zu  einer  interessanten  Eigenschaft  der  ein- 
schaligen Rotationshyperboloide  geführt. 

Auch  wenn  man  (Mt)  als  Kreis  und  <p  proportional  v  annimmt 
gelangt  man  zu  interessanten  Specialfallen. 

Schliesslich  will  ich  nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass 
einige  Resultate  der  Abschnitte  9.  und  12.  bereits  früher  von  Elliot 
(Note  sur  la  cyclide-Darboux  Bull.  (2)  III)  und  Ribaucour  (Mem. 
sur  les  courbcs  enveloppes  de  ccrcles  etc.  Nouv.  Corr.  Math.  V. 
1879)  ausgesprochen  sind. 
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XXII. 

Ueber  die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  in  # 
eine  gegebene  Zahl  von  Cyklen  zerfallen. 

Von 

Ernst  Schröder 

in  Karlsruhe. 


Für  die  Substitutionentheorie  ist  es  ein  fundamentales  Problem, 
alle  Gruppen  von  Substitutionen,  welche  aus  einer  gegebenen  be- 
grenzten Menge  von  Elementen  gebildet  werden  könneu,  vollständig 
und  ohne  Wiederholung  herzustellen,  auch  deren  Anzahl  a  priori  zu 
bestimmen.  Soll  jemals  dieses  Problem  seiner  Lösung  näher  treten, 
so  muss  man  sicherlich  über  die  Substitutionen  selbst,  welche 
es  möglich  ist,  aus  ebendiesen  Elementen  zusammenzusetzen,  in  Hin- 
sicht auf  ihre  Ordnung,  den  Grad  und  die  Zerfällbarkeit  in  Elementar- 
cyklen  einen  klaren  Ueberblick  schon  vorher  sich  erworben  haben. 
Zu  der  hiermit  gekennzeichneten  propädeutischen  Aufgabe  soll  die 
gegenwärtige  Mitteilung  einen  combinatorischcn  Beitrag  liefern. 

In  dem  ersten  Paragraphen  werde  ich  einen  Satz  voranzustellen 
haben,  welcher  schon  bekannt,  auch  neuerdings  in  ausländischen  Zeit- 
schriften mehrfach  behandelt  worden  ist  (genauere  Angaben  folgen); 
ich  erlaube  mir  nun  zugleich  die  hübschesten  Beweise  des  Satzes  mit 
zu  reproduciren,  nicht  nur,  weil  es  mir  wünschenswert  erscheint, 
dass  dieselben  auch  in  der  deutschen  Litteratur  zu  finden  seien,  son- 
dern auch,  um  den  auf  das  Problem  bezüglichen  Mitteilungen  eine 
gewisse  Vollständigkeit  zu  geben.  Im  Anschluss  daran  gebe  ich  jedoch 
auch  einen  eigenen  Beweis  für  eine  nahe  gelegene  Verallgemeinerung 
des  Satzes.  Für  die  übrigen  Teile  der  Untersuchung  ist  es  mir  nicht 
gelungen,  vorgängige  Arbeiten  zu  entdecken. 
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§  1. 

Es  soll  zuerst  die  Aufgabe  behandelt  werden,  die  Anzahl  x% 
derjenigen  auf  die  «  Elemente  a„  a,,  .  .  .  a«  bezüglichen 
Substitutionen  zu  ermitteln,  welche  vom  nten  Grade 
sind,  d.  h.  wirklich  alle  «  Elemente  versetzen.  Die  Elemente  wer- 
den als  durchweg  verschiedene  vorausgesetzt. 

Es  ist  offenbar  nur  eine  andre  Fassung  der  Aufgabe,  wenn  wir 
fordern,  die  Anzahl  derjenigen  von  den  n!  Permutationen  der  er- 
wähnten Elemente  zu  ermitteln,  bei  welchen  kein  Element  den  Platz 
einnimmt,  den  ihm  sein  Index  zuweisen  würde,  oder  wenn  wir  fragen, 
auf  wie  viele  Arten  sich  die  Elemente  1,  2,  3, .  .  .  n  in  irgend  einer 
Reihenfolge  so  über  (oder  auch  unter)  diese  geordneten  Zahlen 
schreiben  lassen,  dass  niemals  zwei  gleiche  Zahlen  untereinander 
stehen. 

Als  die  gesuchte  Anzahl  stellt  sich  heraus: 

1  (-l)n 
3!+    *    +    n!  ) 

n!  ,  (-1)»»!       *  (-1)*  , 

ein  Ergcbniss,  welches  durch  n  — 1  teilbar  ist 

In  der  Tat  enthalten  in  der  vorstehenden  Summe  nur  die  beiden 
letzten  Terme  nicht  selbst  diesen  Factor*,  dieselben  geben  aber  zu- 
sammen (—  l)M--(/i—  1),  sodass  man  unschwer  erhält: 

2)  xH  =  (n- l){nzn-2+  (— l)«-1}. 

Ueber  jene  Teilbarkeit  vergleiche  auch  Witworth,  Messenger  (2) 
VII  p.  145—147.  Derselbe  will  xH  ein  „sub-factorial"  genannt  wissen 
uud  es  analog  dem  in  England  für  das  „factorial"  /Xn-f-1)  —  il(n)  =  «! 
gebräuchlichen  |j*  mit  bezeichnen. 

Nennt  man  den  Quotienten 
2)»  *n  =  *n\ 

so  sind  durch  die  nachher  abgeleiteten  Formeln  4),  3)  leicht  die 
beiden  Recursionen  zu  rechtfertigen: 

2)b  *n  -  (n-  2)x„_i'+(n  —  3)ar„_2', 

2)c  nowi'=(»+l)(»-l)*MW-l)H,  oder  xnW-'^'-^^-' 


Digitized  by  Google 


welche  in  eine  gegebene  Zahl  von  Cyklen  zerfallen.  355 

wobei  der  letzte  Bruch  eben  xn-2  vorstellt.  Dieselben  sind  an  weiter 
unten  citirter  Stelle  schon  von  Lconh.  Euler  gegeben. 

Zur  praktischen  Berechnung  von  xn  selbst  wird  man  am  besten 
die  Recursion  benutzen: 

3)  xn  «=  n^,_i  +  (-l)», 

welche  sich  durch  Einsetzung  des  allgemeinen  Ausdrucks  1)  von  xn 
unmittelbar  als  eine  Identität  erweist.  Umgekehrt  folgt  Gleichuug  1) 
leicht  aus  3),  indem  man  dieser  letzteren  die  Form  gibt: 

Xh         Xk-\  ( — 1)* 

A!     (A — 1)!  h\ 

und  mit  Rücksicht  auf  x1  =  0  nach  h  von  2  bis  n  summirt. 

Indem  man  die  Recursion  3)  addirt  zu  derselben  für  n-\-l  in 
Anspruch  genommenen,  kann  man  ihr  auch  die  Form  verschaffen: 

4)  ar«+l  =  n(xtt-\-xH-\) 

woraus  dann  ebenfalls  die  Teilbarkeit  von        durch  n  ersichtlich  ist. 

Wie  umgekehrt  aus  dieser  letzteren  wieder  die  vorige  3)  und 
damit  auch  1)  abzuleiten  ist,  zeigt  Leudesdorf  (Math,  questions 
etc.  from  the  „Educational  Times"  vol.  XXV,  p.  30  and  31).  Zu  dem 
Ende  zieht  er  von  der  Gleichung  4)  dieselbe  für  n  —  1  in  Anspruch 
genommene  Gleichung  ab  und  summirt  das  Ergebniss,  welches  man 
schreiben  kann: 

xh+\—  xh-i  =  (A+  l)xx  —  (A  —  l)xh-2 

nach  A  von  n  an  abwärts  über  alle  abwechselnden  Zahlen  (w,  «—2, 
n  —  4, .  . .  bis  3  rosp.  2),  wodurch  sich  oben  Gleichung  3)  —  gesondert 
für  ein  gerades  und  für  ein  ungerades  n  —  ergeben  wird,  wenn  man 
die  Anfangswerte  ^=0  und  *0  =  1,  also  auch;r8  =  l,  berücksichtigt. 

Zweimal  hat  Herr  Cayley  über  das  vorliegende  Problem  ge- 
schrieben; das  erste  mal  in  Messenger  vol.  V  p.  51— 53.  Interessant 
ist  der  so  einfache  directe,  nämlich  von  der  independenten  Darstel- 
lung 1)  unabhängige,  Beweis  der  Recursion  4),  welchen  er  hierselbst 
veröffentlicht: 

Man  denke  sich  die  xn  Permutationen  gegeben  und  bringe  in 
ihnen  das  Element  n  an  die  letzte  Stelle,  was  in  jedem  Falle  zu  be- 
werkstelligen ist  durch  einfache  Vertauschung  dieses  Elementes  n  mit 
dem  an  der  letzten  Stelle  gestandenen  von  den  n  —  1  übrigen  Ele- 
menten. Man  lasse  nun  dieses  zum  letzten  gewordene  Element  7t 
beiseite  und  untersuche,  welche  und  wie  viele  Stellungen  die  ihm 
vorangehenden  Elemente  einnehmen  werden. 

23* 
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In  Bezug  auf  diese  n  — 1  Elemente  sind  nur  zwei  Fälle  möglich 
und  in  Wirklichkeit  zu  gewärtigen:  entweder  nämlich  steht  keines 
derselben  an  dem  Platze,  den  ihm  sein  Index  zuweist,  oder  aber 
nur  eines  derselben,  indem  dieses  eben  durch  die  Vertauschung 
mit  n  dahin  gekommen  sein  kann. 

Verschiedene  Anordnungen  der  ersten  Art  wird  es  solche 
der  letztem  Art,  wenn  wir  das  erwähnte  eine  Element  festhalten, 
muss  es  xn-2  gebon.  Eine  jede  von  jenen  xn-\  Anordnungen  wird 
aber  gerade  n  —  1  mal  vorkommen,  hervorgegangen  durch  die  Traus- 
position  des  lten,  2ten,  .  . .  n  — lten  ihrer  Elemente  mit  dem  Ele- 
ment n.  Eine  jede  von  den  xM-2  Anordnungen  der  letztern  Art  da- 
gegen kann  sich  nur  ein  mal  gebildet  finden,  jedoch  wird  entweder 
das  1  te,  oder  das  2  te, . .  .  oder  aber  das  n  —  1  te  Element  das  bevor- 
zugte sein,  welches  den  ihm  durch  seine  Nummer  zugewiesenen  Platz 
erhalten  hat,  daher  denn  in  der  Tat  die  Zerleguug  gelten  muss: 
xn  =  (» — l)xm  -i + (» — \)Xn-% 

Man  erhält  nach  3)  die  Tabelle  von  Werten: 

L*i  =  0,  x2  =  1,  *s  =  2,      =  9,  x5  -  44,  x6  -  265,  x7  -  1854, 
5)  L  =  14833,   x9  =  133496,    x10  -  1334961,    xn  -  14  684  570, 
\x1%  =  176214841,  etc. 

Der  Beweis  der  Formel  1)  ist  nach  Herrn  Koehler  (Journal 
de  math.  ölementaires  et  speciales,  1881,  p.32— 33)  wie  folgt  zu  leisten. 

x„  ist  gleich  dem  Coefficienten  von  0,0,  ...  in  der  Entwicke- 
lung  des  Productes: 

oder 

7)    (S— a,)(5-a,)  .  .  .  (S— a.0,  wenn  S  -  «,  +  a,+  . .  .  -f  a* 

zur  Abkürzung  gesetzt  wird. 

Denn  behufs  Eutwickeluug  von  6)  ist  die  Summe  aller  Partial- 
produete  zu  bilden,  welche  aus  jedem  Aggregat  einen  Tcrm  zara 
Factor  haben.  Multiplicirt  man  dabei  geordnet  aus,  d.  h.  setzt 
man  die  Termo  in  derselben  Reihenfolge  als  Factoren  an,  in  der  die 
Aggregate  stehen,  aus  welchen  sie  stammen,  so  kommt  sicher  stets 
eine  Permutation  der  Indices  heraus,  bei  der  1  nicht  als  erstes, 
2  nicht  als  zweites,  .  .  .  n  nicht  als  letztes  Element  auftritt,  und 
solches  je  nur  ein  mal  und  auf  jede  mögliche  Woise.  —  Nun  ist: 

(        (S-aJiS-aJ  .  .  .  (S-a„) 

\    =  S»—S»-*£aj+Sn-2i:ajak  -  .  .  .  +(— 
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Der  Coefficient  von  .  . .  an  in  SH  ist  (nach  dem  polynomi- 
schen Satze)  gleich  «!;  der  in  S"-1^  ist  («  —  1)!,  also  in  S»-1^ 
gleich  (*)!.(»  —  1)!,  weil  letztere  Summe  (n),  Glieder  hat;  der  in 
S*-*ajak  ist  (n  —  2)1  also  («)8.(n  — 2)!  der  in  0>-'2a;a*,  weil  letz- 
tere Summe  (n)2  Glieder  hat;  der  in  Sn-S£ajakai  ist  ebenso 
(n)s.(n  —  3)!,  etc.,  somit  ist  im  ganzen : 


was  mit  1)  übereinstimmt. 

In  Bezug  auf  die  Autorschaft  des  Satzes  1)  scheint  eine  gewisse 
Verwirrung  zu  herrschen. 

Nach  Koehler's  Angabe  (ibid.)  ist  die  Formel  zuerst  und  zwar 
auf  einem  weitläufigem  Wege  von  Herrn  Andre  in  einem  Aufsatze 
über  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  in  den  Annales  de  l'Ecolc 
normale  abgeleitet  worden.  Ohne  Zweifel  bezieht  sich  jener  auf  den 
Aufsatz  „Terme  g6ne>al  d'une  serio  quelconque,  d6termin6e  ä  la 
fagon  des  series  rekurrentes"  in  tome  7  (2me  sene)  p.  375—409  der 
genannteu  Zeitschrift;  derselbe  übersieht  aber  dabei,  dass  Herr 
D:  Andre  selbst  (ibid.  p.  387)  Laplace  als  den  Erfinder  des 
Satzes  angibt,  und  zwar  die  „Theorie  analytique  des  probabilites 
(Oeuvres)  t  VII,  p.  242"  als  Quelle  citirt.  Ich  habe  nun  in  der  (mir 
allein  zugänglich  gewesenen)  3  ten  Auflage  der  seiner  Zeit  seil  »stand  ig 
erschienenen  Theor.  anal,  des  prob.  (1820)  nichts  auf  unser  Problem 
bezügliches  entdecken  können  und  ferner  mich  verlässigt,  dass  von 
den  gesammelten  „Oouvres"  von  Laplace  erst  die  vier  ersten  Bände 
erschienen,  der  fünfte  im  Druck  befindlich  ist.  Es  bleibt  darnach, 
wofern  man  nicht  einen  Irrtum  annehmen  will,  nur  die  Vermutung 
übrig,  dass  Herr  Andre  im  Besitze  eines  voraus  gedruckten  und 
andern  Sterblichen  zur  Zeit  nicht  zugänglichen  sog.  „exemplairo  de 
luxe"  des  siebenten  Bandes  der  Oeuvres  befindlich  sei.  Eine  1.  c. 
fallende  Bemerkung  von  Andre  lässt  es  dazu  nicht  unwahrscheinlich 
erscheinen,  dass  auch  die  in  §  2  von  mir  abgeleitete  mit  einer  schon 
von  Laplace  gegebenen  Verallgemeinerung  des  Satzes  vielleicht  zu- 
sammenfalle, was  mich  aber  von  der  Veröffentlichung,  wie  die  Sache 
liegt,  nicht  abhalten  kann. 

Im  Gegensatz  zu  vorstehendem  rührt  nach  Cayley's  1.  c.  ge- 
machter Angabe  das  Theorem  1)  sammt  Recursionen  von  Euler 
her  cf.  „Sur  uno  espece  particuliere  de  carres  magiques"  in  den 
Commentationes  arithmeticae  collectae,  auspieiis  acad.  imp.  scient. 
petrop.,  edd.  P.  H.  et  N.  Fuss  t  I  et  II,  eine  Publication,  welche 
mir  nicht  zu  Gesicht  gekommen,  jedoch,  wie  ich  aus  PoggendorfTs 
biograph.  Handwörterbuch  (S.  690)  ersehe,  die  Jahreszahl  1849  trägt. 


M 


*B=  £h  (-!)*(«)*•  (n-Ä)!, 
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Ein  zweites  mal  hat  Herr  Cayley  sich  unlängst  (Proceedings 
of  the  Royal  Society  of  Edinburgh,  IX,  p.  390  u.  391)  mit  der  Dar- 
stellung der  Grössen  xn  beschäftigt.  Die  dabei  von  ihm  ausgeführte 
Bestimmung  einer  erzeugenden  Function  dieser  Coefficienten,  bewerk- 
stelligt durch  Integration  einer  linearen  aus  4)  gefolgerten  Differen- 
tialgleichung, ist  jedoch  falsch  (desgl.  die  auf  das  complicirtere 
Tait-Muir'scho  Problem  bezügliche  Betrachtung,  welche  ibid.  vor- 
hergeht) aus  dem  Grunde,  weil  dio  Reihen,  mit  denen  operirt  wird, 
divergiren. 

In  der  Tat  kann  eino  Reihe,  welche  in  unsrer  Bezeichnung  lau- 
ten würde: 

2  2  2  ÄI 

unmöglich  convergiren,  weil  die  letzte  Summe  mit  wachsendem  n 
nicht  unter  jeden  Betrag  herabsinkt,  vielmehr,  wie  leicht  zu  zeigen, 

stets  >  g-j  —      =  3  bleibt,  also  die  ganze  Reihe  sich  verhält  wie 

die  2nl 3",  welche  für  jedes  von  der  absoluten  0  verschiedene  z 
divergirt. 

Die  xH  selbst  besitzen  also  eino  erzeugende  Function  überhaupt 
nicht;  dagegen  könnte  man  nach  einer  solchen  allenfalls  für  dio  Gros- 

sen  -,  fragen  und  diese,  also  die  Summe  der  Reihe  2>Hxn—.  würde 

n  I  q  nl 

e~" 

sich  leicht  =  z  für  mod. a<l  herausstellen. 

1  — z 

Herr  Andre  führt  an  schon  citirter  Stelle  noch  folgende  Rela- 
tionen als  leicht  zu  rechtfertigende  an: 

10)    X2n  =2Z:H(2n-h)x2n-h+h    *"2«+l  -  \  (2n+ 1  - Ä)*2*+l-A 

mit  deren  Reproduction  ich  die  Berichtigung  eines  kleinen  Fehlers 
verbinde,  indem  bei  ihm  rechts  2«  statt  2n-\-l  in  der  letzteren  ge- 
druckt ist.  Man  wird  dieselben  am  besten  a  tempo  durch  Schless 
von  n  auf  n+1  beweisen.  Als  gänzlich  falsch  jedoch  muss  die 
darauf  folgende  Darstellung  von  xH  durch  ein  bestimmtes  Integral 
seitens  des  Herrn  Andre  bezeichnet  werden  (siehe  ibid.  S.  38Ö 
Z.  6  v.  o.). 

Zur  Ergänzung  der  auf  die  Litteratur  der  Grössen  x*  bezüglichen 
Angaben  muss  ich  weiter  erwähnen,  dass  nach  Herrn  J.  J.  Wey- 
rauch (Borchardt's  Journal  Bd.  74,  S.  273—276)  die  Anzahl  der 
Glieder  der  entwickelten  allgemeinen  Determinante  nten  Grades, 
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welche  kein  Element  der  Hauptdiagonale  enthalten,  gerade  das  durch 

I)  definirte  xn  ist.   Es  findet  sich  hier  auch  eine  Betrachtung,  welche 
mit  der  des  folgenden  Paragraphen  Analogie  erkennen  lässt. 

Nach  dem  Jahrbuch  Fortschr.  Math.,  Bd.  11,  S.  156  hat  endlich 
Herr  Nägelsbach  in  einer  Programmschrift,  Erlangen,  die  Unter- 
suchungen über  ohne  Coincidcnz  von  Elementen  untereinander  stell- 
bare Permutationen  ausgedehnt  auf  Variationen  ohne  Wiederholungen 
Ton  beliebiger  Classe. 

§  2. 

Um  einen  das  Ergebniss  1)  in  sich  fassenden  allgemeineren  Satz 
zu  gewinnen,  werfe  ich,  r  'S  n  gedacht,  die  Frage  auf,  in  wie  vielen 

der  «!  Permutationen  der  Elemente  1,  2,  ...  n  bestimmte  r  von 
ihnen  nicht  die  Stelle  einnehmen,  die  ihnen  ihr  Index  zuweist,  oder, 
wenn  wir  uns  jede  Pcrmntation  einzeln  über  die  Anfangspermutation 
geschrieben  denken,  in  wie  vielen  jener  Permutationon  etwa  von  den 
Elementen  1,  2,  3,  ...  r  selbst  keines  über  seinesgleichen  steht. 
(Wie  nämlich  die  r  hervorzuhebenden  Elemente  heissen,  ist  ja  jeden- 
falls gleichgültig).  Sei  xn,r  diese  gesuchte  Anzahl,  alsdann  wird  *„,,» 
identisch  mit  dem  bisherigen  xn  sein. 

Ich  behaupte  nun,  dass 

II)  Xn,r-  i*(-l)*(r)A.(«-A)! 

0 

ist-,  ich  finde  dies  induetorisch  und  beweise  es  direct  durch  Schluss 
von  r  auf  r+1. 

Es  gibt  (n  —  1)!  Permutationen,  bei  denen  das  Element  1  die 
erste  Stelle  einnimmt;  bringt  man  diese  in  Abzug,  so  bleiben: 

12)  *U  =  »!-(»— 1)1 

Permutationen,  in  denen  1  nicht  an  der  ersten  Stelle  steht;  somit 
ist  die  Formel  11)  zunächst  für  r  =  1  richtig. 

Um  weiter  xn,2  zu  finden,  sind  von  den  obigen  xH,i  Permutationen 
noch  abzuziehen  diejenigen,  in  denen  das  Element  2  die  zweite  Stelle 
einnimmt  Dies  würden  in  der  vollständigen  Gruppo  wiederum  (n— 1)! 
Permutationen  sein;  davon  sind  aber  diejenigen  («  —  2)!  bereits  in 
Abzug  gebracht,  in  denen  zugleich  1  die  erste  Stelle  einnimmt,  die 
beiden  ersten  Stellen  also  mit  1,  2  besetzt  sind.  Sonach  haben  wir 
jetzt  nur  (n  —  1)!—  (n—  2)!  —  xn-i,\  Permutationen  in  Abzug  zu 
bringen,  nnd  bleiben: 
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Xn,2  =        —  Xn-1,1  -  n!  — 2.(n  — l)!  +  (n-2)! 

Permutationen,  in  denen  weder  1  die  erste,  noch  2  die  zweite  Stelle 
einnimmt.    Sonach  gilt  11)  auch  für  r  =  2. 

Allgemein  muss  sein: 

denn  um  die  Pennutationen  zu  finden,  in  denen  die  Elemente  1,  2, 
3, .  . .  r,  r-f-1  nicht  an  den  durch  ihre  Nummer  bezeichneten  Stellen 
stehen,  muss  mau  von  den  xH,r  Permutationen,  bei  denen  dies  schon 
mit  deu  r  ersten  zutrifft,  noch  diejenigen  fortlassen,  in  welchen  das 
Element  r-f-1  die  r-f-lte  Stelle  einnimmt.  In  der  Gruppe  von 
(n  —  1)!  Permutationeu,  bei  denen  das  Element  r+1  überhaupt  an 
der  r-f-ltcn  Stelle  steht,  gibt  es  aber  laut  Definition  *H-i.r  solche, 
in  denen  dio  Elemcute  1,  2,  3,  ...  r  nicht  an  den  gleichnamigen 
Stellen  stehen,  wie  man  direet  erkenut,  indem  man  von  dem  Element 
r  +  1  einfach  absieht. 

Die  hiermit  ctablirte  Recursion  13)  dient  aber  zur  Vervollstän- 
digung der  Induction,  welche  uns  11)  lieferte.  Denn  setzt  man  die 
Werte,  so  wird: 

*H,r-a-H-i,r  "  £(-l)*(r)*(n-Ä)!+Wii(-l)*+l(r)A(n-l-Ä)S 

0  0 

Führt  man  hier  in  der  zweiten  Summe  A  +  l  für  h  als  Summations- 
variable  ein,  und  berücksichtigt  die  bekannte  Relation  der  Binomial- 
coefficienten : 

(r)*+(r)»-i  -  (r+1)*, 

so  entsteht  gerade  der  Ausdruck,  den  Formel  11)  für  r+1  liefern 
würde,  q.  o.  d. 

Für  r  =  n  geht  nun  11)  in  1)  über,  vergl.  9).  Eine  Lösung  der 
Diffcrenzengleichuug  13)  würde  z.  B.  dio  Function  sein: 

Xn.r  =»  (— l)M(r)„, 

welche  freilich  für  r  <  n  stets  null  wird,  und  also  in  den  Anfangs- 
werten nicht  mit  der  gesuchten  übereinstimmt. 

Es  gelingt  wol  nicht,  die  Reihe  11)  durch  einen  monomischen 
Ausdruck  in  dieser  Art  zu  summiron. 

Indem  man  in  der  für  «  +  1  in  Anspruch  genommenen  Gleichung 
11)  rechts  (»+1—  h)\  zerlegt  in  («  +  1).(»  —  h)\  und  -h.(n-h)l 
sodann  in  der  vom  letztern  Teil  herrührenden  Summe  die  Umformung 
h.  (r)h  =  r  .(r  —  1)a_i  benutzt,  findet  mau  auch  noch  die  folgende 
Recursion: 
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14)  *»+l,r  —  (»  +  l)a-n.r  +  r-flr„-l,r-l, 

welche  auch  für  r  =  l  noch  giltig  bleibt,  wenn  man  xH,o  =»  n\  defi- 
nirt.  Dieselbe  gestattet  übrigens  nnr,  die  Coefficientcn  im  innern 
(ohne  die  Randcoefficieuten  rechts  und  links)  der  folgenden  Tabelle 
zn  berechnen,  die  man  am  bequemsten  nach  13)  aufstellen  wird,  und 
die  ich  mich  im  Hinblick  auf  den  weitläufigen  Druck  ungern  enthalte, 
bis  n  =-  12  fortzusetzen : 

15) 

*<H>==S1, 

_         i        rlM=ö,  « 

^=24,  rM-78,  '""^  ^-362, 

xw-12O,*-=^x6rt=504,'-=426' 

Würde  man,  zur  Vereinfachung,  die  Bezeichnung  der  x  Grössen 
weglassen,  so  würde  rn,r  als  die  n  —  r-f-lte  Zahl  von  oben  in  der 
r -fiten  Colonne  zu  finden  sein,  d.  h.  die  nte  Zahl  von  oben  in  der 
rten  Colonne  (von  links)  wäre  =  rn+r-%r-h 

Der  Anblick  der  Tabelle  lässt  sofort  erkennen,  dass  die  Zahlen 
rn,r  nichts  anderes  sind  als  die  (höheren)  Differenzen  der  Facultaten- 
reihe:  Ol,  1!,  2!,  3!,  .  . . 

Bezeichnet  man  in  der  Tat: 

/(n+1)—  f{n)  =  JnM  oder  kürzer  mit  Jf(n), 
so  ist  geradezu: 

Tn+r,r  =  ^r(n!),  *n,r  =  ^»r(»  —  r)  I 


16)  { 

\     Xn  = 


m  =  ^"0!,   d.  h.  genauer   x»  =  [4nr(n  —  r)  !],=,„ 

wie  dies  leicht  nach  13)  strenge  zu  beweisen  ist. 

Es  erscheint  darnach  die  Formel  11)  im  Einklänge  mit  einem 
bekannten  fundamentalen  Satze  über  Differeuzreihen. 


§  3. 

Nicht  ohne  Interesse  scheint  das  combinatorischc  Verfahren  zu 
sein,  durch  welches  man  für  n  =  2,  3,  4,  .  .  .  jene  xn  Permutatinnen 
ausschliesslich  und  geordnet  herstellt.  Zur  Erläuterung  desselben 
setzen  wir  zunächst  die  auf  die  niedersten  Werte  von  n  bezüglicben 
(vier)  Schemata  an: 
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12 
21 


123 

231 
312 


1234 


12345 


12345 


12345 


12345 


2143 
2341 
2413 
3142 
3412 
3421 
4123 
4312 
4321 


21453 
21534 
23154 
23451 
23514 
24153 
24513 
24531 
25134 
25413 
25431 


31254 
31452 
31524 
34152 
34251 
34512 
34521 
35124 
35214 
35412 
35421 


41253 
41523 
41532 
43152 
43251 
43512 
43521 
45123 
45132 
45213 
45231 


51234 
51423 
51432 
53124 
53214 
53412 
53421 
54123 
54132 
54213 
54231 


Nachdem  die  Rangordnung  der  Permutationen  überhaupt,  und 
also  auch  der  gesuchten  xH  Permutationen,  schon  in  den  Anfangs- 
gründen dor  Combinatorik  festgestellt  ist*),  hat  man  jedenfalls  wieder 
die  in  dieser  Disciplin  durchweg  massgebende  Regel  zu  befolgen, 
nach  welcher  man  die  gesuchton  Permutationen  nach  der  Ordnung 
ihres  Ranges  und  folglich  ohne  Auslassung  und  ohne  Wiederholung 
erhalten  muss. 

Man  gehe  von  der  dem  Range  nach  niedersten  Permutation  aus, 
lasse  die  ersten  Elemente  derselben  solange  es  angeht  unverändert 
stehen  und  erhöhe  —  um  zur  nächstfolgenden  Permutation  über- 
zugehen —  jeweils  das  späteste  „erhöhbaro"  Element  so  wenig  als 
möglich,  besetze  alsdann  die  noch  vacanten  Stellen  der  Reihe  nach 
so  niedrig  als  möglich  mit  den  daselbst  „verwendbaren"  oder  „dispo- 
nibeln"  Elementen. 

Die  niederste  Permutation  wird  jedenfalls  erhalten,  indem  man 
die  Stellen  von  links  nach  rechts  fortschreitend  je  mit  dem  niedersten 
der  Elemente  besetzt,  welche  für  sie  verwendbar  sind. 

So  wenig  als  möglich  wird  man  ferner  ein  Element  erhöhen, 
wenn  man  es  durch  das  nächst  höhere  unter  den  an  seiner  Stelle 
verwendbaren  Elementen  ersetzt. 

Erhöhbar  wird  ferner  ein  Element  immer  dann  sein,  wenn 
unter  den  für  seine  Stelle  verwendbaren  Elementen  sich  noch  minde- 
stens eines,  welches  höher  als  dasselbe  ist,  befindet.  [Wie  beim  ge- 
wöhnlichen Permutiren  kann  also  das  letzte  Element  niemals  erhöbbar 


•)  Die  Vergleichung  des  Ranges  erfolgt  bekanntlich .  conventioneil  in  der- 
selben Weise  wie  die  der  Grösse  von  gleichvielziffrigen  natürlichen  Zahlen. 
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sein,  weil  zur  Besetzung  seiner  Steile  je  nur  das  eine  Element  ver- 
wendbar ist,  welches  hier  allein  noch  übrig.] 

Die  Frage  aber,  welche  Elemente  an  einer  Stelle  verwendbar 
seien,  bleibt  noch  zu  beantworten.  Die  Antwort  wird  bedingt  durch 
die  Beschränkungen,  die  zu  den  gewöhnlichen  in  der  Forderung  des 
Permutirens  hegenden  Vorschriften  hier  noch  hinzutreten. 

An  einer  bestimmten  Stelle  (wenn  bis  zu  dieser  hin  die  Permu- 
tation schon  angeschrieben  gedacht  wird)  „verwendbar"  sind  jeden- 
falls nur  diejenigen  von  den  noch  nicht  bereits  verwendeten  Ele- 
menten, deren  Nummer  von  dem  Zeiger  der  betrachteten  Stelle  ver- 
schieden ist  Indessen  genügt  dies  noch  nicht ;  vielmehr  werden  diese 
noch  übrigen  und  mit  der  zu  besetzenden  Stelle  ungleichnamigen  Ele- 
mente nicht  immer  sämmtlich  zur  Besetzung  derselben  verwendbar 
sein.  A  priori  tritt  nämlich  die  Forderung  hinzu,  dass  nach  Ver- 
wendung eines  Elements  auch  für  alle  nachfolgenden  noch  unbesetzten 
Stellen  verwendbare  Elemente  übrig  zu  bleiben  haben. 

Sind  am  Ende  der  Permutation  zwei  oder  mehr  Stellen  unbesetzt, 
so  kann  mau  diese  immer  mit  den  noch  übrigen  Elementen  (der  Vor- 
schrift entsprechend)  besetzen,  selbst  in  dem  ungünstigsten  Falle,  wo 
diese  übrigen  Elemente  gerade  die  Nummern  der  unbesetzten  Stellen 
tragen  sollten.  Anders,  wenn  nur  noch  eine  Stelle  (die  letzte)  zu 
besetzen  bleibt.  Hier  kann  es  sich  ereignen,  dass  das  übrig  bleibende 
Element  das  höchste,  also  mit  ebendicser  Steile  gleichnamig  und  so- 
mit für  sie  nicht  verwendbar  ist 

An  der  vorletzten  Stelle  tritt  hienach  zu  den  schon  angege- 
benen Kennzeichen  der  Verwendbarkeit  noch  die  beschränkende  An- 
forderung hinzu,  dass  für  die  letzte  Stelle  das  höchste  Element  nicht 
übrig  bleiben  dürfe. 

Damit  ist  nunmehr  das  Verfahren  durchaus  geregelt,  so,  wie  es 
übrigons  schon  an  dem  Schema  erkennbar  und  durch  dasselbe  leicht 
zu  controliren  ist. 

§  4. 

Mit  der  Ermittelung  von  zn  ist  auch  die  Frage  erledigt  nach  der 

Anzahl  der  Substitutionen  irgendwieviclten,  etwa  A(=  n)- 

ten  Grades,  die  in  der  vollständigen  Gruppe  enthalten  sind. 

Bestimmte  A  von  den  n  Elementen  lassen  sich  auf  xt>  Arten  so 
permutiren,  dass  immer  alle  diese  h  Elemente  versetzt  werden.  Jene 
ä  allein  zu  versetzenden  Elemente  lassen  aber  in  der  geordneten 
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Anfangspermutation  123  . .  n  sich  auf  (n)*  verschiedene  Arten  aos- 
wählcu.  Folglich  muss  die  vollständige  Gruppe  gerade  (n)*.x*  Sub- 
stitutionen Aten  Grades  enthalten. 

Aus  dieser  Ueberlcgung  ergibt  sich  mit  Notwendigkeit  die  fol- 
gende Zerfällung  der  Zahl  n!,  entsprechend  den  in  der  vollständigen 
Gruppe  enthaltenen  Mengen  von  Substitutionen  nten,  n— lten,  .  .  . 
2ten,  lten,  Oten  Grades: 

17)     n!  ==  2k(n)hXk  =  skm  +  (h),,-ixm-i+  .  .  .  +  (n)2 +  (*)<>• 
o 

Dabei  ist  die  Substitution  Oten  Grades  offenbar  die  identische 
da  sie  kein  Element  versetzt,  die  zugehörige  Anzahl  also  ar0  —  1 
Eine  Substitution  ersten  Grades  hätte  keinen  Sinn;  der  diesen  ent- 
sprechende, ihre  Anzahl  ausdrückende  Factor  *,  ist  aber  stets  gleich 
0  —  vergl.  1)  —  sodass  solche  Substitutionen  in  der  Tat  nicht  vor- 
kommen. 

Beispielsweise  ist  für  n  =  7  richtig: 
5040-  1  +  7.0  +  21.1  +  35.2  +  35.9  +  21.44  +  7.265  +  1854. 

Nach  Einsetzung  der  Werte  1)  der  xh  lässt  sich  die  Gleichung 

17)  durch  n!  kürzen,  und  bleibt: 

18)  1  =  Zh  Ek  oder  2*  2h  '  • 

0    0  0    k  h)i 

Keino  dieser  beiden  Summationon  —  weder  die  senkrechte  noch 
die  wagrechte  in  dem  rechtwinklig  dreieckigen  Schema,  welches  die 
Glieder  der  Doppelsumme,  ausführlich  hingeschrieben,  bilden  wür- 
den —  lässt  sich  einzeln  ausführen.  Dagegen  gelingt  es  leicht,  die 
Formol  18)  zu  verificiren  und  somit  direct  zu  beweisen,  indem  man 
immer  die  Glieder  zusammenzieht,  welche  in  einer  zur  Hypotenuse 
des  genannten  Dreiecks  parallelen  Reihe  stehen. 

Führt  man  n — Ä+ k  sss  g  als  neue  Summationsvariablc  ein,  so 
kommt  in  der  Tat: 

«     n  n     g        ( —  1  \k  w  g 

1  -  2»  Z„  oder  2,  fi  t,j-~t  -  ?»»!  ?*(-  1  )*<?>< 
=  29g\(l-l)9  =  0!(1-1)° 

0 

als  eine  Identität  heraus. 
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§  5. 

Wir  treten  uun  der  eingangs  angedeuteten  Aufgabe  näher,  die 
Anzahl  der  aus  n  Elementen  möglichen  Substitutionen  zu  ermitteln, 
welche  in  eine  gegebene  Anzahl  von  Elementarcyklen  zerfallen  (d.  h. 
von  Cyklen,  die  kein  Element  gemein  haben). 

Es  wird  sich  wiederum  zeigen,  dass  es  genügt,  diese  Aufgabe  für 
die  xn  Substitutionen  nten  Grades  zu  lösen,  vergl.  §  7. 

Bei  der  Zerföllung  einer  Substitution  nter  Ordnung  und  nten 
Grades  in  Cyklen  werden  dann  Cyklen  erster  Ordnung  ausgeschlossen 
sein,  weil  beim  Auftreten  eines  solchen  Cyklus,  *ie  (er),  ein  Element 
—  hier  «  —  unverändert  bliebe,  und  folglich  die  Substitution  nicht 
alle  Elemente  versetzen  würde. 

Mit  rn{k)  werde  die  Anzahl  der  Substitutionen  nten  Grades  aus 
n  Elementen  bezeichnet,  welche  in  k  Cyklen  zerfallen. 

Dann  wird  a  priori  sein  müssen: 

19)  x„-^(»)  +  arH(2)+a-n(3)+... 

Die  Reihe  rechts  bricht  natürlich  ab,  und  ist  das  letzte  Glied  dadurch 
bestimmt,  dass 

20)  =  0  für  n  <  2k 

wird.   Sollte  in  der  Tat  k  >  ^  sein,  so  könnte  nicht  mehr  jeder  von 

den  k  Elementarcyklen,  in  welche  die  Substitution  zerfallen  soll,  min- 
destens zwei  Elemente  enthalten. 

Weiter  ist: 

21)  *»<»>  =  (n  —  1)! 

bekannt.  Denn  besteht  die  Substitution  aus  einem  einzigen  Cyklus, 
so  ist  sie  von  dem  Typus  (123  .  . .  »»)•  In  dieser  Form  lassen  sich 
die  Elemente  allerdings  auf  n!  Arten  versetzen;  es  gelten  aber  alle 
die  so  entstehenden  Formen  für  gleich,  die  aus  einer  vou  ihnen  durch 
cyklische  Vertauschung  der  Elemente  in  der  Klammer  hervorgehen; 
daher  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Substitutionen  der  «te  Teil 
von  n!,  wie  angegeben,  d.  h.  gleich  der  Anzahl  der  möglichen  Ver- 
setzungen von  n  verschiedenen  im  Kreise  herum  geschriebenen  Ele- 
menten, wenn  diese  in  einem  bestimmten  Drehungssinne  gelesen  wer- 
den. Obwol  die  vorstehende  üeberlegung  längst  bekannt  ist,  habe 
ich  sie  hier  nicht  unterdrückt,  weil  man  sie  bei  den  nachfolgenden 
Schlüssen  häutig  vor  Augen  haben  muss. 
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Wenn  wir  nun  xn—  *n(1)  =  Xn™  bezeichnen,  so  haben  wir  nach 
5)  und  21)  die  Tabelle: 

J^D  =  0,  Ag«»  =  0,  jy*>  =  3,  XbM  =  20,  ^(0  =  145,  X7fl>  =  1134. 
XJH  =  9793,   Xfi)  =  93176,   Xi0W  =  972081,  XnW  =  11055770, 
=  136298041,  etc., 

die  einen  Ueberblick  gibt  über  die  Anzahl  der  Substitutionen  2,  3, 
4,  .  .  .  12teu  Grades  aus  jeweils  ebensoviel  Elementen,  welche  aas 
mehr  als  einem  Elcmentarcyklus  bestehen. 

Für  ein  beliebiges  k  >►  1  wollen  wir  nun  vor  allem  einen  Ueber- 
blick der  (formalen  sowol  als  bis  zu  n  —  12  auch  der  numerischen) 
Resultate  unsrer  Untersuchung  geben,  um  dieselben  dann  im  folgen- 
den Paragraphen  zu  beweisen. 

Zur  bequemsten  Berechnung  der  Grössen  verhelfen  zwei 
Sätze,  deren  erster  aussagt,  dass 

22)  -  1.3.5.7  .  .  .  (2*-l)  -  ^ 

ist,  und  uns  jeweils  das  erste  nicht  verschwindende  Glied  der  for 
ein  bestimmtes  k  gesuchten  Reihe  von  Werten  liefert,  und  deren 
zweiter  die  Geltung  der  Recursion  behauptet: 

23)  *«+!<*>  =  n(arM(k)+^_1(*-D}. 

Die  Formel  22)  folgt  übrigens  leicht  mit  aus  23),  da  für  n— 21—1 
letztere  mit  Rücksicht  auf  20)  in  ara(k)  =  (2it  — 1)^2»_2(*-1)  übergeht 
und  xsW  =>  1  nach  21)  ist 

Als  einen  dritten  Satz  kann  man  die  Recursion  anführen: 

24)  flfc«  -  (n  - 1) !  n£k  i  *A<*-D 

2*-2  h' 

und  hat  viertens  die  independente  Darstellung: 

25)  Xni*)-P,       21   -  , 

wobei  der  Apostroph  über  dem  Summenzeichen  andeuten  soll,  dass 
nur  über  die  ganzzahligen  Wurzeln  der  daruntergesetzten  Gleichong 
summirt  werden  soll,  welche  die  1  übersteigen. 

Es  ist  nun  aber  fünftens  wahrzunehmen,  dass  sich  der  Ausdruck 
25)  durch  h\  kürzen  lässt,  und  zwar  so,  dass  wir  haben: 
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h— 2  1  «-2  a-2  1 

ejto  -  («_!)!  2?,  xw(5)  =  (n-1)!  Za 

2    «  4      2 r  «P 

n-2  a-2      2  1 

*»<4>  ~(n-l)!       ^  27~.  etc. 

and  dass  allgemein  xn(i\  auf  die  eleganteste  Form  gebracht,  die 
(&  —  1) fache  Summe  sein  wird: 

»»—2   t j  —  2  at_2— 2  - 

26)  =  (n  —  1)!  2?«,  Za,  ...  2>*_i   . 

2*-2  2*-4  2  «jGg...«*»-! 

Numerisch  ergibt  sich: 
27) 

*4<*>— 3»  x5(2)  =  20,  x6(«)  =  130,  x7(2>  =  924,  ^(2)-7308,  <r9<2) =64224, 
a-10(2)  =  623376,  *u<2>  -  6636960,  :r18<2>  -  76998240,  .  .  . 
.^(3)  D  15,  -^(8)  «,  210,  flfg«  =  2380,  x9(3)  ~  26432,  <r10<»  =  303660, 
<rxlC*>  —  3678840,         -  47324376,  .  .  . 

_  105,   ^(4)  =  2520,    x10(4)  -  44100,   zn(4>  =  706320, 
*-i*(4)  —  H098780,  .  .  . 

arJ0(«)  =  945,   *n<5>  =  34650,   *1S<«>  -  866250,  . .  . 
=  10395,  . . . 

Mit  Benutzung  dieser  Werte  bleibt: 

jr4<2)  -  *5(2)  -  0,  ^»-15,  jf7(2)-=2lO,  J^W  «2485,  Jty2>- 28952, 
jf10<2)  _  348705,  *n<2>  -  4418810,  JT,,*2)  -  59299801,  .  .  . 

als  Tabelle  der  Anzahl  Substitutionen  vom  Grade  des  Suffixums  aus 
ebensoviel  Elementen,  welcho  in  mehr  als  zwei  Cyklen  zerfallen, 
desgleichen  für  mehr  als  3,  4,  5,  6  Cyklen: 

j^(S)*=jr7(*).=0,  ^=»105,  X/3)„2520,  -y,0(S)=45045,  Jfn(8>— 739970, 
JT12<3>  =  11975425,  .  .  .,  jr8<«>-Jty«>  =0,  ^10(*)-945,  <Xn«) -34650, 
jr12(*)=876645, . . . ,  X^-X^-O,  X1%& =10395, . . . ,  Jrlf<6>-0, . . . 

-wobei  in  dem  schliesslichen  Aufgehen  eine  Controle  der  Richtigkeit 
der  Tabelle  27)  liegt 


§  6. 

Ich  beweise  die  Formel  26)  zunächst  für  k  =  2.  Bei  der  Auf- 
suchung von  xn{2)  können  wir  n  >  3  voraussetzen. 

Eine  Substitution  der  fraglichen  Art  zerfalle  in  einen  Cyklus  aus 
a  und  einen  zweiten  aus  n—a  Elementen,  so  ist  zunächst  leicht  an- 
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zugeben,  wie  viel  Substitutionen  derselben  Zerfallungsweise  existiren. 
Es  können  die  Elemente  des  ersten  Cyklusfactors  auf  (w)„  Arteii 
ausgewählt  werden •,  die  Elemente  des  zweiten  Cyklusfactors  sind 
dann  als  die  übrig  bleibenden  jeweils  von  selbst  bestimmt  Die  Ele- 
mente des  ersten  lassen  ferner  (a  —  1)!,  die  des  zweiten  (n  —  er  —  1)! 
Permutationen  zu,  welche  im  Ringe  herum  gelesen  von  einander  ver- 
schieden bleiben;  folglich  ist,  wenn  er  und  n  —  a  verschieden  sind, 
die  gefragte  Anzahl: 

-  («-l)!(n-a-l)!(n)„. 
Nur  in  dem  Falle,  wo  a  =  n  —  a  ist,  welcher  natürlich  blos  bei  ge- 
radem »  für  a  =  =  einmal  eintritt,  würde  hiebei  jede  Substitution 

zweimal  gezählt  erscheinen,  indem  jeweils  der  zweite  Cyklusfactor 
auch  einmal  die  Elemente  enthalten  wird,  welche  der  erste  enthalten 
hatte.  In  diesem  Falle  wäre  also  dem  obigen  Ausdruck  noch  der 
Factor  J  voranzusetzen. 

Um  nun  aber  nicht  auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader 
n  eingehen  zu  müssen,  bilden  wir  jede  Zerlegung,  bei  der  a  und  n—a 
verschieden  sind,  zwei  mal,  die  bei  der  sie  gleich  sind,  nur  ein  mal 
und  setzen  gleichmässig  den  Factor  J  vor. 

Dies  kann  dadurch  geschehen,  dass  man  die  Gleichung 
arithmographisch  auflöst  (es  haudelt  sich  nur  um  die  ganzzahligen 
Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  =  oder  >  2  sind),  d.  h.  es  wird 
bewerkstelligt,  indem  wir  a  die  Werte  von  2  bis  n  —  2  einfach  durch- 
laufen lasscu  und  jeweils  ß  =»  n  —  a  nehmen.   Sonach  ergibt  sich: 

=  i'f  («_« k—.-di  (»).  =  5{ 

als  die  hier  gesuchte  Anzahl. 

Dieser  Ausdruck  lässt  aber  noch  eine  bemerkenswerte  Verein- 
fachung zu.   Bedienen  wir  uns  nämlich  der  Partialbruchzerlegnng: 

H  =  1  1 

o(n  —  a)      a      n  —  a 

und  führen  in  der  vom  zweiten  Term  herrührenden  Summe  «  — 0 
als  neue  Summationsvariable  ein,  so  erkennen  wir,  dass  sie  mit  der 
auf  den  ersten  Term  bezüglichen  Summe  identisch  ist-,  letztere  er- 
halten wir  also  doppelt,  darnach  hebt  sich  die  2,  und  entsteht  gerade 
der  zu  beweisende  Ausdruck,  den  wir  über  26)  für  sr*(2>  angegeben 
haben. 
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Es  mag  noch  angeführt  werden,  dass  sich  unser  oben  gefundenes 
Resultat  dahin  verallgemeinern  lüsst,  dass,  wenn  n  —  k^k+2,  also 


die  Anzahl  derjenigen  in  zwei  Cyklen  zerfallenden  Substitutionen 
»ten  Grades  vorstellt,  bei  deuen  keiu  Cyklus  von  höherem  als  dem 
i*ten,  also  auch  keiner  von  niederem  als  dem  n  —  ifctcn  Grade  ist  — 
wie  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  zeigen  Hesse. 

Der  allgemeine  Beweis  der  Formeln  26)  für  irgend  ciu  k  würde 
sich  etwas  unbequem  darstellen  und  auch  einen  ziemlich  abstrusen 
Eindruck  hervorbringen,  da  hiebei  mit  einer  unbestimmten  Menge 
von  Summenzeichcu  eiuo  ebensolche  Anzahl  mal  zu  operiren  wäre. 
Ich  ziehe  daher  im  Interesse  der  Darstellung  sowol  als  des  Lesers 
vor,  diesen  Beweis  hier  nur  etwa  für  h  =  4  wirklich  durchzuführen, 
woraus  vollkommen  die  Methoden  und  Uebcrleguugen  ersichtlich  sein 
werden,  die  im  allgemeinen  Falle  offenbar  ebenso  zum  Ziel  führen 
müssen. 

Bei  der  Untersuchung,  wie  viele  Substitutionen  nten  Grades  aus 
ebensoviel  Elementen  in  vier  Elementarcyklen  zerfallen,  können  wir 
»>7  voraussetzen.  Die  vier  Cyklen  seien  bezüglich  «,  ß,  y,  äten 
Grades,  wo  dann  ö  =  n  —  a  —  ß—y  bedeuten  wird. 

Dann  lassen  sich  die  a  Elemente  des  ersten  Cyklus  auf  (n)s 
Arten  auswählen,  darnach  die  ß  Elemente  des  zweiten  Cyklus  noch 
auf  (n  —  a)ß  Arten  unter  den  «  — «  übrigen  Elementen,  und  die 
y  Elemente  des  dritten  Cyklus  auf  (n  —  a—ß)Y  Arten  unter  den 
n  —  a  —  ß  übrigen  Elementen;  die  ö  Elemente  des  letzten  Cyklus  sind 
als  die  dann  noch  übrig  gebliebenen  jeweils  von  selbst  bestimmt. 
Die  Elemente  des  ersten  Cyklus  geben  ferner  zu  («  —  1)!,  die  des 
zweiten  zu  (ß  —  1)!,  des  dritten  zu  (y  — 1)!  und  des  letzten  zu  (ö— 1)! 
Permutationen  Gelegenheit;  folglich  ist,  wenn  «,  0,  y,  ö  von  einander 
verschieden  sind: 


die  Anzahl  der  möglichen  Substitutionen  des  gedachten  Typus. 

Sind  aber  irgend  zwei  von  den  vier  Gradzahlen  einander  gleich, 
so  ist  wegen  der  eintretenden  Aehnlichkeit  zwischen  den  zwei  zuge- 
hörigen Cyklen  obiger  Ausdruck  noch  durch  2!  und,  falls  auch  die 
beiden  andern  Gradzahlen  gleich  sind,  durch  2!  2!  zu  dividiren,  da- 

T«U  LXVIII.  24 


gedacht  wird,  der  Ausdruck: 


(«-!)!  (ß-l)\  (y-l)l  („-a-/J-y-l)!  (n)«  (n-a)ß  (n-a-ß)Y  _ 


n! 


aßyd 
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gegen  durch  3!,  wenn  irgend  drei,  und  durch  4!,  wenn  alle  vier 
Gradzahlen  a,  ß,  y,  Ö  eiuauder  gleich  sind. 

Um  nun  nicht  die  24  verschiedenen  Fälle  unterscheiden  zu  müs- 
sen, welche  in  Bezug  auf  den  Rest  der  Division  von  n  darch  4!  ein- 
treten können,  richten  wir  die  Auflösung  der  Gleichung 

a  +  /J  +  y+d  =»  n 

nach  ihren  ganzzahligcn  dio  1  überschreitenden  Wurzeln  so  ein,  dass 
wir  die  Fülle  von  vier  verschiedenen  Wurzeln  je  4!  =  24  mal,  die 

4! 

von  nur  zwei  gleichen  Wurzeln  je  ^  =  12  mal,  von  paarweise  gleichen 

41  4' 
je  gy-g-j  ö  6  maI'  die  dreier  gleichen  Wurzeln  je      =»  4  mal  und 

4' 

eventuell  den  Fall  von  vier  gleichen  Wurzeln  nur  ~  =  1  mal  er- 
halten, uud  dividiren  die  Summe  der  nach  obigem  Schema  gebildeten 
Anzahlen  durchgängig  durch  4!.  Auf  diese  Weise  wird  offenbar  die 
einem  jeden  Zerlegungstypus  entsprechende  Anzahl  geradeso  in  Rech- 
nung gebracht,  wie  es  nach  dem  vorigen  Aliuea  zu  geschehen  bat 

Jenes  aber  wird  einfach  erreicht  durch  die  vollständige  Auf- 
lösung der  angeführten  Gleichung,  indem  wir  den  a,  /?,  6  nicht 
etwa  blos  die  Combinatiouen,  sondern  dio  Variationen  aller  der  Wert- 
systeme beilegen,  welche  überhaupt  an  dereu  Stelle  treten  können. 
Sonach  wird  im  Einklang  mit  25): 


4!  (a+ß+y+d=n)  «PYÖ 


Um  dieses  Resultat  noch  zu  vereinfachen,  zerlege  man: 

JL  =  J_+  1    .  ±4.  1 

aßyd      aßy  '  aßö  '   ayö   '  ßyö 

und  bemerke,  dass  die  von  diesen  vier  Tennen  herrührenden  Sum- 
men, weil  über  die  nämlichen  Wertetripel  erstreckt,  notwendig  über- 
einstimmen.  Darnach  hebt  sich  der  Factor  4  und  cutsteht: 

3!  aßy 

mit  derselbeu  Erstreckung  des  Summenzeichens  wie  oben. 

In  der  vorstehenden  Summe  (deren  Zeichen  wir  auch  durch 
Ea  Sy  ersetzen  könnten),  denken  wir  uns  ferner  die  Glieder  zb- 
sammengefasst,  in  welchen  «  +  0+y.=  fc  denselben  Wert  hat;  es 
wird  dann  k  die  Werte  von  2  +  2+2  =  6  bis  n— 2  zu  durchlaufen 
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haben.  Alsdann  können  wir  abermals  von  der  identischen  Zerlegung 
Gebrauch  machen: 


ißy      k  \ctß  '  «y  ■  ßy) 


und  berücksichtigen,  dass  wieder  die  von  den  3  Tennen  rechts  her- 
rührenden Summen  wegen  der  Symmetrie  der  von  den  er,  |3,  y  zu 
durchlaufenden  Wertsysteme  einander  gleich  sein  müssen.  Ilicnach 
kann  man  durch  3  kürzen  und  gewinnt: 

=  HRT  ?*  lE  aß 

mit  der  alten  Bedeutuug  des  letzten  Summenzeicheus. 

Werden  hier  endlich  die  Glieder  mit  coustautem  «  +  =  h  zu- 
sammengefasst,  so  wird  h  die  Werte  vou  2-f-2  4  bis  h  —  2  zu 
durchlaufen  haben  (letzteres,  weil  für  y  noch  mindestens  der  Wert  2 
übrig  zu  bleiben  hat).    Mau  zerlege  dann: 


aß      h\tt^  ß) 


bemerke,  dass  die  von  den  beiden  Termen  rechts  herrührenden  Sum- 
men übereinstimmen,  und  erhält  nach  Kürzung  durch  2: 

»i    2  4-2A-2  1 

rHW  =  (n-1)!  Zk  Zh  Za  .  .- 

5      4      2  k'ltt 

in  Anbetracht,  dass  die  dem  a  zukommenden  Werte  von  vornherein 
die  angegebeneu  sein  müssen. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  nun  aber  bis  auf  die  Bezeichnung  der 
Summatiousvariabelu  mit  dem  über  26)  angegebenen,  zu  beweisen 
gewesenen,  tiberciu. 

Wir  haben  bei  dem  vorstehenden  Beweise  mit  einer  combinato- 
rischen  Summe  operirt.  Man  kann  jedoch  auch  sozusagen  mit  pein- 
licher Genauigkeit  zuwerke  gehen,  indem  man  immer  blos  mit  arith- 
metischen Summen  arbeitet.  HIebei  haben  wir  als  ursprünglichen 
Ausdruck  der  gesuchten  Grösse: 

• 

n t n— 6 h-4-o h-2— a-ß  \ 

oder  unter  Anwendung  desselben  Schemas  wie  oben  (worin  nur  <? 
durch  seinen  Wert  n  —  a  —  ß —  y  vertreten  zu  denken  ist)  durch  4 
gekürzt: 

24* 
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mit  bezüglich  denselben  Summengrenzen,  wie  vorstehend. 

Setzen  wir  nun  y  =  k—  a— ß,  wenden  die  zweite  Zerleguug  an, 
uach  welcher  sich  die  3  forthebt,  so  kommt: 

(n  1\T  »-6  n-4-o   n-2  1 

r.C4)  =  Za    2ß     2k  ~ 

und  wenn  eudlich  ß  =  h —  a  eingeführt  wird,  unter  Benutzuug  der 
dritten  Zerlegung  und  Kürzung  durch  2: 

n-6  h-4  m— 2  1 

^«(n-l)!  r^- 

2     o  f  2  A  |  2  ^a 

Iiier  kommt  es  nun  blos  noch  darauf  an,  die  Summationsordnung 
in  die  entgegengesetzte  zu  verwandeln.  Dies  kann  geschehen  durch 
wiederholte  Anwendung  des  Schemas: 

28) 

P     «+'•      P+r  P 

welches  ich  auf  S.  335  meines  Lehrbuchs*)  unter  (362)^  aufgestellt 
habe.   Man  erhält  so  successive: 

n-6  u-2  k-2      n-2  k-4  k-2       n-2  k-2  k-2 

2„  2*  £n  =  Zit  2a  2h  =  2k  2h  2a 

2    a+4  cr+2        G      2    of2         6      4  2 

als  die  auszuführenden  Summationcu,  q.  e.  d. 

Noch  leichter  würde  auch  die  Gleichheit  der  bei  obigen  Zer- 
legungen auf  die  verschiedenen  Tcrmo  bezüglichen  Summen  zum 
Ueberfluss  sich  mittelst  eventueller  Abänderung  der  Summationsfolge 
und  Einführung  der  geeigneten  Summationsvariabeln  rein  mechanisch 
nachweisen  lassen. 

Mittelst  der  nun  bewahrheiteten  Formel  26)  erweist  sich  zunächst 
die  Formel  24)  direct  als  eine  Identität  und  aus  dieser  fliesst  sofort 
die  Recursion  23),  sodass  sich  alle  Ergebnisse  des  vorigen  Paragra- 
phen nun  bewiesen  finden. 


*)  Löhrbach  der  Arithmetik  und  Algebra  für  Lehrer  und  Studirrmk. 
I.  Bd.  Die  sieben  algebraischen  Operationen,  Leipzig,  Tcubncr,  1873,  X. 
360  8. 
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§  7. 

Auf  unserm  jetzigen  Standpunkte  ist  nun  leicht  die  Frage  zu 
beantworten,  wie  viele  Substitutionen  der  auf  n  Elemente  bezüglichen 
vollständigen  Gruppe  aus  einem  einzigen  Cyklus  bestehen,  wie 
viele  aus  2,  3,  ...  k  Cyklen.  Die  letztere  Anzahl  heisse  yn{l\  so 
ist  zunächst: 

29)  *<l>  -  sfcW  -  (»— 1)J 

die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  aus  einem  Cyklus  bostehen, 
auch  in  der  ganzen  Gruppe,  denn  eine  Substitution  der  gedachten 
Art  ist  notwendig  nten  Grades,  gehört  also  zu  denen,  deren  Auzahl 
wir  schon  bestimmt  haben. 

Wenn  ferner  n — h  <  n  Elemente  zu  versetzen  sind,  so  kann 
man  von  den  nicht  zu  versetzenden  h  Elementen  zunächst  einfach 
absehen  und  wird  darnach  die  für  den  Fall  gleicher  Grad-  und 
Elementezahl  in  §  5  ermittelte  Anzahl  Substitutionen  von  gegebener 
Zerfällungsweise  einfach  zu  multipliciren  haben  mit  dem  Factor 
der  die  möglichen  Arten  zählt,  auf  welche  die  n  —  h  zu  versetzenden 
Elemente  unter  den  n  gegebenen  ausgewählt  werden  können.  Hicbei 
wird  nur  noch  zu  beachten  sein,  dass  die  nicht  zu  versetzenden 
h  Elemente  schliesslich  als  ebensoviel  einclementigo  Cyklen  hinzu- 
zuzählen sind,  und  dass  daher,  wenn  im  ganzen  die  verlangte  Cykleu- 
zahl  k  resultiren  soll,  bei  dem  eben  geschilderten  Verfahren  diese 
um  h  verminderte  Zahl  k—h  als  die  geforderte  Cyklenzahl  zu  Gruudo 
gelegt  werden  muss.   Sonach  wird  sein: 

yH(2)  =  *WC2>  +        *„_iU>,    y„(3>  =         +  (n),  XH-i&  +  (n)8*„-2<l>, 

etc.  und  allgemein: 

30)  ynM  -  'ZkinhTn-h«-». 

0 

Setzt  man  hierin  die  Werte  25)  der  ein,  so  stellt  sich  ein 
merkwürdiges  Bildungsgesetz  heraus.   Man  erhält  z.  B.  für  k  «=-  4: 

IL:/      £>      JL    .  _AL      2?'  JL 
"  4!  \  a+W+S=n  «ßyd  T  1 !  3!  «+/J+y=»-i  «fr 

,4!      £9     1  .iL.  M 

und  können  wir  hier  n  >  4  voraussetzen,  da  yn{n)  -  1  JcweUs  direct 
bekannt  ist. 

Alsdann  aber  kann  man  die  folgenden  Terme  in  der  Klammer 
in  den  ersten  mit  einverleiben,  in  Anbetracht,  dass  die  vor  dem 
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k  rö de  r: 


2  oder  3  Giieder  I S  u 
-Annahme.  dass  i„  0  +  ai.,7.  . ,     a&™<*mn  werfen  kösnei.  Der 
««spricht  allerdings  i„  I'  p' ille  rier  M«*  gleich  1  seien, 

^  entsteht  in  der  Tat: 

—  ^-u.^. 

•  •.+«.+--»=.  «vvTTT^ 

»S  wo  nnu  der  Wegfall  d«  a  . 

J«et,  das,  bei  der  Auflösung  1^  !,  be,'m  8wM * 
ChnDB  "UCh  die  *crto  1  der^s  l^ZotsT"^^ 

«er  Mediation,  vontoX £ T^T'  ■* 
»er  AusdrucK  M)  J     h  ^  ^ 

W«r  ist  diese  Rcducioa  LZ  „!"!!  ?ed°r  *"*  «  kürzen, 
«"«■•   Nach  derselben  MeZd0  T  d°m  Vorl>"de  des  ,  6  ans»- 
waudeit  haben,  k0nncn  £*J*  *«*  weiche  wir  25,  in  »,  w. 

ÜaU  cr8ic««ich  ist  aus  der  ZgZ:  redu«-™.  *«» 

GicichungTCl1  ab°r  °rwci8t  «^h  diroct  als  Jdm  M 

*  «»tittt  die  reenrrirende 

weiche  zn  24)  aimln«.  •  * 

^       *  ÄSeTÄf"1  *  ***  * 

34) 

weiche  zusammen  mit  ifen  A«« 

«fcs  bequemste  l  "*»  »«>-r»-ni 

-^"teib.etet.eineXabeiieVi^l:;^ 
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Eine  solche  führen  wir  nachstehend  bis  zu  n  —  6  an : 


yd) 

y(2) 

y(8) 

1  A\ 

3,(5) 

y( } 

Vi 

1 

y« 

1 

1 

y« 

2 

3 

1 

y* 

6 

11 

6 

1 

ys 

24 

50 

35 

10 

1 

y« 

120 

274 

225 

85 

15 

1 

Die  Zahlen  dieser  Tabelle  sind  nicht  neu;  dieselben  sind  augen- 
scheinlich die  (Zähler  der)  bekannten  Facultätencoef ficicnten. 
In  der  Tat  ist: 

36)  y„<*>  =  (-1)"-*  <&»-*(*>, 

wenn  (—1)M  bedeutet:  die  Summe  aller  Combinationen  ohne 
Wiederholungen  zur  fcten  Klasse  (diese  Combinationen  als  Producte 
aufgefasst)  aus  den  Elementen  1,  2,  3,  ...  —  1.  Das  heisst, 
wir  haben  den  Satz: 

Die  Anzahl  yH(k)  derjenigen  von  den  n!  Substitutionen 
der  vollständigen  Gruppe,  welche  in  k  Cyklen  zerfallen, 
ist  gleich  der  Summe  der  multiplicativeu  Combinationen 
ohne  Wiederholungen  zur  n — Arten  Classe  aus  den  Ele- 
menten 1,  2,  3,  .  .  .  n— 1. 

Es  darf  dieses  Ergebniss  wol  als  überraschend  bezeichnet  werden. 
Der  Beweis  der  Gleichung  36)  liegt  darin,  dass  durch  dieselbe  unsre 
Recursion  34)  Übergeht  in  die  folgende: 

<k<*>  =  (S„(*-D  -  („  +  k  - 1)  <Sn-i<*>, 

welche  zusammen  mit  den  Anfangswerten  (50W  «=  ©o***  -  1  und 
=  0  für  n>0,  oder  auch  (statt  letzterer  Angabe)  <£nM  — (— DH»!> 
die  oben  definirten  Grössen  d  bekanntlich  bestimmt*). 

Hier  werde  noch  in  Erinnerung  gebracht,  dass  wenn: 

37)  ^«fiLtölc^M 


*)  Vergl.  Ubbo  Meyer,  dieses  Archiv,  Bd.  9. 
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Schröder:   Ueber  die  Anzahl  der  Substitutionen, 


gesetzt  wird,  Cn<*>  den  Coefficienten  von  in  der  Entwicklung  der 
Function  j — - — j    nach  steigenden  Potenzen  von  z  vorstellt,  und 

dass  auch  die  Anordnung  des  Biuomialcoefticientcn  (n)*  nach  Potenzen 
seines  Exponenten  n  durch  eben  diese  Coefficienten  C  oder  (£  ver- 
mittelt wird  —  siehe  40)  weiter  unten. 


§  8. 

Durch  unsre  Betrachtungen  sind  nun  für  die  Coefficienten  C 
Ausdrücke  implicite  mit  gefunden  (in  Gestalt  mehrfacher  Summen), 
die  möglicherweise  neu  sind  —  bei  der  ungeheuer  zerstreuten  Litte- 
ratur  über  diese  Coefficienten  lässt  sich  dergleichen  schwer  ent- 
scheiden. Dagegen  führt  die  Relation  33),  in  die  C  umgeschrieben, 
zu  der  Beziehung: 

38)  (- 1)»  («  +  *)C»<*>  »  k£h (- 

o 

welche  anderweitig  bekannt  ist  (Lobatto,  Crelle's  Journal,  Bd.  16, 
S.  11). 

A  priori  muss  sein: 

39)  n!  =  £ky„(*>, 

und  auch  dies  führt  nur  zu  einer  Gleichung,  welche  in  der  bekannten : 

40)  00n=  K^Cn-iM 

als  der  für  *i  —  —  1  sich  ergebende  speciclle  Fall  enthalten  ist 

Lösen  wir  noch  die  Gleichung  30)  nach  den  Grössen  als 
Unbekannten  auf,  so  ergibt  sich,  wie  man  durch  dio  Probe  leicht 
beweisen  wird: 

41)  *n<*>  -  A  (- 1)*  (n)Ay„-A(*-*>, 

0 

und  hienach  können  wir  auch  dio  Zahlen  rn{h)  der  Paragraphen  5 
und  6  durch  dio  Facultätencoefficienten  ausdrücken.   Wir  erhalten: 

42)  ^ 

*„«  -  zl  (-1)""H*  („)*<£„_*(*-*)  -  (-1)"  ^|  k  (-l)h(QhCn-kM. 
o  1 

Nun  ist: 

43)  k  (- 1)*-*  (kh  Cm  f  *(*)  =»  (-  })*  CW«(2), 
o 
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wo  C»<*>(2)  den  Cocfficientcn  von  in  der  für  hinreichend  kleine  % 
zulässigen  Entwicklung  der  Function: 


bedeutet,  nnd  als  untere  Grenze  der  letzten  Summe  in  42)  kann  man 
0  statt  1  nehmen,  da  C„-*«»  —  0  ist,  sobald  n  —  k  >  0.  In  der  Tat 
mussten  wir  stets  k  <  «  annehmen,  da  nach  20)  schon  für  2k  >  » 
die  Zahl  *„<*>  verschwindet.   Also  wird 


Durch  diese  Substitution  geht  nebenbei  die  Recursion  23)  über  in  die 
Differenzengleichung : 


46)      (»+  2*)<y*>(2)  (n  +  2k-  l)CW-i<*>(2)  +  2*C„<*-i>(2), 


wie  sie  wirklich  von  den  durch  die  erzeugende  Function  44)  definirten 
Coefficienten  6V*>(2)  gelten  muss. 

Vorstehende  Angaben,  so  weit  sie  von  43)  ab  folgten,  begnüge 
ich  mich,  hier  ohne  Beweis  angeführt  zu  haben,  da  mich  die  Her- 
leitung derselben  zu  Weiterungen  auf  einem  dem  Titel  dieses  Auf- 
satzes fremden  Gebiete  führen  würde,  und  sie  nur  specielle  Anwen- 
dungen allgemeinerer  Untersuchungsergebnisse  sind,  auf  welche  ich 
schon  in  Schlöm.  Zeitscbr.  Bd.  25,  S.  107,  angespielt  habe,  und  die 
ich  bei  einer  andern  Gelegenheit  im  Zusammenhange  darzulegen  hoffe. 


45) 


(-l)«nl 
2*.Jfc! 


G,-2*<*>(2). 


Karlsruhe,  im  November  1881 
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XXIII. 


Ueber  die  Stellung  der  Ebene  in  der 
Vierdimensionen-  Geometrie. 


Von 


R.  Hoppe. 


Zwei  Ebenen  haben  innerhalb  vierfacher  linearer  Ausdehnung 
im  allgemeinen  nur  einen  Punkt  gemein.  Sie  bilden  daher  unmittel- 
bar keinen  Winkel,  der  ihre  gegenseitige  Stelluug  ausdrücken  könnte. 
Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  es  2  Winkel  giebt,  welche  zusammen 
als  Ausdruck  der  gegenseitigen  Stellung  oder  Neigung  dienen  können. 

Gehen  wir  von  dem  speciellen  Falle  aus,  wo  beide  Ebenen  in 
eiuem  gemeinsamen  Räume  liegen,  d.  i.  dem  Falle,  wo  unmittelbar 
ein  Neigungswinkel  existirt,  so  entsteht  zuerst  die  Frage:  Wie  weit 
ist  ein  beliebig  gegebenes  Ebenenpaar  von  dieser  relativen  Stellung 
entfernt? 

Offenbar  wird  diese  Entfernung  durch  den  Winkelabstand  ge- 
messen, bis  auf  welchen  die  zwei  Räume,  in  welchen  die  Ebenen 
liegen,  sich  einander  nähern  können.  Der  Winkel  zwischen  2  Räu- 
men ist  der  zwischen  ihren  Normalen.  Wir  haben  also  die  beiden 
Räume  jedcu  um  die  zugehörige  Ebene  rotiren  zu  lassen,  und  von  dem 
Winkel  zwischen  ihnen,  der  sich  als  Fuuction  zweier  Unabhängigen 
darstellt,  das  Minimum  zu  suchen.  Wir  nenuen  den  so  erhaltenen 
Winkel  den  ersten  Neigungswinkel  oder  Raumwinkel  der 
2  Ebenen. 

Jetzt  lassen  wir  den  einen  der  so  bestimmten  Räume  samt  seiner 
Ebene  um  die  Durchschnittsebene  beider  Räume  soweit  rotiren,  bis 
er  in  den  audern  Raum  fällt   In  dieser  neuen  Lage  bilden  dann  die 
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2  Ebenen  einen  gewöhnlichen  Flächen winkel ,  den  wir  zweiten 
Neigungswinkel  oder  Flftchenwi nkel  der  2  Ebenen  nennen. 

Die  Einfühmng  dieser  2  Grössen  wird  noch  eine  besondere 
Rechtfertigung  erhalten,  wenn  wir  finden,  dass  beide  Winkel  in  einer 
coordinirten  Beziehung  zu  einander  stehen  and  aus  der  Rechnung 
immer  zugleich  resultiren. 

Um  Unterbrechungen  zu  vermeiden,  will  ich  eine  öfter  in  An- 
wendung kommende  Aufgabe  vorher  behandeln,  und  zwar  in  grösserer 
Allgemeinheit,  weil  die  Einfachheit  der  Lösung  überall  dieselbe  ist. 


f.  1.  Bestimmung  eines  Lotes  durch  einen  gegobenen 
Punkt  auf  eine   innerhalb   einer   linearen  n  dehnung 

gegebene  lineare  mdehnung. 

Der  gegebene  Punkt  habe  die  rechtwinkligen  Coordinaten  |,  £„ 
Die  Gleichungen  der  gegebenen  mdehnung,  welcho 
durch  den  Anfangspunkt  gehe,  seien: 

2ai*)x  =.o   (k  —  1,  2,  ...  *— m)  (1) 

Das  Summenzeichen  E  beziehe  sich  stets  auf  die  Grösscnwcrtc, 
welche  den  n  Coordinatenaxen  entsprechen,  so  dass 

Dann  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  des  Punktes  (f)  vom  beliebigem 
Punkte  der  mdehnuug  (x) 

r*=2:(s-4)»  (2) 
0  —  £(x  —  S)dx;    0  =  Za^öx 

x  a  £  +  «i«'+«sa"+  •  •  •  e„-m  <*("-"•>  (3) 

DieB  eingeführt  in  Gl.  (1)  giebt: 

0  -  Za^^-e1Sa^a,+  e?2a<k)a"+  . . .  en-m2a^a^' '»>  (4) 

k  —  1,  2,  .  .  .  n  —  m 

Liegt  (|)  ausserhalb  der  mdehnung,  so  erhält  man  nach  Elimination 
der  «: 


ein  Minimum  für 
woraus : 


Za'l 
Za"t 


a' 

2a'* 

Za"a> 


a" 

Za'a" 
2a"* 


.  .  .  a<«-"»> 
.  .  .  <£a'a(«-"0 
.  .  .  2:a"a(«-») 


Za^-m^l    2a(*-m)a'     ^»-»W  .  .  .  2;[a('t-",']2 


0 


(5) 
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Hiermit  ist  x—  k  als  linearo  Function  der  |,  und  zwar  unmittelbar 
der  Grössen  2aW£  dargestellt.    Nach  Einführung  in  (2)  findet 
r  und  hieraus  die  Richtungscosinus  des  Lotes 


Liegt  (s )  innerhalb  der  m  dehnung,  so  verschwinden  die  Elemente 
der  ersten  Vcrticalrcihe  in  (5)  vom  2ten  an-,  es  folgt 

x  —  l  =0;    r  =  0 

Die  Gleichungen  für  die  e  werden  homogen,  mithin  unzureichend. 

Für  diesen  Fall  sei  die  Aufgabe:  im  Punkte  (£)  ein  Lot  inner- 
halb einer  gegebenen  (w  +  l) dehnung,  in  welcher  die  m dehnung  (1) 
liegt,  zu  errichten  und  einen  Punkt  (!')  im  gegebenen  Abstände  r 
von  (|)  auf  dem  Lote  anzugeben. 

Hier  hat  man  nach  Gl.  (2)  (3) : 

|  _  ?Jreia'+eia"+  .  .  .  *n-*a<»-»0  (6) 


Sind  dann 

££(*>{'  — 0;    fcssl,  2,  ..  .  n  —  m  —  1 

die  Gleichungen  der  gegebenen  (ro  +  1)  dehnung,  so  werden  die  e  be- 
stimmt durch  die  n  —  m  —  1  linearen  Gleichungen 

0  -  e1£lfi'W+etZMa"+  .  .  .  (7) 
und  durch  die  quadratische  Gleichung 

£{e1a'+eia"+  .  .  .  c„_w  «(»-»•)  j*  -  r*  (8) 

Im  folgenden  wird  Anwendung  gemacht  für  n  *=  4,  m  =  2.  Die 
Coefficienten  der  x  in  (1)  seien  Richtungscosinus;  es  sei  also 

£a'*  =  l;    2a"*  =  1;    la'a"-  cos  f 
wo  £  den  Winkel  zwischen  den  zwei  die  Ebene 

£a'x=*0\     £a"x~Q  (9) 
bestimmenden  Räumen  bezeichnet.   Dann  lautet  Gl.  (5): 


oder  entwickelt 


I-*   a'  a" 
£a'$    1  cosf 

£a"t    cosf  1 


=  0 
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=  t  _  "-^'gLha-l  -  '-^'W  (10) 


wodurch  der  Fusspunkt  (x)  des  vom  äussern  Punkte  (£)  auf  die  Ebene 
(9)  gefällten  Lotes  ausgedrückt  ist   Jetzt  wird 

—  slik 1  ZVl+W'l-'ZtoztZalZa'l]      .  (11) 

Für  die  zweite  Aufgabe,  wo  das  Lot  innerhalb  eines  gegebenen 
Raumes  liegen  soll,  setzen  wir  letztern  in  der  Form  an 

X(a'cosx-f  a"sinx)£'  =  0 
dann  werden  die  Gl.  (6)  (7)  (8) 

0  =•  «,(cos  x  +  cos  t  sin  »)  +  «*(cos  £cos  x  -f-  sin  x) 
r*  —  e1*+«s2+2«,«2cos{; 

woraus  nach  Elimination  von  e,: 

q' (cos  £cos  x  -f  sin  x)  —  a  '(cos  x  +  cos  £sin  x) 
§==        *  8intyi-f2cosi;sinxcosx 


§.  2.    Erster  Neigungswinkel  zweier  Ebenen  in 

der  Vierdehnung. 

Die  Ebenen  seien  durch  den  rechtwinkligen  Schnitt  je  zweier 
Räume  bestimmt: 

Zax  —  0 ;    £bx  =  0 
£a»  =  1  j    Zb*  =  1 ;    ZoÄ  —  0 

und 

2:^  —  0;    Zdx  =  0 
2?c*  — 1;    £<**  — 1;    2:«/  =  0 

indem  wir  den  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  zum  Aufaug  der 
Coordinaten  wählen. 

Der  allgemeinste  Ausdruck  der  2  Räume,  in  welchen  die  eine 
und  die  andre  Ebene  liegen,  ist: 

2?(acos  A+isin  X)x  —  0 
£(c  cos  fi  +  </  sin  (i)x  «=  0 

Bezeichnet  #  den  Winkel  zwischen  beiden  Räumen  (oder  ihren  Nor- 
malen), so  ist 
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cos#=  Z(acosA  +  &sinA)(ccosfi  +  c/sin/ti)  (13) 

Soll  dieser  ein  Maximum  oder  Miuiraum  sein,  so  muss  mau  haben: 

0=  Z(asinA  —  6cosA)(rcosjt+tfsinfO  ) 
0  =  Z(acosA+&sin  A)  (esin  fi  —  rfcosu)  1 

Zu  diesen  3  Gleichungen  fügen  wir  die  vierte 

iV=  Z(asinA  — £cosA)(csiu  fi  — </cosfi)  (15) 
Zur  Abkürzung  sei 

A  —  £*ac  +  ZW ;    B  «=  £*bc  +  ZHd  ( 1 6) 

F=  ZacEbc+EadZbd  (17) 

d      EacEbd  -  EadEbc  ( 18) 

e*=(yl--2*)S+4^  (19) 

woraus : 

Aß-F*=J*  (20) 

vo*  =  (,1  +  ^-4^*  (21) 

Eliminirt  man  p  zwischeu  den  Gl.  (14),  so  kommt: 

F(l-tg*A)  =  (A-  ß)tgk 

oder 

tg2A=J-7}  (22) 

woraus : 

A  —  B      .  n,  2/< 
cos2A  =  ;   sin2A  =  —  (23) 

cos  a  2?      ,     sin  A  -  .    tgA  -  ~— 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  y  bleibt  unbestimmt. 

Durch  Addition  und  Subtractiou  der  Gleichungspare  (13)  (lö) 
und  (14)  erhält  man: 

cos  & + iV  -  cos  (A  —  /*)  ( Zo*+Z/,</)  -  sin( A  —    ( £ad—£be) 
0  =  8in(A  —  fi)(2?oc+ ZW)  +  cos(A  —  p)  ( Ecul  —  Ebc) 

cos#—  2V  =  cos(A+  f*)  (Zoe  —  ZW)  —  siu(A-f  ,*)  (£ad+£bc) 
0  -  sin(A  —  n)(Eac—  Ebd)  -coa(k  + fi)(Ea<l+ Ebc) 

woraus : 

(costf+iV)*  =  (Eac+Ebd)*+(E<ul  -  Ebc)* 
(cos*  -  N)*  —  (Zß<?  — ZW)  -f(Za</+Z£c)» 

oder: 

(costf  +  iV]*- J+2/-f.2^ 
(cos#  —  N)*  -  A  +  B  —  2J 
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Ist  nun  #  der  kleinste,  mithin  spitze  (wo  nicht  rechte)  Winkel, 
welcher  den  Bedingungen  (14)  genügt,  so  kann  nur  sein 

cos  &  =  |  V  J+i7+2^+  i  VA+B-2J  (24) 

AT  =  J  V J  + Ä  +     -  *  V^+tf—  2^  (25) 

Die  fernere  Bedingung  eines  Maximums  oder  Minimums 

a*cos£  3* cos  fr     /a*cos  fr\* 
~6A*      aV       \  diBii  )  >u 

lautet  hier: 

cos*fr-.tf*>0 
«las  ist   

ist  somit  erfüllt,  während  die  entsprechende  für  ZV 

tf»— COS*0  >0 

nie  erfüllt  ist.   Ferner  ist 

3*cosfr  a»cosfr 

folglich  ist  cos  fr  Maximum,  fr  Minimum. 

Die  Bestimmung  von  p  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  zwischen 
den  Gl.  (14)  tgAtgp  eliminirt.   Dann  findet  man: 

0  -  £*ail—£*bc  +  FXgX  —  (£ac£ad+£be£6d)tgp 
oder  nach  (23): 

0  -  -(£ac£ad+£bc£M)tgii 


woraus: 


p  —  ( Z*ac  +£*be)  +£*ad+£*M 
^  ~~  *"  £ae£ad+£be£bd" 


§.  3.   Zweiter  Neigungswinkel. 

Zur  Abkürzung  sei 

o  —  acosA+äsinA;   y  «=»  c  cos  fi  +  sin  *i 

Es  soll  nun  der  Raum  £yx  =  0  um  die  Ebene  £ax  =  0,  -Tyz  —  0 
soweit  rotiren,  bis  er  in  den  Raum  £ax  =  0  fällt.  Dann  ist  zu 
untersuchen,  in  welchen  Punkt  (x)  des  Raumes  £ax  —  0  ein  belie- 
biger Punkt  der  Ebene  fällt 

£cx  =  0  •,   Zdx  —  0  (E) 
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Zu  diesem  Zwecke  projiciren  wir  den  Punkt  (*)  auf  die  Durch- 
schnittsebene 

2W'  =  0;    £yz"=0  (ET) 

und  nennen  die  Projection  (*").  Nach  der  Formel  (10),  wo  £,  a', 
a"  die  Werte      «,  y  haben,  findet  man,  mit  Beachtung  dass  hier 

£yx  =  0 

ist: 

x"  —  x  —  g~~r^9_?  £ffJC  (27) 
und  nach  der  Formel  (11)  den  Abstand  des  Punktes  (x)  von  (E) 

Im  Punkte  (x")  errichten  wir  eiu  Lot  auf  (E)  innerhalb  des 
Raumes 

£ax'  -  0  (29) 

uud  tragen  darauf  die  Strecke  r  ab ;  dann  ist  der  Endpunkt  der  ge- 
suchte Punkt  («'),  der  Erzeugende  der  Ebene,  in  welche  die  Ebene 
(E)  nach  Rotation  ihres  Raumes  £yx  =  0  übergeht. 

Nach  der  Formel  (12),  wox»0,  ist 
uud,  wenn  man  die  Werte  (27)  (28)  einsetzt, 

et  -j-  y 

woraus : 

Sex  -  -  rr^I(«+y)e 

1-f  C08#     v     1  ' 
v 

£dtt' ~  im&^'+r» 

Setzt  man  also 

e  =  d£(a-\-y)c —  c£(a-\-y)d 

so  wird 

£ex'  =  0  (30) 

Diese  Gleichung  verbunden  mit  Gl.  (29)  stellt  demnach  die  transpo- 
nirte  Ebene  E  dar.  Die  2  Räume  (29)  (30),  welche  sich  iu  ihr 
schneiden,  sind  auf  einander  senkrecht;  denn  man  hat: 

£ae  —  £a{d£(a  +  y)c  —  e£(a  +  y)d] 
=  £ad£yc —  £ac£yd 
cos  p  £a  d  — sin  (i£ac 
—  £a(d  cos  (i  —  c  sin  fi)  —  0 


Digitized  by  Google 


der  2.  Gl.  (14).   Setzt  man 


■y/Z*e 

so  ist  auch  Zß*  =  1,  mithin  in  den  Gleichungen 

Zax  —  0;    Zßx  —  0 

die  Coefficienten  «,  ß  Richtungscosinus  der  2  Räume. 

Um  ß  direct  auszudrücken,  so  hat  man: 

Ze*  -  ^(a  +  y)c +!:»(«  + y)d 

=  (2:«c+coSju)*+(Z«rf  +  siu^)* 

ausserdem  nach  Gl.  (13)  und  (14): 

cos#  =  Zay      cos  tiZac-}- sin  pZad 
0  =  sintere  —  cosfi^arf 

daher  nach  Addition  der  Quadrate 

C0S2#  —  Z*ac+  Z*ad 

Dies  eingeführt  giebt: 

Ze%  =  cos*d  +  2cos#  +  l  =  (l  +  cos#)* 
dZ(a  +  y)c  —  cZ{a  +  y)d 
*  1  +  C08# 

Der  zweite  Neigungswinkel  der  anfangs  gegebenen  Ebenen  ist 
nun  der  Flächenwinkel  r\  zwischen  don  Ebenen 

Zax-Q-,  Zbx  =  0(Za*=*Zb*=*l;  Zab  —  0)  (Eq) 
Zax  -  0;    Z0a  =  0(Za2  =  2:/32  =  1 ;    2«/?  =  0)  (E') 

im  gemeinsamen  Räume  Zax  =  0. 

Aus  einem  beliebigen  Punkte  dieses  Raumes  (y)  fallen  wir  Lote 
auf  beide  Ebenen.  Die  Fusspunkte  seien  (z)  und  (*')■  Dann  ist 
nach  der  Formel  (10),  wo  f  =  R, 

z  =  y  —  aZay  —  bZby  =  y  —  (b—atgk)Zby 
z'  =  y  —  ttZay-ßZßy  =  y—ßZßy 

Hiernach  sind  die  Längen  der  Lote: 
folglich  ihre  Richtungscosiii  us: 

Teil  LXVIU.  25 
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«=»  icosA  —  asinA,  «=  ß 

und  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  beiden  Loten,  mithin  and 
zwischen  beiden  Ebenen: 

cos  tj  —  £(b  cos  A  —  a  sin  A)0 

=  fqp~^  1  £(b  cos  A  —  a  sin  A)  tf[  £(a  cos  A + b  sin      + cos  p] 
-  2ty  cos  A  —  a  sin  A)  <{£(<*  cos  A -f-i  siu  k)<l+  sin  rf| 

™  l+costf 
Nun  ist  nach  (24)  (25) 

ATC08#  —  A 
folglich  nach  Einsetzung  für  A 

cos  1?  =»  iV 

Nach  Gl.  (25)  ist  also 

cos  17  =  iV  A  +  B  +24  —  iVA  +  (32) 

Der  zweite  Nciguugswinkel  ist  somit  die  zweite  Lösung  der  Bedin- 
gungsgleichungeu  des  Maxiraums  oder  Minimums  des  Winkels  zwischen 
den  Räumen  der  gegebenen  Ebenen,  ohne  selbst  Maximum  oder 
Minimum  zu  sein,  und  steht  zum  ersten  Neigungswinkel  in  den  reciproken 
Relationen: 

(cos*  ±\COSri)*=rA  +  B±  2A  -  (£ae±  2bd)*+(2a<l+  £bc)'  (33) 
cos  &  cos  17  =  J  =  2ac  £bd—  Zad  2bc  (3*) 


§.  4.  Bemerkungen. 

Die  beiden  Neigungswinkel  können  von  0  bis  R  variiren.  D>e 
extremen  Werte  des  ersten  entsprechen  den  2  Fällen,  9  —  0,  *° 
beide  Ebenen  sich  in  einem  Räume  befinden ,  und  #  —  U .  "»o  sie 
absolut  normal  zu  einander  stehen. 

Für  #  =  0  ist  die  Bedingung : 

VA  +  B+24+  Va  +  B-^24  =  2 

woraus : 

A+B  =  /l*+l   oder   (l-A)(l-ß)  -  F*  (35) 

Die  Bedingung  des  Falles  9  —  R  ist,  da  die  2  Quadratwurzeln 
positives  Vorzeichen  haben  müssen,  nur  erfüllbar  durch 
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wieder  nur  durch 

2ac  =  0 ;    2ad  =  0 ;  2bc 


0:    2bd  —  0 


iet  dies  statt,  so  ist  bedingungslos  und  constant 

cos#  =  2ay  —  0 

ier  sind  alle  Räume  der  einen  Ebene  normal  zu  allen  Räumen  der 
idern,  mithin  auch  alle  Geraden  der  einen  normal  zu  allen  Geraden 
n  andern.    Diese  Lage  von  2  Ebenen  ist  es,  die  wir  absolut 
tormal  nennen. 

Von  i]  ist  aus  den  Gl.  (24)  (25)  zu  ersehen,  dass  stets 

cos2  r\  <  cos2# 

it.  Wenn  also  auch  rj  immer  den  positiven  spitzen  (wo  nicht  rech- 
fiten) Winkel  bezeichnet,  so  ist  stets 

emnach  ist  nur  für  #  =  0  der  2.  Neigungswinkel  beliebig,  sonst 
über  auf  das  Intervall  von  0  bis  R  beschränkt.   Umgekehrt  ist  #  nur 
tj  =  R  beliebig,  und  variirt  sonst  nur  zwischen  0  und  rj. 


Wir  haben  angenommen,  dass  die  Räume 

2ax  mm  0;    Zbx  0 


(36) 


durch  welche  eine  gegebene  Ebene  bestimmt  war,  sich  rechtwinklig 
treffen.   Gesetzt  es  sei  dies  nicht  der  Fall,  vielmehr 

2Vx  =  0;    2b'x  =  0 

zu  ihrer  Bestimmung  gegeben,  wo  a\  b'  keiner  Bedingung  unter- 
worfen sind.   Dann  kann  man  setzen: 

a'=  u(a COS  x-f-^8iux):    b'  =  v(aCOBX,  -f  l  sin  x,)  (37) 

uud  erhält  zunächst: 

u*  -  2a'*',   v*  -  2b'% 

2a' b'  —  uüCOBfx,—  x) 

wodurch  für  willkürliches  x  die  Grössen  «,  v,  x,  bekannt  sind.  Jetzt 
geben  die  Gl.  (37),  nach  a,  b  aufgelöst: 

a'u  bin  x  —  f/vhin  x, 
•in(x,  —x) 


a  = 


a'vsin  xt  —  &'i*sinx 


8in(x1  — -  x)  1 
anwendbar  auf  alle  4  Coordinatenaxen. 
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Hoppe:  Ueber  die  Stellung  der  Ebene  etc. 


Man  kann  in  der,  durch  diese  Reduction  erreichten  Vereinfachung 
noch  weiter  gehen,  indem  mau  die  2  rechtwinkligen  Räume  (36)  zu 
Coordinatenräumen 

x  =  0;   Xj  —  0 

wählt.   Da  alsdann 

a  =  1 ;  a,  —  o,  «=  a3  =  0 
bx  .  1 ;        £  •==  bt  -  &8  -  0 

wird,  so  hat  man: 

Die  Form  der  gefundenen  Ausdrücke,  so  weit  sie  allein  in  diesen  4 
Summen  dargestellt  sind,  wird  dadurch  nicht  geändert.  Es  zeigt  sich, 
dass  alsdann  jene  Grössen  unabhängig  von  cÄ,  d,,  <?s,  tls  werden. 

Zum  Schluss  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  sich  der  gleiche  Begriff 
des  Neigungswinkels  auch  bei  anderem  Untersuchungsverfahren  ergiebt. 

Eine  Ebene  sei  in  2  Parametern  «,  v  dargestellt  durch  die  4 
analogen  Gleichungen: 

x  «=  au  +  bv;  etc. 

eiue  zweite  ebeuso  durch 

x  =  cu-\-<h\  etc. 

Auf  eiuer  jeden  wird  eine  Gerade  vom  Anfangspunkt  aus  angegeben, 
wenn  man  u  und  v  in  lineare  Relation  stellt,  indem  man  setzt: 

tt  —  tt?C08A;    v  =  trsin  X 

Die  Gleichungen  der  Geraden  sind  dann: 

x  =  (acosA+isin  k)w 

und  von  der  Geraden  auf  der  zweiten  Ebene: 

x  «=>  (ccosfi+^sinft)«? 

Bezeichnet  nun  #  den  Winkel  zwischen  beiden  Geraden,  so  ist 

cos#  =--  £(a  cos  A+ b  sin  A)(c cos  (i-\-d  sin  n) 

Bestimmt  man  #  bei  variirenden  A,  p.  als  Minimum,  so  erhält  mau 
denselben  Ausdruck  (24)  wieder.  Demnach  ist  der  erste  Neigungs- 
winkel zwischen  2  Ebenen  auch  der  kleinste  Winkel  zwischen  2  Ge- 
raden auf  den  Ebenen.  Er  lässt  sich  also  auf  2  Arten  definiren,  ohne 
dass  daraus  ein  begrifflicher  Unterschied  entspringt. 
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XXIV. 

Construction  der  gemeinsamen  Elemente 
zweier  Kegelschnitte. 

Von 

J.  Streissier 

in  Graz. 


1.  Wenn  man  zwei  Kegelschnitte  iT2,  in  einer  und  derselben 
Ebene  beliebig  annimmt,  so  ist  bekannt,  dass  sie  höchstens  4  gemein- 
same Punkte  und  4  gemeinsame  Tangenten  haben  können;  denn  wür- 
den sie  5  dieser  Bestimmungsstücke  (Punkte  oder  Tangenten)  ent- 
halten, so  müssten  sie,  da  ein  Kegelschnitt  jederzeit  aus  diesen  5 
Bestimmungsstücken  eindeutig  bestimmt  ist,  identisch  sein,  oder  beide 
Kegelschnitte  müssten  zusammenfallen. 

Die  Bestimmung  der  gemeinsamen  Punkte  und  Tangenten  ist 
sowol  für  viele  geometrische  Untersuchungen  (wie  das  Normalon- 
problem  der  Kegelschnitte  u.  s.  f.)  als  auch  für  den  Constructeur 
von  besonderer  Wichtigkeit.  Da  dieses  Problem  im  Allgemeinen  vom 
4.  Grade  ist,  so  lässt  es  sich  mit  alleiniger  Hilfe  des  Zirkels  und 
Lineals  —  mit  Ausnahme  jenes  speciellen  Falles,  in  welchem  die 
Gleichung  des  4.  Grades,  welche  unserem  Probleme  entspricht,  in 
zwei  quadratische  Gleichungen  zerfallt  —  nicht  construiren,  und  es 
bleibt  uns  daher  nichts  anderes  übrig,  als  diese  Hindernisse  zu  über- 
brücken und  eine  Methode  anzugeben,  welche  sowol  die  Theorie,  als 
auch  die  Praxis  befriedigt,  und  uns  in  den  Stand  setzt,  in  einfacher 
Weise  die  gemeinsamen  Elemente  zweier  Kegelschnitte  anzugeben, 
welche  durch  ihre  Bestimmungsstücke  gegeben  sind. 

Vorerst  müssen  wir  uns  aber  Einiges  bezüglich  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  in  derselben  Ebene  liegenden  Kegelschnitte  in  Er- 
innerung bringen,  und  zwar: 
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a)  Jeder  Kegelschnitt  teilt  die  Ebene,  in  welcher  er  liegt,  in 
2  Teile,  wovon  sich  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  der 
Curve  befindet. 

b)  Ein  Kegelschnitt  liegt  ganz  ausserhalb  des  anderen,  wenn  der 
innere  Teil  des  einen  ganz  in  den  äusseren  Teil  des  anderen  zu 
liegen  kommt. 

c)  Der  innere  Teil  des  einen  Kegelschnittes  greift  teilweise  über 
den  inneren  Teil  des  anderen  Kegelschnittes. 

d)  Ein  Kegelschnitt  liegt  ganz  innerhalb  des  anderen,  wenn  der 
innere  Teil  des  einen  ganz  in  den  inneren  Teil  des  anderen  und  der 
äussere  Teil  des  einen  ganz  in  den  äusseren  Teil  des  anderen  zu 
liegen  kommt. 

Die  hier  aufgezählten  gegenseitigen  Lagen  zweier  Kegelschnitte 
lassen  den  Constructeur  sofort  erkennen,  ob  die  betreffenden  Kegel- 
schnitte keine,  zwei  oder  vier  (reelle  oder  imaginäre)  Tangenten  und 
Punkte  gemeinschaftlich  haben. 

2.  Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  noch  diejenigen  Hilfssätze 
anführen,  deren  wir  uns  bei  der  Construetion  der  gemeinsamen  Tan- 
genten zweier  in  derselben  Ebene  liegenden  Kegelschnitte  in  erster 
Reihe  bedienen  werden.   Diese  sind: 

a)  Fällt  man  von  den  Brennpunkten  F  uud  F'  einer  Ellipse 
(oder  Hyperbel)  Senkrechte  auf  alle  Tangenten  (T)  derselben,  so 
liegen  deren  Fusspunkte  (*)  auf  der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher 
aus  dem  Curvenmittelpunkte  O  mit  der  grossen  Halbachse  (oder  der 
halben  Hauptachse  AA')  als  Halbmesser  beschrieben  werden  kann. . 

Da  dieser  Kreis  durch  die  Scheitel  A%  A'  der  grossen  Achse 
(oder  Hauptachse)  des  Kegelschnittes  geht,  so  wollen  wir  ihn  den 
Scheitelkreis  nennen.  Bei  der  Ellipse  liegen  die  Brennpunkte 
innerhalb,  bei  der  Hyperbel  dagegon  ausserhalb  des  Scheitelkreises. 

b)  Fällt  man  von  dem  Brennpunkte  F  einer  Parabel  Senkrechte 
auf  alle  Tangenten  (T),  so  liegen  deren  Fusspunkto  (*)  auf  einer 
Geraden  {A»),  welche  die  Parabel  im  Scheitel  (A)  berührt.  Diese 
Gerade  heisst  die  Scheiteltangente  und  man  kann  sie  als  einen 
Scheitelkreis  von  unendlich  grossem  Halbmesser  auffassen. 

Hierdurch  erzielt  man  eine  gewisse  Gleichartigkeit  in  der  Con- 
struetion, wie  dies  schon  das  nachfolgende  Problem  deutlich  beweist: 
Man  soll  von  einem  gegebenen  Punkte  t  aus  die  Tangen- 
ten an  einen  Kegelschnitt  construiren,  wenn  di e  Brenn- 
punkte und  der  Scheitclkrois  (oder  die  Scheiteltangente) 
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desselben  gegebon  sind.  Man  verbindet  in  Fig.  1  den  ausser- 
halb des  gegebenen  Kegelschnittes  gelegenen  Punkt  t  mit  einem  seiner 
Brennpunkte  F,  beschreibt  über  tF  als  Durchmesser  einen  Hilfskreis, 
welcher  den  Scheitelkreis,  der  über  der  grossen  Achse  (oder  Haupt- 
achse) AA'  beschrieben  wurde,  in  zwei  Punkten  *  und  *'  schneidet, 
und  es  ist  sowol  ts  als  ts'  eine  durch  t  gehende  Tangente  an  die 
gegebene  Curve. 

Verlängert  man  Fs  um  sich  selbst  nach  g  und  bringt  gF'  mit 
77  zum  Schnitte,  so  gelangt  man  zum  Berührungspunkte  M  der  Tan- 
gente 7Y,  denn  es  ist  FM=  Mg  und  gF' =  AA' .  Bei  der  Parabel 
ist  gF'  zu  ihrer  Achse  parallel. 

Wir  gehen  nun  zu  unserer  eigentlichen  Aufgabe  Uber,  und  be- 
handeln vorerst  jenen  Fall,  der  dem  praktischen  Constructeur  am 
häutigsten  vorkommt: 

I.  Ein  Kreis  k  und  eine  Ellipse  (oder  Hyporbel)  ist 
durch  ihreAchscn  AA'  und  BB\  oder  was  dasselbe  ist, 
durch  i hrc  Achse  AA'  und  durch  die  reell en  Brennpunkte 
F,  F'  gegeben,  man  construire  ihre  gemeinsamen  Tan- 
genten. (Fig.  2).  Haben  beide  Curven  gemeinsame  reelle  Tan- 
genten, so  kann  man  sich  in  der  Praxis  mit  der  folgenden  mecha- 
nischen Lösung  begnügen. 

Nachdem  man  über  AA'  den  Scheitelkreis  der  Ellipse  (oder 
Hyperbel)  beschrieben  hat,  lege  man  den  Schenkel  §m  eines  rechten 
Winkels  (etwa  mit  Hilfe  eines  rechtwinkligen  Dreiecks)  derart  be- 
rührend an  den  gegebenen  Kreis  fc,  dass  sein  zweiter  Schenkel  sF 
durch  einen  Brennpunkt  (etwa  F)  geht,  und  der  Scheitel  «  dieses 
Winkels  auf  den  Umfang  des  Scheitelkreises  zu  liegen  kommt.  Der 
Schenkel  am  des  rechten  Winkels  Fsm  fällt,  wie  leicht  einzusehen  ist, 
mit  einer  gemeinsamen  Tangente  T  beider  Curven  zusammen. 

Die  Berührungspunkte  M  und  m  der  Tangente  T  ergeben  sich 
ebenfalls  in  einfacher  Weise:  Macht  man  om  parallel  zu  Fs  (oder 
senkrecht  zu  sm  =  T),  so  erhält  man  im  Schnitte  dor  om  und  T 
den  Berührungspunkt  m\  verlängert  mau  Fs  um  sich  selbst  nach  g 
und  zieht  gF',  so  ist  der  Schnittpunkt  von  gF'  mit  T  der  Berüh- 
rungspunkt M  der  Tangente  T  mit  der  Ellipse  (oder  Hyperbel). 

H.  Ein  Kreis  k  und  eine  Parabel,  deren  Scheitel  A 
und  deren  Brennpunkt  F  ist,  sind  gegeben;  man  con- 
struire ihre  gemeinsamen  Tangeuten.   (Fig.  3). 

Errichtet  man  in  A  auf  der  Verbindungsgeraden  AF  (Achse  der 
Parabel  AX)  eine  Senkrechte,  so  erhält  man  die  Scheiteltangente  As 
der  Parabel.  - 
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Wird  nun,  wie  vorher,  der  eine  Schenkel  stn  eines  rechten  Win- 
kels Fsm  berührend  an  den  gegebenen  Kreis  k  derart  gelegt,  dass 
sein  zweiter  Schenkel  sF  durch  den  Brennpunkt  F  und  sein  Scheitel 
*  auf  die  Scheitel tangente  As  der  Parabel  zu  liegen  kommt,  so  gibt 
(der  verlängerte  Schenkel)  m  die  gemeinsame  Tangente  T  beider 
Curven  an. 

Wird  nun  F*  um  sich  selbst  nach  g  verlängert,  und  gM  parallel 
zu  AF  mit  dm  in  M  zum  Schnitte  gebracht,  so  ist  dieser  Punkt  M 
der  Berührungspunkt  der  Tangente  mit  der  Parabel.  Der  Berührungs- 
punkt m  liegt  auf  ms  und  auf  dem  zü  *m  senkrechten  (oder  zu  F» 
paraHelen)  Kreishalbmesser 

3.  Obgleich  die  hier  angeführte  empirische  Art  des  Ziehens  der 
gemeinsamen  Tangenten  an  einen  Kreis  k  und  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt K2  «He  größtmögliche  Genauigkeit  gewährt,  so  wollen  wir 
uns  doch  noch  die  Aufgabe  stellen,  den  Scheitel  s  des  dabei  benutzten 
rechten  Winkels  Fsm  auf  dem  Umfange  des  Scheitelkreises  (oder  auf 
der  Scheiteltaugente)  in  directer  Weise  auszumitteln. 

Hiezu  diene  die  nachfolgende  Betrachtung:  Wenn  man  von  einem 
festen  Punkte  (in  Fig.  4  dem  Brennpunkte  F  eines  Kegelschnittes) 
auf  alle  Tangenten  eines  Kreises  h  Senkrechte  fällt,  so  liegen  deren 
Fusspuukte  *,  *2,  ...  auf  einer  Curve,  der  Fusspunktencurve  von 
k  in  Bezug  auf  F  (als  Pol),  und  diese  ist  bekanntlich  eine  Corvo 
4ter  Ordnung.  Würde  man  diese  Fusspuuktencurve  wirklich  cou- 
struiren,  so  fände  man,  dass  sie  mit  dem  Scheitelkreise  des  Kegel- 
schnittes K*  höchstens  4  reelle  Schnittpunkte  besässe,  deren  jeder, 
wie  leicht  einzusehen,  der  Ort  des  Scheitels  *  des  bei  der  früheren 
Coustruction  benutzten  rechten  Winkels  Fsm  sein  müsste. 

Denkt  man  sich  nun  jeden  dieser  4  Schnittpunkte  mit  F  ver- 
bunden, und  errichtet  man  in  diesen  auf  den  ihm  entsprechenden 
Verbindungsgeraden  Senkrechte,  so  geben  letztere  zwei  Paare  von 
äusseren  und  2  Paare  von  inneren  reellen  gemeinsamen  Tangenten 
der  vorgelegten  Curven.  Gibt  die  Fusspunktencurve  mit  dem  Schoitel- 
kreisc  keiue  oder  2  reelle  Schnittpunkte,  dann  ergeben  sich  bezie- 
hungsweise keine  oder  2  reelle  gemeinsame  Tangenten  an  beide 
Curven. 

In  den  vorliegenden  Fällen  ist  die  Fusspuuktencurv  e  des  Kreises 
h  für  den  Punkt  F  als  Pol,  die  sogenannte  Limac.on  des  über  Fe 
als  Durchmesser  beschriebenen  Hilfskreises  (für  F  als  Pol)  mit  einem 
Parameter,  welcher  die  Länge  des  Halbmessers  des  gegebenen  Kreises 
hat.  Diese  kann  man  punktweise,  wie  folgt,  bestimmen:  Be- 
schreibt man  nämlich  über  der  Strecke  Fo,  welche  den  Brennpunkt 


Digitized  by  Google 


zxceier  Kegelschnitte. 


393 


F  mit  dem  Kreismittelpunkte  o  verbindet,  einen  Hilfskreis,  zieht 
durch  F  eiuen  beliebigen  Strahl  Fs  und  zu  diesem  den  parallelen 
Durchmesser  mm,  so  treffen  die  durch  m  und  m!  zur  Verbindungs- 
geraden oP  (des  Schnittpunktes  P  des  Hilfskreises  mit  dem  Kreis- 
raittelpunkte  o)  gezogenen  parallelen  Kreistangenten  ms  und  mV  den 
Strahl  Fs  rechtwinklig  in  den  Punkten  s  und  s'  der  Limacon,  welche 
überdies  in  den  Schnittpunkten  von  Fo  mit  dem  Kreise  Jfc,  letzteren 
berührt,  und  F  zum  Doppelpunkte  hat. 

Die  Construction  der  Tangenten  in  den  einzelnen  Punk- 
ten .  der  Limacon  unterliegt  bekanntlich  keiner  Schwierigkeit. 
Man  beschreibe  über  Fm  als  Durchmesser  einen  Hilfskreis,  so  geht 
dieser,  weil  Dreieck  Fem  rechtwinklig  ist,  auch  durch  s,  und  es  ist 
dann  dio  Tangente  dieses  HilfskreiseB  in  *  die  Tangente  t,  und  der 
Halbmesser  die  Normale  iV  der  Limacon  im  Punkte  s. 

Die  Tangenten  D,  /),  im  reellen  Doppelpunkte  F  der  Fuss- 
punkteneurve  sind,  wie  aus  der  Construction  hervorgeht,  die  Senk- 
rechten in  F  auf  die  beiden  aus  F  an  den  Kreis  k  gezogenen  Tan- 
genten. 

Auch  die  Doppel  tangen  te  öd'  der  Limacon  ergibt  sich  in 
einfacher  Weise:  Man  verlängere  Fo  um  sich  selbst  nach  S,  und 
ziehe  von  S  aus  die  Tangenten  T  und  Tx  an  den  Kreis  k.  Dio  Ver- 
bindungsgerade der  Fusspuukte  o  und  a'  der  aus  F  auf  diese  Tan- 
genten gefällten  Senkrechten  Fe  und  Fo'  ist  die  gesuchte  Doppel  - 
tangente  öd'.  Die  Richtigkeit  der  Construction  folgt  schon  aus  der 
Symmetrielage  der  ganzen  Figur  4  in  Bezug  auf  die  Symmetrale  So. 

4.  Obgleich  die  Construction  der  Fusspunktencurvo  aus  Punkten 
und  Tangenteu,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  äusserst  einfach  ist, 
so  kanu  man  doch  noch  mit  Hilfe  der  Krümmungskreise  für 
die  einzeluen  Punkte  der  Fusspunktoncurve  schneller  zur  Bestimmung 
der  fraglichen  Punkte  s,  *„      *3  auf  dem  Scheitelkreise  gelangen  *). 

Betrachtet  man  nämlich  drei  benachbarte  Tangenteu  ms,  ins, 
w'V  (Fig.  5)  des  gegebenen  Kreises  h  uud  errichtet  auf  denselben 
aus  F  Senkrechte,  so  kann  man  durch  ihre  Fusspunkte  s,  s" 
einen  Hilfskreis  legen,  welcher  als  Scheitclkreis  eines  mit  ihm  con- 
centrischen  Kegelschnittes  K*  betrachtet  werden  kann,  welcher  die 
Kreistangeuten  ms,  mV  und  mV  zu  Tangenten,  F  zum  Brennpunkte, 
den  Durchmesser  des  Hilfskreises  zur  Achse,  und  den  Halbirungs- 


*)  Siehe  Construetion  des  Krüramungskrcises  u.  8.  f.  von  Dr.  E.  Weyr, 
SiUb.  der  k.  Akad.  d.  Wissensch.  1869. 
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punkt  des  letzteren  zum  Mittelpunkte  hat.  Lässt  man  nun  die  3 
Tangenten  mit  ms  zusammenfallen,  so  gelangt  «'  uud  *"  nach  «;  der 
über  «snn  beschriebene  Hilfskreis  wird  zum  Krümmungskreise  der 
Fusspunkteneune  in  s,  und  der  Kegelschnitt  K*  wird  den  Kreis  k  in 
m  osculiren.  Wäre  also  ms  eine  Tangente  des  Kreises  A-,  und  «  der 
entsprechende  Punkt  der  Fusspunktencurve,  dann  ist  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  34  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  K2,  welcher  F 
zum  Brennpunkte  hat  und  den  Kreis  k  im  Berührungspunkte  ro  oscuürt. 
Da  k  seiu  eigener  und  zugleich  auch  der  Krümmungskreis  von  Ks 
in  m  ist,  so  kann  man  die  Hauptachse  des  letzteren  leicht  ermitteln. 
Man  errichte  nämlich  in  dem  bekannten  Krümmungsmittelpunkte  o 
(des  Kreises  k)  eine  Senkrechte  auf  Fm  und  aus  deren  Fusspunkte 
n  eiue  Senkrechte  nv  auf  mo.  Die  Verbindungsgerade  vF  ist  die 
fragliche  Achse  von  K*. 

Da  der  Mittelpunkt  M0  des  Krümmungskreises  für  *  der  Fuss- 
punktcurvo  auch  in  der  Normale  N  dieses  Punktes  liegt  (welche  be- 
kanntlich den  Halbiruugspunkt  von  Fm  mit  s  verbindet),  so  muss  er 
im  Schnitte  3/0  von  N  mit  Fv  liegen.  Die  Strecke  M0s  ist  dann  der 
Halbmesser  des  Krümmungskreises  K  im  Punkte  *  der  Fusspunkten- 
curve. 

Bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die  Krümmungskreise  für  «„ 
st  und  53,  so  ersetzen  diese  die  Fusspunktencurve  in  ihren  Elemen- 
ten. (Da  n  bei  der  wirklich  ausgeführten  Construction  auf  einem 
Kreise,  dessen  Durchmesser  Fo  ist,  liegt,  so  kann  letzterer  als  Con- 
structionsclemeut  vorteilhaft  in  Anwendung  gebracht  werden). 

Wendet  man  nun  das  Besprochene  auf  die  Bestimmung  des 
Schnittpunktes  s  der  gemeinsamen  Tangente  ms  mit  dem  Scheitel- 
kreise (oder  Scheiteltaugente)  des  durch  AA'  und  FF'  gegebenen 
Kegelschnittes  au  (Fig.  5),  so  kann  man  sich  in  der  Praxis  zur  Er- 
mittdung ciues  Punktes  s  mit  der  Construction  eines  einzigen  Krüra- 
lmingskreises  K  für  einen  Punkt  *'  der  Fusspunktcurve  begnügen, 
welcher  sich  in  unmittelbarer  Nähe  des  Schcitelkreises  (über  AA') 
befindet.  Dieser  Kreis  K  schneidet  den  Scheitelkreis  (oder  die 
Scheiteltangente)  in  s  und  die  Senkrechte  sm  auf  Fs  ist  dann  eine 
gemeinsame  Tangente  T  des  gegebenen  Kegelschnittes  und  des  Kreises 
k.    Die  Bestimmung  der  Berührungspunkte  auf  T  ist  bereits  bekannt. 

Speciollo  Fälle.  Haben  die  gegebenen  Curven  eine  gemein- 
same Symmctrale,  so  wird  die  Construction  unseres  Problems  ver- 
einfacht 

a)  Fällt  der  Mittelpunkt  o  des  gegebenen  Kreises  k  mit  einem 
Brennpunkte  F  des  gegebenen  Kegelschnittes  zusammen,  dann  ist 
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schoo  der  Schnittpunkt  a  seines  Scheitelkreises  mit  k  der  Scheitel 
des  rechten  Winkels  Fa$'  (Fig.  7)  und  ss  eine  gemeinsame  Tangente 
beider  Curven.  - 

b)  Sind  die  gemeinsamen  Tangenten  einer  Ellipse  (welche 
durch  die  grosse  Achse  AA'  =  a  und  die  kleine  Achse  =»  b  gegeben 
ist)  und  eines  mit  ihr  concentrischen  Kreises  h  vom  Halbmesser  r 
zu  construiren  (Fig.  6),  und  nimmt  man  an,  dass  die  aus  F  und  F' 
auf  einer  der  gemeinsamen  Tangenten  errichteten  Senkrechten  Fs  und 
F's'  beziehungsweise  die  Längen  v  und  v'  haben,  so  folgt: 

v-\-v'  =  2r,  und 
v.v'     a%  —  c2  =-  62, 

wo  a  —  AO,  e  —       und  £  die  kleine  Halbachse  bedeuten. 

Construirt  man  diese  Gleichungen,  indem  man  AR  =•  2r  -= 
macht,  über  ^4/2  einen  Halbkreis  beschreibt  und  die  Strecken  AS  und 
SÄ  aufsucht,  welche  SU=b  zur  mittleren  geometrischeu  Propor- 
tionale haben,  so  gelangt  man  zu  v  und  v\  welche  als  Halbmesser 
von  Hilfskreisen,  aus  F  und  F'  beschrieben,  8  Punkte  *,  ...  auf 
dem  Scheitelkreise  bestimmen,  die  entsprechend  verbunden,  vier  ge- 
meinsame Tangenten  beider  Curven  geben.  Ihre  Berührungspunkte 
M  und  m  können  in  bekannter  Weise  construirt  werden. 

III.  Bestimmung  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier 
Kegelschnitte,  welche  durch  ihre  Achsen  AÄ ,  aa  und 
die  auf  ihnen  liegenden  Brennpunkte  F,  F'  und  f,  f  ge- 
geben sind.    (Fig.  8). 

Man  construire  zuerst  die  Scheitelkreise  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte (bei  der  Parabel  ihre  Scheiteltangente)  und  lege  dann  einen 
rechten  Winkel  Fso  (eines  rechtwinkligen  Dreiecks)  derart  in  den 
Schcitelkrci8  über  AÄ,  dass  sein  Schenkel  Fs  durch  einen  Brennpunkt 
(hier  F)  geht,  der  Scheitel  s  auf  den  Scheitelkreis  zu  liegen  kommt, 
und  der  zweite  Schenkel  so  den  Scheitelkreis  Über  aa'  in  zwei  Punk- 
ten o  und  tf,  derart  trifft,  dass  sie  mit  den  Fusspunkten  der  Senk- 
rechten fo  und  f'o1  aus  /  und  f  auf  so  errichtet,  zusammenfallen; 
dann  ist  so  eine  gemeinsame  Tangente  beider  Kegelschnitte. 

Da  Fs  parallel  zu  fo  ist,  so  erscheint  der  mechanische  Construc- 
tionsvorgang  äusserst  einfach. 

Wäre  der  Kegelschnitt,  dessen  Brennpunkto  F  und  Ff  sind,  eine 
Parabel,  so  müsste  der  Scheitel  s  des  rechten  Winkels  Fso  auf  der 
durch  A  zur  Parabelachse  AF  senkrecht  geführten  Scheiteltangentc 
zu  liegen  kommen,  sonst  bliebe  der  Vorgang  dem  vorigen  analog. 


)igitized  by  Google 


396 


Streissler:  Construction  der  gemeinsamen  Elemente 


Die  Construction  der  Berührungspunkte  M  und  m  der  gemeinsamen 
Tangente  kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

In  speci eilen  Fällen  ist  die  Ermittelung  der  Schnittpunkte 
*,  . .  .  überraschend  einfach.  In  Fig.  9  ist  ein  solcher  Fall  ersicht- 
lich; hier  fallen  die  Achsen  beider  gegebenen  Kegelschnitte  in  eine 
Gerade,  und  der  Brennpunkt  F  ist  beiden  Kegelschnitten  gemein- 
schaftlich. Die  Schnittpunkte  *  und  sl  beider  Scheitelkreise  sind  die 
fraglichen  Punkte,  durch  welche  die  gemeinsamen  Tangenten  T  und 
Tx  (senkrecht  auf  bF  und  sxF)  hindurchgehen. 

Wir  wollen  nun,  den  allgemeinen  Fall  in  Fig.  8  im  Auge  behal- 
tend, zur  directen  Coustruction  der  Punkte  s  und  a  schreiten,  und 
uns  dabei  wieder  des  Krümmungskreises  für  einen  in  der  Nähe  des 
Scheitelkrcises  (über  AA')  befindlichen  Punktes  *'  der  Fusspunkten- 
curvc  des  Kegelschnittes  (aa',  ff)  für  F  als  Pol,  bedienen. 

Der  Mittelpunkt  M0  des  fraglichen  Krümmuugskreises  für  $  der 
Fusspunktcurve  ist  bekanntlich  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes, 
welcher  den  Pol  F  zum  Brennpunkte  und  den  Kegelschnitt  (aa\  ff') 
im  Berührungspunkte  mf  der  Tangente  sm'  (welche  s'  entspricht) 
osculirt. 

Die  Achsenrichtung  Fv  des  osculirenden  Kegelschnittes  kann 
man  sofort  bestimmen,  sobald  der  Krümmungsmittelpunkt  fi  des 
Punktes  m  des  Kegelschnittes  (aa\  ff')  bekannt  ist 

Man  errichte  nämlich  von  n  aus  eine  Senkrechte  pn  auf  die 
Verbindungsgerade  m'F  uud  von  ihrem  Fusspunkte  n  eine  Senkrechte 
»v  auf  die  Normale  des  Punktes  m',  in  welcher  bekanntlich  auch  f* 
liegt ;  dann  ist  die  Gerade  vF  die  verlangte  Achsenrichtung.  Diese 
schneidet  nun  die  Normale  x'M0  des  Punktes  *'  der  Fusspnnkteu- 
curvc  (welche  den  Halbirungspunkt  von  Fm'  mit  »'  verbindet)  im 
Mittelpunkte  M0  des  gesuchten  Krümmuugskreises,  uud  ein  Bogen  K 
d«*s  letzteren  trifft  den  Schcitelkreis  (über  AA')  in  einem  dem  Punkte 
$'  benachbarten  Punkte  durch  welchen  eine  gemeinsame  Tangeutc 
smo  beider  Kegclschnitto  senkrecht  auf  Fs  hindurchgeht  Die  Be- 
stimmung der  Berührungspunkte  M  und  m  auf  so  kann  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden. 

Anmerkung.  Da  die  genaue  Ermittlung  des  Krümmungs- 
mittelpuuktes  ji  des  Kegelschnittes  für  die  einzelnen  Punkte  desselben 
in  unserem  Probleme  eine  wichtige  Rolle  spielt,  so  wollen  wir  uns 
die  bekannte  und  bereits  angewandte  Construction  ins  Gedächtniss 
zurückrufen.  Ist  nämlich  m  ein  Punkt  eines  Kegelschnittes, 
T  und  n  seine  Tangente  uud  Normale ,  und  schneidet  N  die  Haupt- 
achse AA'  des  Kegelschnittes  in  «,  so  errichtet  mau  in  diesem  Punkte 
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eine  Senkrechte  n  v  auf  die  Normale  n  des  Punktes  m  und  zieht  aus 
ihrem  Fusspunkte  v  eine  Senkrechte  auf  die  Verhindungsgerade  von 
m  mit  F\  diese  schueidet  die  Normale  n  in  dem  Krüminungsmittol- 
pankte  p  des  Punktes  m  des  gegebenen  Kegelschnittes.  Da  diese 
Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktcs  für  die  Scheitel  des  Kegel- 
schnittes ihre  Giltigkeit  verliert,  so  bestimmt  mau  die  Länge  des 
Krümmungshalbmessers  mit  Hilfe  der  nachfolgenden  bekannten  For- 
meln, und  zwar  ist 

■ 

für  die  Scheitel  der  grossen  Achse  der  Ellipse  (od.  Hyperbel)  der 

Krümmungshalbmesser  r  =  - 

as 

n     n       n        »   kleinen  Achse  „  ?•,  =  — 

wo  a  und  b  die  grosse  und  kleine  (od.  imaginäre)  Halbachse  bc- 
deaten. 

Für  den  Scheitel  der  Parabel  ist  der  Krümmungshalbmesser 
p 

»■=2»  wo  p  den  Parameter  der  Parabel,  d.  i.  die  im  Brennpunkte 
auf  die  Parabelachse  errichtete  Sehne,  bedeutet. 

IV.  Bestimmung  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier 
Kegelschnitte,  welche  durch  5  Punkte,  oder  durch  5 
Tangenten  gegeben  sind.  Um  diese  Aufgabe  mit  der  vorigen 
in  Einklang  zu  bringeu,  wird  es  sich  zunächst  darum  handeln,  auf 
die  einfachste  Weise  die  Achsen  und  die  Brennpunkte  des  durch 

5  Elemente  eindeutig  bestimmten  Kegelschnittes  zu  construirou. 

1.  Sind  5  Punkte  (7,  77,  777,  TT,  V)  eines  Kegelschnittes 
gegeben,  so  construirt  man  zunächst  mit  Hilfe  des  Satzes  von  Pascal 
in  einem  derselben  (etwa  in  7)  eine  Tangeute  Tv    Werden  nämlich 

6  Punkte  eines  Kegelschnittes  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  7, 
2Tf  . . .  VI  bezeichnet,  und  man  verbindet  nun  successive  7  mit  77, 
77  mit  Z77,  .  .  .  und  VI  mit  7,  so  entsteht  ein  Sehneusechseck  im 
Kegelschnitte,  in  welchem  sich  bekanntlich  die  3  Paare  seiner  Gegen- 
seiten (/  II  und  IV  r,  II  UI  und  V  Vl>  III  IV  und  VII)  in  drei 
Punkten  (pa,  j>4,  pb)  schneiden,  welche  auf  einer  Geraden  (der  Pas- 
carschen  Linie  n)  liegen. 

Lässt  man  2  Ecken  dieses  Sehneusechsecks  (etwa  I  und  VI)  un_ 
endlich  nahe  an  einander  rücken,  oder  zusammenfallen,  so  wird  / 
VI  zur  Tangente  des  Kegelschnittes  im  Punkte  I. 

Um  also  die  Tangente  Tt  in  einem  beliebigen  Punkte  (z.  B.  in  I) 
des  gegebenen  Kegelschnittes  (7,  77,  . . .  V)  (Fig.  10.)  zu  erhalten, 
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müsste  man  den  nachfolgenden  Constructionsgang  beobachten:  Durch 
die  Schnittpunkte  p3  (von  ///  mit  IV  V)  und  p4  (von  II  III  mit  r 
I  7,  wobei  VI  mit  /  zusammenfallend  angenommen  wird)  geht  die 
Pascal'sche  Linie  n\  diese  begegnet  der  III IV  in  pb  und  durch  pb 
und  /  geht  die  fragliche  Taugente  Tu  welche  /  zum  Berührungspunkte 
hat.  Beschreibt  mau  nun  einen  Hifskreis  O'.  welcher  Tt  in  /  be- 
rührt, so  befindet  sich  bekanntlich  Kreis  und  Kegelschnitt  (/,  II,  ... 
V)  in  perspectivischer  Collineation  für  I  als  Centrum.  Zieht  man 
durch  /  die  Collineationsstrahlcn  I  II,  I  III,  I IV  und  bestimmt  die, 
den  Punkten  U,  III,  IV  und  V  des  Kegelschnittes  entsprechenden 
Punkte  2,  3,  4  und  5  des  Kreises  O',  so  gelangt  man  durch  die  ge- 
radlinige Verbindung  der  Schnittpunkte  c  und  4  je  zweier  entspre- 
chenden Strahlen  (nämlich  35  und  77/  V;  34  und  III  IV)  zur  Colli- 
neationsachse  c4  =  C,  oder  zur  gemeinsamen  Secaute  des  Hifskreises 
und  des  gegebenen  Kegelschnittes.  —  Das  Centrum  /  und  die  Colli- 
neationsachse  C  setzen  uns  bekanntlich  in  den  Stand,  zu  jedem  Punkte 
tl  des  Kreises  O'  den  entsprechenden  (collinear  verwandten)  Punkt 
D  des  Kegelschnittes  zu  construiren.  Dies  vorausgesetzt,  schreiten 
wir  zur  Constructiou  der  Achsen  des  Kegelschnittes:  Zieht  man 
durch  den  Kreismittelpunkt  O'  den  senkrechten  Durchmesser  ddr  zu 
C,  und  sucht  zu  d  und  dt  die  entsprechenden  Punkte  D  und  Di 
des  Kegelschnittes,  welche  auf  den  Collineationsstrahlcn  Id  und  i<;: 
liegen  müssen,  so  findet  man  weiter,  dass  sowol  die  Kreistangenten 
t  und  i8  in  den  Kreispunkten  d  und  dx ,  als  auch  die  verwandten 
Kegelschnittstangenten  T  und  Tt  in  D  und  Z),  zur  Colliueationsachse 
C  parallel  sein  müssen. 


sein,  und  da  das  &IDx,  welches  die  Tangenten  T  und  Tx  mit  10 
bilden,  gleichschenklig  ist ,  so  muss  auch  A  =  xD  sein.  In  gleicher 
Weise  findet  man  Iy  =■  yDt. 

Nun  wissen  wir  aber:  wenn  die  Tangenten,  welche  von 
einem  ausserhalb  eines  Kegelschnittes  gelegenen  Punkte  (.<  oder  y) 
an  diesen  gezogen  werden,  gleich  sind,  oder  mit  ihrer  Berührungs- 
sehne gleiche  Winkel  bilden,  so  gebcu  die  Halbiruugsgeraden 
der  von  ihnen  gebildeten  Winkel  die  Achsenrichtung  des  Kegel- 
schnittes an. 

Halbirt  man  also  die  Winkel  bei  x  und  y,  so  sind  die  Winkel- 
halbirenden  Ax  und  B'y  die  Achsonrichtungon  des  Kegelschnittes 
(/,  H,  . . .  V). 


Da  nun 


so  muss  auch 


Wkl.  xW  =  Idt, 


Wkl.  xID  -IDT 
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Schneidet  die  Tangente  7",  und  die  Normale  u,  in  /  die  Achsen- 
richtung yB'  beziehungsweise  in  y  und  »,  und  beschreiht  man  über 
yz  einen  Kreis,  welcher  Ax  in  F  und  F'  schneidet,  so  sind  letztere 
Punkte  die  Brennpuukte  des  Kegelschnittes  *).  Errichtet  mau  von 
einem  der  gefundenen  Brennpunkte  (z.  B.  F)  eine  Senkrechte  Fu  auf 
der  Tangente  Tx  und  verbindet  den  Fusspunkt  *  mit  dem  Kegel- 
schnittsmittelpunkte O  durch  die  Strecke  «0,  so  ist  diese  der  Halb- 
messer des  Scheitelkreises,  und  seine  Schnittpunkte  «,  a  mit  der, 
die  reellen  Brennpuukte  enthaltenen  Achsenrichtuug  Ar,  sind  zwei 
Scheitel  des  Kogelschnittes  (/,  //,...  V). 

2.  Sind  5  Tangenten  {Tu  ?*»,..•  Tb)  eines  Kegel- 
schnittes gegeben,  so  construire  mau  zunächst  mit  Hilfe  des  Satzes 
von  Brianchon  die  Berührungspunkte  I,  II  und  III  auf  den  bezüg- 
lichen Tangenten  Tl%  Tt  uud  Tä  des  gegebenen  Kegelschnittes 
(Fig.  11.). 

Zu  diesem  Behufe  betrachtet  man  6  Tangenton  Ttl  7'2,  , . .  T$ 
eines  Kegelschnittes,  welche  in  irgend  einer  Reihenfolge  genommen, 
ein  Sechsseit  formiren,  in  welchem  sich  bekanntlich  die  Verbindungs- 
geraden je  zweier  Gegenecken  (7^  T%)  mit  ('l\Tb\  (r2r3)  mit  (TsTe) 
und  (TäTA)  mit  (TqT^)  in  einem  uud  demselben  Puukte  (dem  Bri- 
anchon'schen  Punkte)  schneideu.  Lässt  mau  nun  2  Tangenten  (etwa 
r,  und  T6)  unendlich  nahe  rücken,  oder  zusammenfallen,  so  wird  ihr 
früherer  Schnittpunkt  I  zum  Berührungspunkte  der  Tangente  Tx  des 
Kegelschnittes.  Um  also  don  Berührungspunkt  /  graphisch  zu  er- 
mitteln, verbindet  man  die  Schnittpunkte  {Tk  T2  mit  1\  75)  und  (Ts73 
mit  TbT%)  geradlinig;  ihre  Verbindungsgeraden  bestimmen  den  Bri- 
anchon'schen  Punkt  0,  welcher  mit  dem  Schnittpunkte  (T3TA)  ver- 
bunden die  Tangente  TL  in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  /  trifft. 
In  analoger  Weise  werden  die  Berührungspunkte  II  und  III  auf  T% 
und  Ts  ermittelt. 

Um  zum  Mittelpunkte  O  des  Kegelschnittes  zu  gelangen,  be- 
stimmt man  eine  Mittelpunktsgerade  p  desselben,  nach  dem  Satze, 
dass  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  einer  durch  4  Tan- 
genten bestimmten  Kegelschnittschaar  auf  einer  Geraden  (der  Mittei- 
punktsgeraden  u)  liegen,  welche  die  Halbirungspunkte  der  3  Diago- 
nalen des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  Tx  Tt  Tz  TK 
gebildeten  vollständigen  Vierseits  enthält  Die  zweite  Mittelpnukts- 
gerade  |*r,  welche  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Taugenten  (7\  Tt) 
und  den  Halbirungspunkt  ihrer  Berührungsschne  (/  //)  hindurch  geht, 
schneidet  p  im  Kegelschnittsmittelpunkte  O. 


^ffafc^Dr.  Standigl'fl  Neuer«"  Geometrie,  png.  158. 
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Die  Achse  nriehtung  des  in  Rede  stehenden  Kegelschnittes 
findet  mau  iu  nachfolgender  Weise:  Man  lege  durch  die  drei  Be- 
rührungspunkte I,  II,  III  der  bezüglichen  Kegelschnittstangenten  einen 
Hilfskreis  &;  dieser  trifft  den  Kegelschnitt  noch  in  einem  vierten 
reellen  Punkte  4,  welchen  mau  linear  leicht  ermitteln  kann:  Man 
ziehe  nämlich  in  I  und  III  die  Taugeuten  tt  und  tt  au  den  Hilfskreis 
fc,  und  verbinde  ihren  Schuittpuukt  c  mit  dem  Schnittpunkte  c  der 
Tangenten  7',  und  Ts  in  I  und  II  des  Kegelschnittes,  durch  die  Ge- 
rado G. 

Zieht  man  ferner  dio  Vcrbiudungsgeraden  /  II  und  ///,  so  wird 
von  ihuen  dio  Gerade  O  in  zwei  Punkten  q  und  p  getroffen ,  welche 
mit  /  und  //  durch  Ip  und  Ilq  verbunden  den  vierten  Schnittpunkt 
4  des  gegebenen  Kegelschnittes  uud  des  Hilfskreises  k  geben. 

Nun  bestimmen  die  Punkte  /,  //,  ///  und  4  ein  vollständiges 
Kreis  Viereck,  in  welchem  bekanntlich  die  Halbirungsgeraden  des 
Winkels  und  Nebenwinkels  eines  der  drei  Scitenpaare  die  Richtungen 
II  und  R'  der  Kegelschnittachscn  sind.  Diese  sind  nun  parallel  za 
sich  selbst  uach  OB  und  OA  zu  verschiebeu.  Sollten  jedoch  die 
Achsenrichtuugen  sofort  durch  den  Mittelpunkt  O  gehen,  so  ist  es  am 
einfachsten,  die  Achsen  der  Involution  der  conjugirten  Durchmesser*) 
(die  hier  mit  Hilfe  der  Geraden  1  II  und  fi',  10  und  T,  leicht  ge- 
funden werden  können)  zu  construiren. 

Die  Brennpunkte  Fund  F*  können  nuu  mit  Hilfe  der  Tan- 
gente T3  und  Normale  ws  des  Punktes  ///,  und  der  Scheitelkreis 
(über  AA')  mit  Hilfe  der  aus  F  auf  2'3  gefällten  Seukrechten  Fi, 
wie  vorher,  construirt  werden. 

Die  Bestimmung  der  Brennpunkte  und  des  Scheitelkreises  in  1) 
und  2)  überragt  (unserer  Ansicht  nach)  alle  diesbezüglichen  Con- 
struetionen  an  Einfachheit  und  Präcision,  was  bei  der  Lösung  uuseres 
Hauptprobleme8  von  nicht  zu  unterschätzender  Wichtigkeit  ist. 

V.  Bestimmung  der  reellen  und  imaginären  Schnitt- 
punkte zweier  Kogelschnitte  (Fig.  12.). 

Wir  stützen  uns  dabei  auf  den  nachfolgenden  Satz:  Zwei  Kegel- 
schnitte, welche  zwischen  denselben  Taugenteu  liegen,  stehen  zu  ein- 
ander in  colliuearer  Beziehung  (Verwandtschaft)  für  ihren  Schnitt- 
punkt S  als  Centrum  und  für  zwei  von  eiuander  verschiedene 
Collineationsachsen  C  und  C. 


*)  8iehc  Jac.  Steiner'»  Vorlesungen  von  Dr.  Schröter. 
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Zieht  man  nämlich  durch  S  irgend  eine  Gerade  Sc,  welche  die 
gegebenen  Kegelschnitte  in  vier  Punkten  schneidet,  und  ordnet  dem 
Schnittpunkte  c  des  eiueu  den  Schnittpunkt  c  des  anderen  Kegel- 
schnittes zu,  so  ist  es  nicht  schwer,  mit  Hilfe  dieser  Punkte  und  der 
Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Taugenten  die  beiden  Colli- 
neationsarhsen  C  und  C  zu  construiren.  Wenn  uun  die  Tangenten 
&i  und  S!j  die  Kegelschnitte  beziehungsweise  in  «r,  a'  und  b'  be- 
rühren, so  entspricht  iu  der  collinearcn  Verwandtschaft 

dem  Punkte  a  der  Puukt  a', 

i)       »      &    »      »  ^ 

und  daher  der  Geraden  a&  jene  a'b'.  Die  letzteren  treffen  sich  in 
einem  Punkte  3,  durch  welchen  C  und  6"  hindurch  geht. 

Da  ferner  c  und  c'  zugeordnete  Punkte  sind,  so  müssen  cb  und 
c'b'  entsprechende  Gerade  sein,  welche  sich  in  ciuem  Punkte  1  der 

Collineationsachsc  C  treffen ,  so  dass  13  =  C  ist.  Ordnet  man  dem 
Punkte  c  jenen  c"  zu,  so  sind  cb  und  c'b'  ebenfalls  zwei  zugeordnete 
Gerade  und  daher  ihr  Schuittpuukt  2  ein  Punkt  der  Colliucations- 
achse  C",  welcho  noch  durch  3  hindurch  geht.  C  uud  C  bestimmen 
mit  den  gegebenen  Kegelschnitten  ihre  gemeinsamen  (reellen  /,  // 
und  imaginären)  Schnittpunkte,  weil  diese  Punkte  im  collincaren 
Systeme  sich  selbst  entsprechende  Punkte  sind. 

In  diesem  Probleme  tritt  die  Aufgabe  zu  wiederholtem  Male  auf: 
Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  ciuem  Kcgelschuittc  zu  con- 
struiren, welcho  durch  ihre  Achsen  uud  Brennpunkte  gegeben  sind. 
Wir  glaubou,  dass  sich  das  nachstehende  £onstructionsverfahrcn  am 
zweckmüssigsteu  hiezu  eignen  dürfte.  Es  beruht  auf  dem  Satze,  dass 
der  Ort  eines  Punktes,  der  eine  gleiche  Eutferuuug  von  einem  festen 
Punkte  und  einem  festen  Kreise  hat,  ein  Kegelschnitt  ist,  u.  z.  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  feste  Punkt  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  festen  Kreises  liegt.  Bei  der  Parabel  tritt,  statt  des 
festen  Kreises,  die  Leitlinie  auf. 

Betrachtet  man  den  einen  Brennpunkt,  z.  B.  F,  als  den  festen 
Punkt,  dann  ist  bekanntlich  der  Kreis  A",  welcher  mit  AA'  aus  dem 
anderen  Brennpunkte  F*  beschrieben  wird,  der  feste  Kreis,  und  alle 
Punkte  des  Kcgelschuittes  haben  dann  von  F  und  K  einen  gleichen 
Abstand.  Wir  nennen  K  die  Lcitkre islinio  des  Kegelschnittes 
[bei  der  Parabel  geht  sie  in  dio  Leitlinie  über].  Ist  nun  G  eine 
Gerade,  deren  (reelle  und  imaginäre)  Schnittpunkte  mit  dem  Kegel- 
schnitte construirt  werden  sollen,  so  errichtet  man  von  F  eine  Senk- 
rechte Fs  auf  G,  ujfMMfrtfctt  diese  um  sich  selbst  nach  g.  Legt 
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man  nun  durch  F  und  g  einen  Hilfskreis  k  von  beliebig  grossem 
Halbmesser,  dessen  Mittelpunkt  auf  G  liegt,  und  welcher  A'  im  all- 
gemeinen in  2  Punkten  (1  und  2)  schneidet,  dann  treffen  sich  die 

Geraden  Fg  und  1,  2  in  einem  Punkte  P,  von  welchem  aus  an  Ä' 
zwei  Tangenten  PI,  Pl>  gezogen  werden  können,  deren  Berührungs- 
punkte 1  und  b'  sein  sollen.  Führt  man  nun  durch  b  und  V  zora 
Brennpunkte  F'  Gerade,  welche  G  in  /  und  //schneiden,  so  sind 
letztere  Punkte  die  gesuchten  Schnittpunkte  von  G  in  dem  gegebenen 

Kegelschnitte;  denn  es  ist  z.  B.  Pb*  =  Pl.P2  —  PF.  Pg,  und  der 
durch  /«;  g  und  b  aus  /  gelegte  Kreis  berührt  Pb  und  daher  auch 
die  Leitkreisliuio  A'. 

Bei  der  Parabel,  deren  Brenupuukt  F  und  Leitlinie  Ä  bekannt 
sind,  fällt  mau  von  F  auf  die  gegebene  Gerade  G,  deren  Schnitt- 
punkte /  und  11  mit  ihr  gesucht  werden  sollen,  eine  Senkrechte  F$  und 
verlängert  dieselbe  um  sich  selbst  nach  g.  Nun  lege  man  wieder 
durch  F  und  g  einen  beliebigen  Hilfskreis  k  derart,  dass  sich  von 
dem  Schnittpunkte  P  der  Verbiudungsgeraden  Fg  und  der  Leitlinie 
K  an  k  zwei  Taugenten  PI  und  P2  ziehen  lassen.  Mit  der  Länge 
der  Taugente  PI  beschreibe  man  aus  P  einen  zweiten  Kreis  k\  wel- 
cher die  Leitlinie  A'  in  b  und  b'  schneidet,  alsdann  treffen  die  Senk- 
rechten bl,  b'll,  aus  b  und  bf  auf  A'  errichtet,  die  gegebene 
Gerade  G  in  den  fraglicheu  Schnittpunkten;  denn  es  ist  z.  B 
FI*  =  l*b*  =  PF.  Pg  und  ein  durch  F,  g  und  /*  aus  /  gelegter  Kreis 
berührt  daher  die  Leitlinie  A'  in  b. 

Anmerkung.  Zur  schnelleu  Bestimmung  der  Schnitt- 
punkte zweier  Ellipsen,  welche  durch  die  Halbachsen  a,  b  und 
a,  ß  gegeben  sind,  dürfte  sich  vielleicht  das  nachstehende  mechanische 
Verfahren  eignen:  Man  trage  auf  je  einem  Papierstreifen  die  gegebe- 
nen Halbachsen  der  Ellipsen,  von  einem  beliebigen  Punkte  M  aus, 
auf;  hierauf  verschiebe  man  diese  derart,  dass  die  HalbachsendifFe- 
renz  mit  ihren  Endpunkten  stets  auf  den  Achsen  der  ihuen  entspre- 
chenden Kegelschnitte  zu  liegen  kommen.  Da  in  dieser  Weise  die 
Punkte  M  der  beiden  Streifen  Ellipsenpunkte  bestimmen,  so  geben 
sie  offenbar  bei  ihrem  Zusammenfallen  einen  Schnittpunkt  beider 
Ellipsen  an. 

Specieller  Fall.  Es  sind  die  Sch nittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte zu  bestimmen,  deren  Achsen  (AA\  aa!)  in  einer 
Geraden  liegen*).  Da  je  ein  Paar  von  gemeinsamen  Tangentcu 
beider  Kegelschnitte  bezüglich  der  Geraden  (AA\  aa)  symmetrisch 


•)  R.  KicmUchik,  Sitib.  der  k.  Ak.  d.  W.  1869,  2.  Abhandig. 
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liegt,  so  muss  in  diesem  Falle  jede  der  beiden  Collineationsachsen 
Cond  C  auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehen,  und  ihre  Richtung 
ist  also  immer  bekannt. 

Schneidet  man  nun  die  beiden  Kegelschnitte  mit  einer  zu  der 
Achsenrichtuog  (AA\  aa')  parallelen  Geraden  (?,  so  erholt  man  zwei 
involutorische  Reihen,  deren  entsprechende  Punkte  je  2  Schnittpunkte 
(p,  p'  und  TT,  »')  desselben  Kegelschnittes  mit  G  sind. 

Diese  Punkte  lassen  sich  bei  den  Ellipsen  mit  Hilfe  der  über 
den  Achsen  beschriebenen  concentrischen  Kreise  direct  und  am  leichte- 
sten finden. 

Projicirt  man  diese  Punktreihen ,  deren  entspr.  Elemente  /),  p' 
uud  «,  n'  sind,  auf  jene  Gerade,  in  welcher  die  Achsen  AÄ  und 
aa  beider  Kegelschnitte  liegen,  und  welche  ebenfalls  2  involutorische 
Reihen  (mit  den  entspr.  Elementen  A,  Ä  und  a,  a)  enthält,  in  der 
Richtung  der  Collineationsaxe  C  (also  senkrecht  auf  AA'),  so  erhält 
man  2  zusammenfallende  involutorische  Punktsysteme,  welche  im  all- 
gemeinen ein  Paar  coujugirter  Punkte  p,  p  besitzen,  die  beiden  in- 
volutorischen  Punktsystemen  angehören.  (Siehe  Steiner's  Vorlesungen 
pag.  58).  Zieht  man  durch  diese  Punkte  p  und  p  parallele  Geraden 
9  und  g  zu  C,  so  sind  die  Schnittpunkte  /,  //. . .  dieser,  mit  einem 
der  gegebenen  Kegelschnitte,  bereits  die  gesuchten  Schnittpunkte 
beider  Kegelschnitte. 

Wir  hoffen  auf  den  letzteren  Gegenstand  nochmals  zurück  zu 
kommen,  und  verweisen  unterdessen  auf  die  preisgekrönte  Schrift 
Dr.  Kortum's  „üeber  geometr.  Aufgaben  des  3.  und  4.  Grades"  uud 
auf  dio  diesbezüglichen  Constructionen  von  Chasles. 

Graz,  November  1880. 
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Kegelschnittbüschel-Constructionen. 


Zweiter  Artikel. 
Zur  Construction  dee  polaren  Kegelschnittes  gegebener  Geraden. 


Von 


Franz  Bergmann. 


1.   Bezeichnet  g  eine  willkürliche  Gerade  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittbüschels und  bewegt  sich  in  derselben  ein  Puukt      so  be- 
schreibt bekanntlich  der  demselbcu  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt- 
büschel   conjugirte  Punkt  P  eine  Kegelschuittlinie  G\  wir  köuneu 
somit  dieselbe  als  den  geometrischen  Ort  der  zu  sämmt- 
lichcn  Punkten  der  Geraden  g  bezüglich  des  Kegel- 
schnittbü8chcls  conjugirten  Punkte  bezeichnen.  Ein- 
spricht nun  dem  willkürlichen  Punkte  p  auf  der  Geraden  der  Punkt 
/'  auf  dem  Kegelschnitt,  so  werden  die  Polaren  des  enteren  Punktes 
in  Bezug  auf  sämmtliche  einzelnen  Büschclkegelschnitte  sich  im  Punkte 
/»schneiden,  und  umgekehrt  werden  die  Polaren  des  letzteren  Punktes 
in  Bezug  auf  die  einzelnen  Büschclkegelschnitte  einen  Strahleubüschel 
mit  dem  Mittelpunkte  p  bilden;  demzufolge  kann  die  Gerade  g,  da 
sie  ebenfalls  ein  Element  dieses  Strahlcubüschcls  vorstellt,  als  die 
Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  irgend  einen  bestimmten  Büschel- 
kegelschnitt  aufgefasst  werden.    Da  nun  analoge  Beziehungen  zwischen 
jedem  anderen  Punkte  der  Geraden  uud  seinem  conjugirten  auf  dem 
Kegelschnitte  herrschen,  können  wir  deu  letzteren  auch  als  den  geo- 
metrischen  Ort  des  Poles  der  Geraden  g  in  Bezug  auf 
sämmtliche    einzelnen    Kegelschnitte    des  gegebenen 
Büschels  definiron.    Wir  wollen  daher  im  Weiteren  den  so  de- 
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fiuirten  Kegelschnitt  G  als  den  polaren  Kegelschnitt  der  Ge- 
raden g  in  dem  betrachteten  Kegelschuittbüschcl  be- 
zeichnen. 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  bereits  eine  Construction  dieses 
polaren  Kegelschnittes:  Sind  ki  und  k2  zwei  willkürliche  Kegelschuitte 
eines  Büschels  und  g  eine  gegebene  Gerade;  sind  ferner  Px  und  P% 
die  Pole  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  kx  und  ks ;  so  haben  wir  zu 
jedem  einzelnen  Punkte  p  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  kt  und  kt 
die  entsprechenden  Polaren  zu  construiren  und  ihren  Schnittpunkt  P 
aufzusuchen;  derselbe  ist  bereits  der  zu  p  im  Kegelschnittbüschel 
eonjugirte  Punkt  und  da  die  Gesammthcit  der  so  construirteu  Po- 
larenpaare zwei  Strahlenbüschel  mit  den  Mittelpunkten  1\  und  P* 
bildet ,  welche  einander  bekanntlich  projectivisch  entsprechen ,  so  ist 
ihr  Erzeugniss,  der  Ort  des  Punktes  P,  tatsächlich  ein  Kegelschnitt 
Anstatt  der  beiden  willkürlich  gewählten  Kcgelschnitto  und  * 
können  auch  die  —  reellen  —  Geradenpaare  des  Büschels  genommen 
werden;  sodann  vereinfacht  sich  insofern  diese  Construction,  indem 
das  Aufsuchen  der  erwähnten  Polaren  auf  die  Construction  des  vierten 
harmonischen  Strahles  zu  drei  gegebenen  zurückgeht. 

Wir  entwickeln  im  Nachfolgenden  eine  andere  Construction  des 
polaren  Kegelschnittes  einer  Geraden,  welche  ebenso  allgemein  ist, 
da  sie,  wie  die  vorige,  sich  stets  anwenden  lässt,  es  mögen  die  Mit- 
telpunkte des  Kegelschnittbüschels  reell  oder  imaginär  sein. 

2.  Es  sei  ein  Kegclschnittbüschel  in  allgemeinster  Art  und  Weise 
durch  zwei  auf  den  willkürlich  gewählten  Trägern  t  und  r  gegebene 
Punktinvolutionen  [n  und  a\  b  und  b'\  a  und  a',  ß  und  ß'~\  bestimmt; 
seine  Elemente  werden  bekanntlich  durch  jene  Kegelschnitte  der 
Ebene  vorgestellt,  für  welche  die  involutorich  verwandten  Punktc- 
paare auf  t  und  x  conjugirt  sind.  Bezeichnen  wir  mit  t  =»  £  den 
Schnittpunkt  der  Träger  t  und  x  und  suchen  die  demselben  involu- 
torisch  entsprechenden  Punkte  z  und  £  auf  t  resp.  r,  so  ergibt  sich 

auf  der  Geraden  z£  =  T  mit  Hilfe  der  beiden  gegebenen  Involutio- 
nen eine  neue,  wenn  wir  aus  einem  willkürlichen  Punktepaare  (a.  a) 
des  Punktsystemes  t  die  Involution  x  —  wie  auch  umgeht!  —  pro- 
jiciren  und  die  projicirenden  Strahlen  mit  T  zum  Schnitt  bringen. 
Denn  die  daselbst  entstehenden  Punktreihen  sind  zweifellos  pro- 
jectivisch; dass  ausserdem  ihre  Lage  eine  involutorisehe  ist,  wird  uns 
während  des  Projicirens  des  Puuktepaares  £  und  £  sofort  klar,  indem 
auf  T  das  erstemal  die  Punkte  z  und  f.  das  zweitemal  f  und  z'  er- 
scheinen. So  liefern  uns  beispielsweise  die  projicirenden  Strahlen 
a(a)  und  a'(ct'),  a(a)  and  a(u)  die  involutorischen  Punktepaare  A 
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und  A\  Ax  und  Aj%  and  zu  diesen  kann  das  Punktepaar  z  und  ? 
als  drittes  gezählt  werden. 

Diese  Involution  auf  T  bleibt  dieselbe,  wenn  wir  auch  anstatt 
aus  a  und  a'  aus  einem  willkürlichen  anderen  Punkt  paare,  beispiels- 
weise b  und  b'  die  t-involution  projiciren.  Um  dieses  zu  zeigen, 
wollen  wir  umgekehrt  zunächst  die  i-involution  —  darunter  insbe- 
sondere die  Puuktepaare  a  und  a',  b  und  b'  —  aus  den  Punkten  a 
und  o'  projiciren-,  dadurch  erscheint  auf  T  eine  Involution  mit  den 
besonderen  Punktepaaren  A  und  A\  Ax  und  At',  B  und  B\  Bt  und 
welche  somit  mit  der  vorigen  Involution  auf  T  identisch  ist,  da 
sie  mit  ihr  die  ersten  zwei  Paare  von  Elementen  gemeinschaftlich 
hat.  Nun  können  wir  die  r-involution  aus  b  und  V  projiciren,  wobei 
das  auf  T  erscheinende  Punktsystem  wieder  die  Punktepaare  B  unt, 
B\  Bx  und  Bt*  enthalten  wird;  aus  diesem  Grunde  ist  die  mit  Hilf 
der  Punkte  b  und  b',  also  allgemein  mit  Hilfe  jedes  anderen  PunkU 
Paares  von  t  erzeugte  T-involution  stets  dieselbe. 

Daraus  folgt:  1)  Je  zwei  Geraden  g  und  g\  durch  welche  d; 
Träger  t  und  x  in  zwei  involutorischen  Punktepaaren  —  x  und 
resp.  x'  und  £'  —  getroffen  werden,  fixiren  auch  auf  T  ein  Punkt 
paar  des  diesem  Träger  eigentümlichen  Punktsystems.   Aus  dies* 
Grunde  liegen  auch  die  Mittelpunkte  o,  <o  und  O  der  drei  Involnt 
uen  *,  x  und  T  auf  einer  einzigen  Geraden  m,  so  dass  zur  vollst, 
digen  Bestimmung  eines  Kegelschnittbüschels  im  Allgemeinen 
gegebenes  Vierseit  t,  t,  r,  m  ausreichend  ist  —  2)  Jedes  Stral 
paar,  durch  welches  aus  einem  bestimmten  Punktopaare  der  2 
volution  ein  willkürliches  Elementenpaar  der  Muvolution  pro, 
wird,  projicirt  zu  gleicher  Zeit  auch  ein  gewisses  Punktepaar  d« 
iuvolution  und  umgekehrt.    Daraus  ergibt  sich  unmittelbar  di» 
kannte  Construction  einzelner  Büschelkegelschnitte,  nach  welche: 
Punktsystem  auf  t  —  also  auch  gleichzeitig  jenes  auf  t  —  au 
einzelnen  Puuktcpaaren  der  r-involution  projicirt  wird;  denn 
so  erzeugte  Kegelschnitt  wird  die  —  reellen  oder  imaginär. 
Doppelclemente  der  Punktsysteme  t  und  x  enthalten.  Jeder  ei 
Büschelkegelschnitt  ist  somit  durch  ein  besonderes  Punktepa-. 
T-involution  vollständig  charakterisirt ;  beide  werden  gleichzeiti 
oder  imaginär,  und  die  Anzahl  der  Büschelkegelschnitte  ist  somr 
der  Punktepaare  eines  geraden  Punktsystemes  gleich  und  dal 
fach  unendlich. 

Da  schliesslich  dem  Punkte  z  =  f  der  Ebene  sowohl  z'  b 
i  als  conjugirte  im  Kegelschnittbüschel  entsprechen,  so  wird 
jeder  andero  Punkt  der  Geraden  T\  die  Gerade  T  ist  folg 
Polare  des  Punktes  «  =  {;in  Bezug  auf  jeden  einzelnen  Büsch 
schnitt. 
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3.   Es  sei  nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  zu  einer  ge- 
gebenen Geraden  g  der  polaro  Kegelschnitt  G  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnittbüschel  zu  construiren,  welcher  in  soeben  dargestellter 
Weise  durch  dasVierseit  f,  r,  T,  m  gegeben  ist;  dieselbe  besitze  mit 
t  und  t  die  Schnittpuukte  a  und,,«,  welchen  involutorisch  a  uud  a' 
entsprechen  mögen.   Sei  nun  P  und  P'  ein  willkürliches  Puuktepaar 
der  r-involution ,  so  ist  durch  dasselbo  ein  gewisser  Büscholkegel- 
schnitt charakterisirt  und  wir  sind  im  Stande,  beliebig  viele  Punkte 
desselben  in  bekannter  Weise  zu  construireu.   Projiciron  wir  bei- 
spielsweise das  Punktepaar  a  und  a'  aus  P  und  P\  so  erhalten  wir 
die  Punkte  1  und  2,  und  durch  Projiciren  des  Punktepaares  a  und 
a'  erzeugen  wir  die  Punkte  3  und  4  dieses  Büschclkegelschnittcs. 
Auf  diese  Weise  ergeben  sich  uns  in  dem  betrachteten  Kegelschnitte 
zwei  Vierecke  PPr  12  und  PP'  34,  von  welchen  sich  je  zwei  Gcgen- 
seitenpaare  in  den  Punkten  o  und  a'  resp.  a  und  a  begegnen.  Es 
lasssen  sich  daher  die  Polaren  der  Punkte  a  und  «  mit  Leichtigkeit 
constrniren;  bezeichnen  wir  mit  S  und  S'  die  Schuittpunkto  der  Ge- 
raden 12  und  34  mit  T,  so  sind  es  die  Geraden  a'S'  und  a'S  und 
somit  ist  ihr  Schnittpunkt  der  Pol  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  den 
betrachteten  Büschelkegelschnitt.   In  derselben  Weise  Ittsst  sich  für 
jeden  anderen  Büschelkegelschnitt  das  analoge  Punktepaar  S  und  S\ 
mithin  auch  das  Strahlenpaar  a'(S')  und  a'(S)  construiren;  ihre 
Schnittpunkte  werden  den  polaren  Kegelschnitt  erfüllen,  so  dass  der- 
selbe als  das  Erzeugniss  der  Strahlcnbüschel  a'(S')  und  a'(S)  auf- 
zufassen ist.   Vermöge  der  Eigenschaften  des  Viereckes  PP*  12  be- 
sitzt der  Punkt  S  eine  harmonische  Lage  zu  den  Puukten  P,  P', 
und  analog  schliessen  wir  aus  dem  Vierecke  PP'  34,  dass  S'  die 
Punkte  P,  P',  z  harmonisch  trennt.   Da  lässt  sich  nuu  leicht  zeigen, 
dass  dieses  neu  construirte  Punktepaar  S  und  5'  ebenfalls  der  T- 
involution  angehört,  dass  somit 


Denn  da  vermöge  der  soeben  besprochenen  harmonischen  Teilungen 


Zu  demselben  Resultate  können  wir  auch  auf  folgende  Weise  gelan- 
gen: Fixiren  wir  auf  einer  beliebigen  Kreislinie  durch  die  Punkte- 
paare P  und  P',  z'  und  £'  eino  Involution  mit  dem  Pole  J,  so  ist 
der  Durchstosspunkt  %  der  Kreistangenten  in  P  und  P'  ein  Punkt 


(PP'z'S')  =  (P'lfS). 


und  überdies 


so  ist  in  der  Tat 


(PP'z'S')  =  -  1  =  (PP'Z'S) 

(PP'CS)  -(J*ppgJ 

(PP'z'S')  -  (P'PffS) 
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ihrer  Polaren;  die  zu  Z5,  P',  z  rosp.  P,  P\  harmonischen  Kreis- 
punktc  S'  und  S  ergeben  sich  auf  den  Strahlen  i(z')  und  Somit 
ist  »  der  Pol  einer  zweiten,  durch  z  und  S',  £'  und  S  am  Kreise 
gegebenen  Involution  mit  der  Polaren  PP\  weshalb  sich  z '£  ond 

S 'S  auf  der  letzteren  —  im  Punkte./  —  schneiden  werden.  SundS' 
gehört  folglich  der  gegebenen  Involution  mit  dem  Pole  J  an. 

Die  Strahlenbüschel  d(S')  uud  d(S)  projiciren  somit  die  einzelnen 
Punktepaare  der  7-involution,  woraus  wir  gleichzeitig  auch  ent- 
nehmen können,  dass  sie  projectivisch  sind. 

Um  demnach  zu  einer  gegebenen  Geraden  g  deu  po- 
laren Kegelschnitt  G  in  Bezug  auf  oinen  Kegelschnitt- 
büschel zu  bestimmen,  construiren  wir  zunächst  die  zu 
den  Schnittpunkton  a  und  «  derselben  mit  den  Trägern 
t  undr  involutorisch  entsprechenden  d  und  a'  und  pro- 
jiciren aus  den  lctztercu  die  Involution  auf  dem  Träger 
T\  der  so  erzeugte  Kugelschnitt  G  ist  der  zu  g  polar  zu- 
geordnete. 

Nenuen  wir  £  und  £'  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g  =»  aa 

uud  g  «=  da  mit  71,  so  gehören  nach  Früherem  diese  beiden  Punkte 
als  involutorisches  Paar  dem  Punktsysteme  T  an  und  wir  erhalten 
aus  leicht  begreiflichen  Gründon  die  Taugenten  des  polaren  Kegel- 
schnittes in  deu  Punkten  a  und  «',  wenn  wir  diese  mit  £  verbinden. 

4.  Die  soeben  geführte  Entwicklung  ist  unabhängig  von  dem 
Charakter  der  Involutionen  <,  x  und  T.  Ist  die  7-involution  hyper- 
bolisch ,  so  lässt  sich  für  dieselbe  Construction  des  polaren  Kegel- 
schnittes auch  folgender  Beweis  anführen: 

Fassen  wir  den  polaren  Kegelschnitt  G  als  deu  Ort  jener  Punkte 
auf,  welche  zu  sämmtlichen  Punkten  der  Geraden  g  im  Kegclschnitt- 
büschel  conjugirt  sind,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  derselbe  zuuächst 
durch  die  Punkte  d  und  d  führen  wird ,  weil  diesolbcn  mit  «  resp. 
«  bezüglich  des  Büschels  conjugirt  sind.     Bezeichnen  wir  ferner  mit 

C/i  den  Schnittpunkt  der  Geraden  g  =  aa  und  g'^  da  und  mit  ^den- 
jenigen der  Geraden  da  uud  öö%  so  ist  nach  bekannten  Grundsätzen 
gx  und  G1  ebenfalls  ein  conjugirtes  Punktepaar  im  Kegelscbuitt- 
büschel  und  somit  G1  ein  dritter  Punkt  des  polaren  Kegelschnittes; 
dabei  bemerken  wir  schon  jetzt,  dass  dio  beiden  Schnittpunkte  der 
zuletzt  genannten  Geraden  mit  r,  nämlieh  A  und  A\  zur  7-involution 
gehören.  Sei  ferner  £  der  Schuittpuukt  von  g  und  T,  so  ist  der- 
selbe aus  bekannten  Gründen  dem  Puukte  z  =  £  conjugirt,  weshalb 
der  letztere  Punkt  ebenfalls  dem  polareu  Kegelschnitte  angehört. 
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Und  sind  schliesslich  />,  und  Ds  die  reellen  Doppclelemente  der  T- 
involotion  (gleichzeitig  die  Nullkegelschnitte  des  Büschels),  und  sind 
4S  and  dx  die  Schnitte  der  Strahlen  z{Dx)  und  z(Dt)  mit  g,  so  lässt 
sich  behaupten,  dass  auch  die  Punkte  dx  und  Du  sowie  At  und  D2 
conjogirt  sind,  und  dass  der  Kegelschnitt  G  auch  durch  Dx  und  D% 
führen  wird.  Denn  in  Bezug  auf  den  in  das  Geradenpaar  t  und  r 
degenerirten  Büschelkegelschnitt  ist  der  Strahl  *(/),)  die  Polare  von 
4;  hingegen  wird  die  Polare  des  nämlichen  Punktes  in  Bezug  auf 
den  Nullkcgelschnitt  D,  irgend  eine  durch  diesen  Punkt  führende 
Gerade  sein.  Beide  Polaren  treffen  sich  somit  im  Punkte  Du  wes- 
halb dieser  der  zum  Punkte  z*,  der  Geraden  g  conjugirte  ist.  Ana- 
loges gilt  auch  für  das  Punktepaar  A%  und  Dt.  Es  sind  uns  somit 
von  dem  polaren  Kegelschnitte  die  Punkte  a,  u\  <V„  z  —  f,  und 
Dt  bekanut  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  den  Kegelschnitt 
erzeugenden  Strahleubüschel  at(Oli  z,  £>„  Dt  .  .  .)  und  a'{Gx,  z,  Dt. 
Dt  .  -  .)  zugleich  auch  die  7-involution  projiciren. 

Ein  jeder  von  den  polaren  Kegelschnitten  eines  Büschels  ent- 
hält, wie  aus  den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  hervorgeht, 
die  drei  festen  Punkte  z  =  £ ,  Dx  und  /)„  von  welchen  der  erste  stets 
reell  ist,  die  beiden  anderen  reell  oder  imaginär  sein  können.  Jeder 
polare  Kegelschnitt  besitzt  somit  die  Elcmentenpaarc  der  y-involutiou 
zu  conjugirten  Punkten. 

5.  Umgekehrt:  Kann  ein  jeder,  durch  den  Punkt  s  «=»  £  will- 
kürlich gelegte  Kegelschnitt  G,  welcher  die  einzelnen  Punktcpaarc 
der  r-involution  zu  conjugirten  Punkten  besitzt,  als  der  polar«'  einer 
bestimmten  Geraden  g  aufgefasst  werden?  —  Nennen  wir  wieder  a 
und  a  die  Schnittpunkte  des  gegebenen  Kegelschnittes  G  mit  den 
Trägern  /  und  t,  so  wird  die  soeben  gestellte  Frage  zu  bejahen  sein, 
wenn  die  aus  a  und  «'  diesen  Kegelschnitt  projicirendeu  Strahlen- 
büschel  den  Träger  T  in  der  daselbst  befindlichen  Involution  treffen. 
Diese  beiden  Strahlenbüschel  a  und  a  werden  den  Träger  T  zu- 
nächst in  zwei  projectivischeu  Punktreihen  schneiden ,  zu  welchen 
jedenfalls  das  Pnnktepaar  z  und  £  gehören  wird;  dieses  Punktepaar 
ist  nun  überdies  bezüglich  des  betrachteten  Kegelschnittes  G  con- 
jugirt  —  vermöge  der  Voraussetzung  —  und  deshalb  wird  sich  das 
Strahlenpaar  a'(z')  und  «'(£')  ebenfalls  in  einem  Punkte  1  des  Kegel- 
schnittes G  treffen,  und  wir  erkennen  bereits,  dass  die  beiden,  auf  T 
entstehenden  projectivischen  Punktreihen  eine  iuvolutorische  Lage 
besitzen.  Projiciren  wir  nun  irgeud  einen  Punkt  2  des  Kegelschnittes 
aus  a  und  «',  so  erhalten  wir  auf  T  zwei  neue  Punkte  A  und  A' 
der  projectivischen  Punktroiheu,  und  es  folgt  aus  ihrer  soeben  ge- 
zeigten involutorischen  Lage,  dass  auch  umgekehrt  die  Strahlen  «'(/I') 
und  a'(A)  sich  auf  dem  Kegelschnitte  —  im  Punkte  3  —  begegnen 
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werden.  Es  folgt  somit  aus  dem  Vierecke  aV23,  dass  auch  A  und 
A*  ein  conjugirtes  Punktepaar  dieses  Kegelschnittes  ist  und  der  Vor- 
aussetzung gemäss  der  r-involution  angehört  Nun  ist  es  klar,  dass 
alle  anderen  Punkte  des  gegebenen  Kegelschnittes  construirt  werdeu 
können,  indem  wir  die  TMuvolution  aus  a'  und  «'  projicircu,  dass 
demnach  G  als  der  polare  Kegelschnitt  einer  gewissen  Geraden  der 
Ebene  angesehen  werdeu  kann.  Diese  Gerade  g  erhalten  wir  in  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  a  und  a,  welche  den  schon  bekannten 
Punkten  a   und  a'  involutorisch  zugeordnet  sind. 

Es  bilden  somit  somit  sämmtlicho  polaren  Kegel- 
schnitte eines  Kcgclschnittbüschcls  ein  System  von 
Kegelschnitten  mit  drei  gemeinschaftlichen  Punkten, 
von  wolchcn  der  eine  (z  =  £)  stets  reell  ist,  die  beiden 
Ubrigon  (/>,  und  />._,)  reell  oder  imagiuär  sein  können. 
Bezeichnet  u  die  Anzahl  der  Elemente  eines  Kegelschnittbüschels,  so 
ist  u2  die  Anzahl  sämmtlicher  polaren  Kegelschnitte  desselben. 

6.  Unter  den  sämmtlichen  polaren  Kegelschnitten  eines  Kegel- 
schnittbüschels existiren  Ellipsen,  Parabeln,  Hyperbeln,  gleichseitige 
Hyperbeln,  Geradenpaare  und  ein  Kreis.  Um  zunächst  jene  einzelnen 
Lagen  der  Geraden  g  kennen  zu  lernen,  für  welche  der  polare  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  wird,  wollen  wir  dieselbe 
um  einen  gewissen  festen  Punkt  a  des  Trägers  t  drehen;  der  dabei 
erzeugte  Strahlenbüschel  werde  a{g)  genaunt.  Von  den  beiden  Mittel- 
punkten derjenigen  projectivischen  Strahlenbüschel,  welche  den  je- 
weiligen polaren  Kegelschnitt  erzeugen,  ist  demnach  a'  fest,  «'  jedoch 
veränderlich.  Für  irgend  eine  Lage  des  letzteren  Punktes  werden 
diejenigen  Strahlenbüschel,  welche  den  polaren  Kegelschnitt  G  er- 
zeugen, durch  folgende  einander  projectivisch  zugeordneten  Drei- 
strahlen bestimmt:  a'(«,  0,  T^)  und  a'(z,  7^,  0),  wobei  Tm  den  un- 
endlich fernen  Punkt  des  Trägers  T  vorstellt  Verschieben  wir  diese 
beiden  Dreistrahleu  zu  sich  selbst  parallel  nach  dem  Punkte  c  eines 
willkürlich  in  der  Ebene  gezogenen  Kreises  K  mit  dem  Ceutrum  Ä, 
so  ergeben  sich  auf  demselben  durch  den  Schnitt  der  beiden  Drei- 
strahlen die  Punkte  1,  2,  3  und  1',  2',  3'.  Von  diesen  drei  Punkte- 
paaren, welche  auf  der  Kreislinie  zwei  projectivische  Punktreihen 
fixiren,  bleiben  die  ersten  fünf  für  eine  bestimmte  Lage  des  Punktes 
a  fest;  blos  der  Ort  des  Punktes  3'  hängt  von  der  zufälligen  Lage 
des  Punktes  «'  ab,  und  wir  können,  sobald  uns  die  Lage  desselben 
bekannt  ist,  den  entsprechenden  Punkt  a   augenblicklich  angeben, 

indem  wir  c3'  Ö  Oa'  ziehen.  Die  Vervollständigungsaxc  der  so 
rixirton  projectivischen  Punktreihen  ist  leicht  zu  construiren;  ist  p 

der  Schnittpuukt  der  Geraden  "F2  und  127,  n  jener  von  r3  und 
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and  1 3',  so  ist  pn  =»  V  diese  Vervollständigungsaxe  und  ihre  Schnitt- 
punkte mit  dem  Kreise  liefern  uns  die  Doppelelementc  der  projcetivi- 
schcn  Pnnktreihen  auf  der  Kreislinie.  Trifft  demnach  V  den  Kreis 
reell  oder  imaginär  in  #,  und  «a,  so  ist  der  polare  Kegelschnitt  für 
die  eben  betrachtete  Lage  der  Punkte  a  und  a'  eine  Hyperbel  oder 
Ellipse,  und  seine  reellen  oder  imaginären  Asymptoten  besitzen  die 
Richtungen  der  Strahlen  c(sx)  und  c(*s).  Es  lässt  sich  nun  auch  an- 
geben, wie  der  Punkt  a'  resp.  a  auf  t  zu  wählen  ist,  dass  unter  den 
entsprechenden  Polarkegclschnittcn  keine  Ellipsen  und  Parabeln  vor- 
kommen ;  dies  wird  geschehen,  wenn  p  innerhalb  des  Kreises  K  fällt, 
wenn  also  der  Strahl  <?(2),  welcher  bekanntlich  zu  aO  parallel  ist, 
innerhalb  des  Winkels  3  c  1  —  des  Winkels  der  Geraden  T  und  t  — 
zu  liegen  kommt. 

Wir  bemerkten  schon,  dass  bei  einer  fixen  Lage  von  a  blos  der 
Punkt  3'  auf  dem  Kreiso  K  seinen  Ort  verändert,  dass  demnach  die 
Vervollständigungsaxen  für  sämmtlichc  Lagen  des  Punktes  n'  einen 
Strahlenbüsehel  p{  V)  mit  dem  Centrum  p  bilden  werden.  Bei  diesem 
Umstände  ist  es  nicht  schwer,  jene  Strahlen  im  Büschel  a(g)  anzu- 
geben, welchen  als  polare  Kegelschnitte  Parabeln  entsprechen;  wir 
ziehen  zu  dem  Zwecke  von  p  die  in  <(  und  tt  berührenden  Tangenten 
zu  dem  Kreise  K  und  erhalten  bereits  in  den  Strahlen  c{tx)  und  c(t?) 
die  Richtungen  der  Parabclaxen.  Im  Schnitte  dieser  Tangenten  mit 
der  Geraden  1'3  befinden  sich  die  entsprechenden  Lagen  von  rc; 
projiciren  wir  diese  Punkte  aus  1  auf  den  Kreis,  so  ergeben  sich 
daselbst  die  zugehörigen  Punkte  3',  aus  welchen  wir  die  Punkte  et' 

construiren  können,  da  c(3')  ||  Oa!  ist.  Die  gewonnenen  Punkto  et' 
führen  direct  zu  ihren  involutorisch  zugeordneten  o,  durch  welche  die 
beiden  Strahlen  des  Büschels  a(g)  charakterisirt  werden.  Es  ent- 
sprechen somit  zwei  —  reellen  oder  imaginären  —  Strahlen  des 
Büschels  a(g)  Parabeln,  so  dass  wir  unter  sämmtlichen  polaren  Kegel- 
schnitten 2t*  Paraboln  —  darunter  auch  imaginäre  —  finden. 

Fällt  die  Vervollständigungsaxe  mit  dem  Strahle  p(Sl)  zusammen, 
so  wird  der  polare  Kegelschnitt  eine  glcichseitigo  Hyperbel;  in  der 
zu  p(Sl)  senkrechtcu  Lage  p(Sl')  charakterisirt  sie  entweder  jene 
Ellipse,  welche  dem  Kreise  am  nächsten  kommt,  oder  —  wenn  dem 
Büschel  a(g)  nur  polare  Hyperbeln  entsprechen  —  jene,  welche  den 
kleinsten  Asymptotenwiukel  besitzt.  Die  entsprechenden  Lagen  des 
Strahles  im  Büschel  a(g)  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  nach  den 
vorigen  Regeln  construiren. 

Ziehen  wir  von  p  aus  zwei  Strahlen  gegen  den  Kreis  K,  so  dass 
dieselben  zu  p(Sl)  symmetrisch  liegen,  so  werden  sich  die  entsprechen- 
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den  Paare  von  Schnittpunkten  (*,  und  st)  auf  dem  Kreise  unter 
gleichen  Winkeln  von  c  aus  projiciren  lassen ;  die  beiden  zugehörigen 
Polarkegclschnitte  besitzen  in  Folge  dessen  gleich  grosse  Asymptoten- 
Winkel  und  sind  ähnlich.  Es  lassen  sich  somit  alle  den  Strahlen  des 
Büschels  a(g)  entsprechenden  polaren  Kegelschnitte  paarweise  zu 
ähulichen  gruppiren,  ohne  gleichzeitig  auch  eine  ähnliche  Lage  zu 
besitzen. 

Verändern  wir  schliesslich  auch  den  Ort  des  Punktes  a  und 

gleichzeitig  des  Punktes  a'  auf  t,  so  beschreibt  c(2)  wegen  c(2)  |  Oa' 

eine  Drehung  um  c,  der  Punkt  p  rückt  auf  der  festen  Geraden  12' 
vor  und  es  ergeben  sich  neue  Büschel  polarer  Kegelschnitte.  Da 
nun  sämmtlichen  Strahlenbüscheln  p(V),  welche  wir  in  der  ange- 
gebenen Art  erzeugen  können,  jener  Strahl  gemeinsam  ist,  welcher 

mit  der  Geraden  12'  zusammen  fällt,  schliessen  wir,  dass  unter  sämmt- 
lichen u*  polaren  Kegelschnitten  u  Hyperbeln  vorkommen  werden, 
und  zwar  je  eine  in  jedem  Büschel,  welche  unter  einander  nicht  blos 
ähnlich  sind,  sondern  auch  eine  ähnliche  Lage  besitzen. 

Was  die  Parabelpaarc  unter  den  Polarkegelschnitten  betrifft,  so 
bilden  ihre  Axcnrichtungen  c(^)  und        eine  Strahleninvolution,  da 

sämmtliche  Berührungssehnen        durch  den  festen  Pol  der  Geraden 

12'  führen. 

Lassen  wir  schliesslich  p  auf  der  festen  Geraden  127  in  unend- 
liche Ferne  rücken,  so  fällt  der  Strahl  p(Sl')  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen  und  der  polare  Kegclschuitt  übergeht  in  den 
polaren  Kreis  k.  Die  Parabelaxen  stehen  in  diesem  Falle  zu  ein- 
ander senkrecht  und  halbircn  den  Asymptotcnwinkel  der  entsprechen- 
den gleichseitigen  Hyperbel. 

7.  Wenn  die  Y-iuvolution  hyperbolisch  ist,  so  lässt  sich  der 
polare  Kreis  fr,  welcher  nach  den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen 
unter  den  w2  polaren  Kegelschnitten  vorkommt,  ohne  Schwierigkeit 
construiren;  er  geht  durch  den  Punkt  s  —  £  und  durch  die  beiden 
in  diesem  Falle  reellen  Doppelpunkte  Z>,  und  Dt  der  7MnvoIution, 
so  dass  er  durch  das  genannte  Dreieck  direct  gegeben  ist  Ist  hin- 
gegen die  TMnvolution  elliptisch  —  in  welchem  Fallo  ihr  Centrum  0 
zwischen  die  Punkto  z  und  £'  fällt,  und  ihre  Doppelelcmente  imaginär 
werden  —  so  kann  zu  seiner  Construction  folgender  Weg  einge- 
schlagen werden: 

Seiu  Mittelpunkt  p  liegt  offenbar  in  einem  durch  den  Punkt  0 
zu  T  senkrecht  gezogenen  Strahle  0(n)  und  wir  erhalten  augen- 
blicklich einen  zweiten  Punkt  dieses  Kreises,  wenn  wir  den  zum 
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Punkte  z  =  £  in  Bezug  auf  den  Strahl  0(n)  symmetrisch  liegenden 
Punkt  y  aufsuchen.  Es  gehen  nun  durch  diese  beiden  Punkte  un- 
zählig viele  Kreise,  welche  in  ihrer  Gesammtheit  einen  Büschel  bil- 
den ;  von  diesen  haben  wir  aber  nur  denjenigen  zu  wählen,  welchem 
die  T-involution  angehört.  Construircn  wir  zu  zwei  willkürlichen 
Kreisen  dieses  Büschels  die  Tangenten  von  irgend  einem  Punkte, 
beispielsweise  e'  des  Trügers  7',  so  werden  sich  die  auftretenden 
Berührungssehncu  in  einem  festen  Punkte  z"  schneiden,  welcher  in 
Bezug  auf  den  Kreisbüschel  der  dem  Punkte  z  conjugirto  ist;  die 
Polare  dieses  letzteren  Punktes  im  Kreise  k  wird,  da  sie  ausser- 
dem durch  f  gehen  soll ,  mit  der  Geraden  z"?  zusammenfallen,  und 
wir  brauchen,  um  seineu  Mittelpunkt  ft  zu  finden,  nur  von  z  eine  Nor- 
male auf  z"%  zu  ziehen  und  dieselbe  mit  0(«)  zum  Schnitte  zu  brin- 
gen. Der  Halbmesser  des  polaren  Kreises  k  ist  somit  pj  =  fiy.  — 
Construircn  wir  schliesslich  die  Schnittpunkte  a  und  «'  dieses  Kreises 
mit  den  Trägern  t  und  t  und  zu  denselben  ihre  involutorisch  ent- 
sprechenden a  und  «,  so  ist  es  die  Gerade  g  =  aa,  welcher  der  polare 
Kreis  zugeordnet  ist. 

Berücksichtigen  wir  die  während  des  vorhergehenden  Abschnittes 
über  die  Polarkegclschuitte  im  Allgemeinen  und  schliesslich  über  den 
polaren  Kreis  gemachteu  Bemerkungen ,  so  werden  wir  im  Stande 
sein,  dessen  Schnittpunkte  a  und  «'  mit  t  und  x  auch  in  folgender 
Weise  zu  construiren.  Bekanntlich  sind  von  den  sechs  dort  ange- 
führten Punkten  1,  2,  3,  1'.  2',  3'  die  Punkte  1,  i',  2'  und  3  für 
jede  beliebige  Lage  von  a  und  «'  fest;  hingegen  veräudert  sich  mit 
dem  Punkte  «'  gleichzeitig  der  Punkt  2  und  mit  «'  der  Punkt  3', 
indem  c(2)  ||  0{a')  und  c(3')  ||  O(a')  ist  Soll  nun  die  Vervollstän- 
digungsaxe  Vi  also  auch  ihre  beiden  Punkte  p  und  n  (siehe  dort)  in 
unendliche  Ferne  rücken,  so  müssen  zunächst  ' —  wegen  p  —  die 

Geraden  12*  und  1'2  und  wegen  n  die  Geraden  1'3  und  13'  parallel 
sein.  Somit  lassen  sich  auf  dem  Hilfskreise  K  die  Punkte  2  und  3' 
mit  Leichtigkeit  bestimmen  und  wegen  der  schon  einmal  angeführten 
Beziehungen  c(2)  ||  0{a)  und  c(3')  ||  O(a')  auch  die  Punkte  a  und  c' 
construircn.  Nun  lässt  sich  ohno  Mühe  durch  das  Dreieck  za'a'  der 
Kreis  k  legen. 

8.  Führen  wir  in  dem  Falle,  dass  die  r-involution  hyperbolisch 

ist,  die  Gerade  g  =  aa  durch  einen  ihrer  beiden  reellen  Doppel- 
elemeutc  J\  oder  D%  —  beispielsweise  durch  Dx  —  so  wird  nach 

früheren  Entwicklungen  die  Gerade  g'—a'u  ebenfalls  durch  den- 
selben Doppclpunkt  gehen.  Die  projectivischeu  Strahlenbüsche!, 
wolchc  aus  o'  und  a'  die  T-involution  projicireu  und  gleichzeitig  den 
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entsprechenden  polaren  Kegelschnitt  dieser  Geraden  erzeugen,  be- 
sitzen diesmal  eine  perspectivischo  Lage,  indem  zwei  zugeordnete 
Strahleu  a(Dt)  und  a'(D,)  zusammenfallen;  der  polare  Kegelschnitt 

übergeht  deshalb  in  ein  Geradenpaar  aV  und  zDs.  Es  kommen 
demzufolge  in  jedem  Strahleubüschel  a(g)  zwei  Strahlen  vor,  für 
welche  die  polaren  Kegelschnitte  in  Geradenpaare  degeneriren:  es 
sind  dies  die  Strahlen  a(Dx)  und  a{D%) ;  ihre  entsprechenden  polaren 

Kegelschnitte  sind  die  Geradenpaare  a'Dt  und  zD^  resp.  a  D%  und  zDx. 

Irgend  einem  Punkte  />,  welchen  wir  auf  der  Geraden  g  angeben 
können,  entspricht  somit  ein  bestimmter  Puukt  P  auf  dem  polaren 
Geradenpaare;  wir  finden  ihn  selbstverständlich,  wenn  wir  zu  den 
Strahlen  z(t,  t,  p)  den  vierten  harmonischen  aufsuchen  und  mit  dem 
polaren  Geradenpaare  zum  Schnitt  bringen.  Es  zeigt  sich  nun  dabei, 
dass  jeder  Puukt  der  Geraden  g  —  mit  Ausnahme  des  Punktes  Dx  — 
seinen  conjugirten  auf  der  Geraden  ÖV  besitzt,  während  der  Punkt 
1\  selbst  jeden  einzelnen  Punkt  der  Geraden  zD%  zum  conjugirten 
habcu  kann.    Es  entspricht  somit  umgekehrt  der  Geraden  zD%  — 

und  analog  auch  der  Geraden  zDx  —  ein  Polarkegelschnitt  —  Dx 
resp.  D%  —  von  unendlich  geringer  Ausdchuung. 

Fällt  die  Gerado  g  mit  '/'  zusammen,  so  dass  a  -»  o  —  f 
wird,  so  vereinigen  sich  die  Punkte  a!  und  «'  in  z  =  £,  und  es  wird 
durch  jedes  einzelne  Strahlenpaar,  welches  aus  a  und  a  zwei  invo* 
lutorische  Punkte  auf  T  projicirt,  der  Punkt  z  =  £  wiedererzengt 
und  der  polare  Kegelschnitt  der  Geraden  g  =  T  übergeht  wieder  in 
einen  Punkt.  Unter  sämmtiiehen  Polarkegelschuitten  gibt  es  somit 
drei  (2  =  £,  Dt1  Z>2),  welche  in  Nullkegelschnitte  übergehen;  die 

ihnen  entsprechenden  Geraden  sind  T,  zDiy  zDt  und  bilden  das  Pol- 
dreieck des  Kegelschnittbüschels. 

9.  Mit  Hilfe  des  polaren  Kreises  k  lässt  sich  die  Aufgabe, 
zu  eiuem  willkürlichen  Punkte  Q  der  Ebene  den  im 
Kegolschnittbüsch el  conjugirten  Punkt  q  aufzusuchen, 
mit  grosser  Einfachheit  erledigen.  Construiren  wir  uns  auf  die  be- 
kannte Weise  die  dem  polaren  Kreise  k  zugeordnete  Gerade  g  —  a«, 
so  wird,  während  ein  Punkt  p  dieselbe  durchläuft,  sein  im  Kegel- 
schnittbüschel conjugirter  den  Kreis  k  beschreiben ;  gelangt  dabei  j> 
in  die  Lagen  o,  er,  2  (der  Schnittpunkt  von  g  und  T)  so  befindet 
sich  sein  conjugirter  in  o',  a'  uud  «,  und  für  die  übrigen  einzelnen 
Lagen  des  Punktes  p  finden  wir  den  conjugirten  auf  dem  polaren 
Kreise,  wenn  wir  zu  den  drei  Strahlen  *(*,  t,  p)  den  vierten  harmo- 
nischen construiren  und  denselben  mit  dem  Kreise  k  zum  Schnitte  P 
bringen.    Bezeichnen  wir  beispielsweise  den  Halbirungspunkt  der 
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Strecke  aa  mit  p0,  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  g  mit 
f>oc,  ferner  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  z(p0)  und  zip^)  mit  dem 
polaren  Kreise  mit  P^  und  P0,  so  sind  die  vier  Strahlen  z(ty  t,;^,^) 
harmonisch  und  deshalb  die  Punktepaare  pQ  und  P0,  p^  und 
conjugirt. 

Um  nun  zu  eiuem  willkürlichen,  nicht  auf  der  Geraden  g  liegen- 
den Punkte  q  der  Ebene  den  im  Kegelschnittbüschel  conjugirton  zu 
construiren,  suchen  wir  vorerst  deu  Schnittpunkt  p  des  Strahles  z(q) 
mit  der  Geraden  g  und  bestimmen  in  der  bekannten  Weise  zu  p  den 
conjugirton  Punkt  P  auf  dem  polaren  Kreise.  Selbstverständlich  wird 
sich  der  zu  q  coujugirte  Punkt  Q  auf  dem  Strahle  z(P)  vorfinden. 

Bringen  wir  die  Gerade  Pq  mit  dem  Träger  T  zum  Schnitte  in  S, 

so  trifft  die  Gerade  juS  den  Strahl  z{P)  in  dem  gewünschten  Punkte 
Q;  denn  es  treffen  sich  in  dem  von  den  conjugirton  Punktepaaren 

(ff  l'i  2>  Q)  gebildeten  Viereck  die  Gegenseitenpaare  pq  und  PQ, 
sowie  pQ  und  Pq  in  den  Punkten  ~  =  £  und  &,  welche  ja  auch  im 
Kegelschnittbüschel  conjugirt  sind.  Analog  hätten  wir  den  Strahl 
z(q)  mit  dem  polaren  Kreise  zum  Schnitte  i\  bringen  können;  der 
diesem  conjugirte  Punkt  ist  diesmal  />„  nämlich  der  Schnittpuukt  des 

früheren  Strahles  z(P)  mit  g.   Trifft  nun  die  Gerade  ptq  wieder  den 

Träger  T  im  Punkte  Su  so  bestimmt  auf  dem  Strahle  z{P)  den 
gesuchten  Punkt  Q. 

Dabei  lehrt  uns  eine  einfache  Betrachtung,  dass  es  in  der  Ebene 
noch  ein  zweites  System  von  Geraden  g  gibt,  für  welche  die  polaren 
Kegelschnitte  in  Geradenpaaro  übergehen.  Lassen  wir  nun  den  vor- 
hin gewählten  Punkt  q  auf  dem  Strahle  z(q)  sich  fortbewegen,  so 
rückt  sein  conjugirter  stets  auf  dem  Strahle  z(Q)  vor,  so  dass  also 
jedem  Punkte  des  ersteren  ein  bestimmter  Punkt  des  letzteren  Strah- 
les zugeordnet  ist.  Eine  Ausnahme  findet  nur  statt,  wenn  q  in  die 
Lage  des  Punktes  3=»J  gelangt,  da  dem  letzteren  Punkte  alle  Punkte 
des  Trägers  T  zugeordnet  werden  können,  sodass  demnach  der  polare 
Kegelschnitt  eines  Strahles  z(q)  in  das  Geradenpaar  z(Q)  und  T 
degenerirt. 

Ist  die  7-involution  hyperbolisch,  und  führt  die  Gerade  g  =  aa 
durch  einen  Doppclpuukt  —  beisp.  />,  —  derselben,  so  ist  bekannt- 
lich der  polare  Kegelschnitt  das  Geradenpaar  g  =  aa'  und  zDt,  und 
es  lässt  sich  in  analoger  Weise  zu  jedem  willk ürlichen  Punkte 
q  der  Ebene  der  conjugirte  Q  construiren.  Trifft  der 
Strahl  z(q)  die  Gerade  g  im  Punkte  p,  und  ist  P  der  Schnittpunkt 

des  zu  *(<,  r,  g)  harmonischen  vierten  Strahles  mit  aa'  und  demnach 
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der  zu  p  conjugirte  Punkt,  so  schneiden  wir  den  Träger  T  durch  die 
Gerade  Pq  im  Punkte  S,  worauf  pS  uns  auf  dem  Strahle  s(P)  den 
gewünschten  Punkt  Q  liefert.    Oder  wir  bringen  die  beiden  vorigen 

Strahlen  z(<j)  und  z(P)  zum  Schnitte  mit  den  Geraden  ><ra'  resp.  aa 

in  Px  resp.  pu  welche  beiden  Punkte  conjugirt  sind.  Nun  trifft  pxq 
die  Gerade  T  im  Punkte  St  und  PXSX  den  Strahl  z(P)  im  Punkte  Q. 

10.  Unter  den  polaren  Kegelschnitten  ist  schliesslich  der 
Mittelpunktskcgel  schnitt  Mein  es  Büschels  von  besonderer 
Bedeutung;  jener  Kegelschnitt  nämlich,  welcher  die  Mittelpunkte 
sämmtlicher  Büschclkegelschnittc  enthält  und  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Ebene  polar  zugeordnet  ist.  In  Folge  dessen  fallen 
diesmal  die  Punkte  a  und  a  auf  den  Trägern  t  und  x  iu  unendliche 
Ferne,  so  dass  ihre  involutorisch  entsprechenden  Punkte  d  und  a' 
mit  den  Mittelpunkten  dieser  Punktsysteme  zusammenfallen  (a  =  o, 
a'=co)\  von  diesen  beiden  Punkten  sind  die  entsprechen- 
den Punktepaare  der  !ZT-iu  vol  utio  n  zu  projiciren,  wo- 
durch der  Mittelpunktskegelschuitt  erzeugt  wird.  Die 
früher  entwickelten  allgemeinen  Eigenschaften  der  polaren  Kegel- 
schnitte bestätigen  sich  auch  bei  dem  Mittelpunktskegelschnitt  Der- 
selbe geht  selbstverständlich  durch  die  Punkte  o  und  a>,  ausserdem 
noch  durch  den  Punkt  *  «*  £;  er  enthält  ferner  die  —  reellen  oder 
imaginären  —  Doppelclcmoute  Dx  und  D2  der  2-involution.  Die 
Tangenten  desselben  in  den  Punkten  o  und  w  sind,  da  der  Schnitt- 
puukt  £  diesmal  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  des  Trägers  T 

zusammenfällt,  zu  dieser  Geraden  parallel,  woraus  folgt,  dass  öü  ein 
Durchmesser,  der  Halbirungspuukt  dieser  Strecke  das  Centrum  des 

Mittelpunktskegclschnittes  ist,  und  dass  dio  Richtungen  T  und  oa 
zwei  coujugirten  Durchmessern  desselben  angehören. 

Um  zu  cutscheiden,  welcher  Art  der  so  dargestellte  Mittelpuukts- 
kegelschnitt  angehört,  betreten  wir  den  im  6.  Abschnitte  angedeuteten 
Weg.  Die  Zuordnung  der  beiden  projectivischen  Strahlenbüsche!, 
welche  diesen  Kegelschnitt  erzeugen,  geschieht  diesmal  durch  die 
Drcistrahlen  o(s,  0,  T^)  und  7^,  O);   wenn  wir  dieselben 

parallel  zu  sich  selbst  nach  dem  willkürlichen  Punkte  c  eines  ange- 
nommenen Hilfskreises  K  verschieben,  so  erhalten  wir  daselbst,  wie 
wir  uns  leicht  überzeugen  können,  einen  Vierstrahl,  welcher  die 
Richtungen  jener  vier  Geraden  t,  t,  T,  m  fixirt,  durch  welche  der 
Kcgelschnittbüschcl  bestimmt  wurde.  Nebstdem  wird  auf  dieser 
Kreisperipherie  cino  projectivischc  Zuordnung  durch  die  Punkte  1, 
2,  3  und  1',  2'(=»  3),  3'(=  2)  festgestellt;  die  entsprechende  Vervoll- 

ständigungsaxe  pn  der  so  bestimmten  Punktreihen  trifft  reell  oder 
imaginär  den  Ililfskreis  in  «j  und  «2,  so  dass  M  eine  Hyperbel  resp. 
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Ellipse  mit  den  —  reellen  oder  imaginären  —  Asymptotenrichtungen 
cigt)  and  c(*i)  ist.  Es  wird  aber  durch  die  vier  Punkte  1,  1',  2(=3') 
und  2'(=  3)  auch  eine  Punktinvolution  auf  dem  Kreise  fixirt,  und 
wenn  wir  von  den  genannten  vier  Punkten  die  ersten  und  letzten 

zwei  einander  zuweisen,  so  ist  der  Schnittpunkt  P  der  Geraden  XV 

und  22'  der  Pol,  die  Gerade  pn  aber  die  Polare  dieser  Involution. 
Nun  sehen  wir  klar,  dass  der  Mittelpunktskegelschnitt  dann  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  sein  wir«1,  wenn  die  durch  die  Strahlenpaare 
1')  und  c(2,  2'),  d.  h.  durch  die  Richtungen  der  Geraden  t  und 
t,  m  und  T  fixirte  Involution  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist.  Um- 
gekehrt erkennen  wir  darin  ein  Mittel,  um  für  gegebene  Lagen  der 
Träger  t,  r,  T  die  Richtung  der  Geraden  m  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Mittelpunktskegelschnitt  eine  bestimmte  Curve  —  beispielsweise 
eine  gleichseitige  Hyperbel  oder  ein  Kreis  —  werde.  Ersteres  er- 
reichen wir,  wenn  der  Pol  P  in  unendliche  Ferne  rückt,  wobei  pn 
mit  einem  Durchmesser  des  Hilfskreises  K  zusammenfällt.  Es  ist  in 
diesem  Falle  die  Gerade  m  so  anzunehmen,  dass  sie  mit  r  resp.  t 
einen  ebensogrossen  Winkel  bildet  wie  der  Träger  T  mit  t  resp.  t. 

Letzteres  hingegon  tritt  ein,  wenn  die  Gerade  pn  in  unendliche  Ferne 
rückt  und  ihr  Pol  P  mit  dem  Centrum  des  Hilfskreises  zusammen- 
fallt In  diesem  Falle  sind  somit  die  Winkel  lcl'  und  2c2'  als  Win- 
kel im  Halbkreise  Rechte,  weshalb  dasjenige,  den  Kegclschnittbüschel 
bestimmende  Yierseit  diesmal  so  zu  wählen  ist,  dass  die  Geraden  t 
und  r,  T  und  m  zu  einander  senkrecht  stehen. 

11.  Besondere  Punkte  des  Mittelpunktskegelschnittes  lassen  sich 
nun  am  einfachsten  mit  Hilfe  der  im  9.  Abschnitte  entwickelten  Ro- 
gein aufsuchen;  wir  zeigen  im  Nachfolgenden  I)  die  Construction 
jenes  Punktes  des  Mittelpunktskegelschnittes,  welcher  sich  auf  einem 
willkürlichen,  aus  z  =  £  führenden  Strahle  befindet,  und  II)  die  Con- 
struction des  Mittelpunktes  eines  gegebenen  Büschelkegelschnittes. 

I)  Setzen  wir  eine  hyperbolische  T-invölution  voraus,  und  ist 

g  —  aa  eine  durch  ihren  reellen  Doppelpunkt  —  beispielsweise  Dx  — 
führende  Gerade,  so  entspricht  derselben  polar  das  Geradenpaar 

g'  «=  öV  und  zDs  und  es  gehört  einem  jeden  Punkte  p  auf  g  ein 
conjugirter  Punkt  P  auf  g  an,  wenn  der  Vierstrahl  *(<,  t,  p,  P) 
harmonisch  ist.  Es  entspricht  nun  dem  unendlich  fernen  Punkte  q 
des  Strahles  z(p)  als  conjugirter  jener  Punkt  des  Mittelpunktskegel- 
schnittes, welcher  sich  auf  dem  Strahle  z{P)  befindet;  um  ihn  zu 
construiren,  ziehen  wir  durch  P  eine  Parallele  zu  «(/>),  wodurch  sich 
auf  T  der  Schnittpunkt  S  ergibt;  die  Gerado  Sp  trifft  nun  den  Strahl 
t(P)  im  verlangten  Punkte  Q  des  Mittclpunktskegelschnittes.  Ebenso 
lasst  sich  auf  dem  Strahle  z(p)  der  entsprechende  Punkt  der 
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Mittelpnnktscurve  coustruiren,  wenn  wir  durch  p  eine  Parallele  zu 
z(P)  ziehen  und  sie  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  S,  mit  T  yerfolgcn, 
hierauf  den  Strahl  z(p)  mit  der  Geraden  S3P  schneiden. 

Unabhängig  von  dem  Charakter  der  TMnvolution  ist  jedoch  die 
Construction  mit  Hilfe  des  polaren  Kreises,  welche  sich  in  folgender 
Weise  ausführen  lässt.  Nennen  wir  g  die  dem  polareu  Kreise  ent- 
sprechende Gerade,  so  lässt  sich  in  bekannter  Weise  zu  einem  jeden 
Punkte  p  derselben  der  im  Kegelschuittbüschel  conjugirte  P  auf  der 
Kreislinie  aufsucheu.  Wir  ziehen  nun  durch  P  eiue  Parallele  zu  z(p) 

bis  zu  ihrem  Schnitte  S  mit  'J\  worauf  pS  den  Strahl  z{P)  in  dem 
verlangten  Punkte  Q  des  Mittelpunktskegelschnittes  trifft.  Oder  wir 
ziehen  durch  p  eine  Parallele  zu  z(P)  bis  zum  Schnitte  <Sj  mit  r, 

worauf  PSX  auf  z{p)  den  Punkt  Qt  der  Mittelpunktscurve  bestimmt. 
Der  Punkt  Q  ist  dem  unendlich  fernen  auf  dem  Strahle  z(p),  uud 
Qt  jenem  auf  z(P)  coujugirt,  und  wenn  wir  durch  den  Punkt  Q  oder 
Qt  eine  Parallele  zum  Strahle  z(p)  resp.  z(P)  ziehen,  so  schneiden 
die  einzelnen  Btischelkegelschnitte  auf  derselben  Strecken  ab,  welche 
in  Q  resp.  ihren  gemeinsamen  Halbirungspunkt  besitzen,  so  dass 
also  die  Schnittpunkte  jedes  Büscheikegelschnittes  mit  der  so  gezo- 
genen Geraden  in  Bezug  auf  Q  resp.  Qx  symmetrisch  liegen. 

II)  Wie  wir  gleich  im  Anfange  bemerkt  haben,  wird  jeder  ein- 
zelne Büschelkegelschnitt  durch  eiu  besonderes  Punktepaar  der  T- 
involution  charakterisirt.  Ist  P  uud  Pf  eiu  solches,  und  stellen  wir 
uns  die  Aufgabe,  das  Centrum  des  so  bestimmten  Büschelkegelschnittes 
aufzusuchen,  so  haben  wir  zu  den  drei  Punkten  P,  P\  f,  wie  auch 
zu  P,  P\  z  deu  vierten  harmonischeu  Punkts  resp.  S'  aufzusuchen; 
die  Strahlen  o)(S)  und  o(S')  treffen  sich  in  dem  gesuchten  Mittel- 
punkte. Diese  Construction  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  auf  einem 
willkürlichen,  am  besten  durch  z  —  £  führenden  Kreise  durchführen; 
ihre  Richtigkeit  ergibt  sich  unmittelbar  aus  den  im  3.  Abschnitte 
gemachten  Entwicklungen. 

Umgekehrt:  Haben  wir  für  einen  gegebenen  Punkt  Q  der  Mittel- 
punktscurve deu  entsprechenden  Büschelkegelschnitt,  also  das  ihn 
charakterisirende  Punktepaar  P  und  P'  der  Z-iuvolution  zu  con- 
struiren,  so  bringen  wir  die  Strahlen  co(Q)  und  o(Q)  mit  T  zum 
Schnitt,  wodurch  dort  das  Punktcpaar  S  und  S'  erzeugt  wird,  das 
bekanntlich  der  7-involution  zugehört.  Wir  haben  nun  jenes  invo- 
lutorische  Punktepaar  P  uud  P'  auf  T  zu  sucheu,  welches  sowohl 
durch  z  uud  S\  als  auch  durch  ^  und  S'  harmonisch  getrennt  wird. 
Führen  wir  die  Construction  mit  Hilfo  eines  durch  «  £  führenden 
Kreises  durch,  auf  welchem  wir  die  Schnittpunkte  der  Träger  t  und  t 
mit  t'  und  t',  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  z{S)  und  z(S')  mit  1 
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and  lf  bezeichnen,  und  constroiren  wir  die  Schnittpunkte  a  und  o' 
der  Kreistangenteu  in  den  Punktepaaren  1  und  r',  1'  und      so  trifft 

die  Gerade  oo'  den  Kreis  in  zwei  solchen  —  reellen  oder  imaginä- 
ren —  Punkten  n  und  n\  welche,  aus  z  —  f  auf  den  Träger  T  pro- 
jicirt,  daselbst  das  gesuchte  Punktepaar  P  und  Pf  liefern.  Demnach 
können  die  Punkte  n  nnd  n' ,  folglich  auch  P  und  P'  und  gleichzeitig 
der  Büschelkegelschnitt  mit  dem  gegebenen  Centrum  Q  imaginär  wer- 
den, woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Mittelpunktscurve  auch  die  Contra 
der  imaginären  Büschelkegelschnitte  —  bei  hyperbolischen  TMnvolu- 
tionen  —  enthält.  Davon  können  wir  uns  dircct  überzeugen,  wenn 
wir  die  Rollen  der  involutorischen  Punkte  S  und  Sf  vertauschen  und 
das  Punktepaar  S)  und  £(=  S')  betrachten.  Diesmal  geschieht 

der  Schnitt  der  Strahlen  o(2')  und  ro(27)  in  einem  anderen  Punkte 
Q,  der  Mittelpunktscurve;  dieser  Punkt  ist  somit  das  Centrum  eines 
anderen  Büschelkegelschnittcs,  und  wir  überzeugen  uns  leicht,  dass  er 
in  Bezug  auf  Q  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Geraden  T  liegen 
wird.    An  Stelle  des  vorigen  Punktepaares  1  und  1'  tritt  nun  7(=»1') 

und  /'(=  1),  und  es  wird  diesmal  die  Gerade  oo'  an  dem  Hilfskreiso 
vorübergehen.  Somit  sind  n  und  P  und  P\  und  auch  der  Bü- 
schelkegelschnitt imaginär.  Es  lässt  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  auf 
der  Mittelpunktscurve  M  jener  Teil  augeben,  welcher  die  Mittelpunkte 
der  imaginären  Kegelschnitte  des  Büschels  enthält;  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  wird  derselbe  durch  dio  reellen  Doppelelemento  Dx 
und  Dt  der  T-involution  begrenzt 

12.  Ziehen  wir  durch  die  Punkte  o  und  a>  Parallele  zu  den 
Trägem  x  und  *,  so  treffen  dieselben  T  in  zwei  entsprechenden 
Punktepaaren;  denn  sie  schneiden  auf  t  und  r  dio  zugeordneten 
Punktopaare  o  und  tä,  t,ß  und  co  heraus.  In  Folge  dessen  liegt  ihr 
Schnittpunkt  Sl  auf  der  Mittelpunktscurve  M.  Das  feste  Dreieck 
oo>&,  welchem  der  Mittelpunktskegelschnitt  umschrieben  erscheint, 
ist  für  denselben  in  mancher  Hinsicht  charakteristisch,  wie  wir  im 
Folgenden  zeigen  wollen. 

Da  die  Punktepaare  o  und  co  und  tb  in  Bezug  auf  jeden 
Büschelkegelschnitt  conjugirt  sind,  so  sind  es  auch  die  Puukte  &  und 

ma>  (m«>  ist  der  nnendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  «*=»t>a>6>); 

denn  wir  können  Sl  als  den  Schnittpunkt  der  Geraden  ox9  und  m^, 

hingegen  m8  als  den  Schnittpunkt  von  oco  uud  /x  rx  auffassen.  Es 
entsprechen  somit  den  einzelnen  Ecken  des  Dreiecks  ouSl  als  con- 
jugirtc  die  unendlich  fernen  Punkte  ihrer  Gegenseiten.  Wählen  wir 
uns  nun  einen  willkürlichen  Punkt  Q  auf  der  Mittelpunktscurve, 
welcher  das  Centrum  des  besonderen  Büschclkcgolschnittes  K  sei, 
nnd  verbinden  denselben  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  ocoÄ;  ziehen 
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wir  ferner  durch  Q  Parallele  zu  den  Seiten  des  genannten  Dreiecks: 
so  fixiren  uns  diese  drei  Strahlenpaare  die  Involution  conjugirter 
Durchmesser  von  K  und  zwar  entsprechen  den  Durchmessern,  welche 
mit  den  Strahlen  Q(o),  Q(o>),  Q(Sl)  zusammenfallen,  jene,  die  mit 
den  Gegenseiten  coii,  Slo,  oco  des  Dreiecks  parallel  sind.  Mit  Hilfe 
des  Dreiecks  otoSl  können  wir  somit  die  Involution  conjugirter  Durch- 
messer jedes  Büschelkegelschnittes,  dessen  Centrum  Q  wir  keimen, 
construireu  und  beurteilen. 

Verlängern  wir  die  einzelnen  Dreieckseiten  beiderseits  ins  Un- 
endlche,  so  zerlegen  wir  die  ganze  Ebene  in  sieben  ungleiche  Teile. 
Wir  bezeichnen  den  Ebenenteil  im  Iuneron  des  Dreiecks  otoSl  mit 
(e) ;  ferner  jene  drei  Teile  der  Ebene,  welche  mit  (c)  blos  an  den 
Ecken  o,  o>,  Sl  zusammenhängen,  mit  («J,  (eg),  schliesslich  die 
übrigen  jlrei  Flächen,  welche  sich  an  das  Dreieck  otaSl  längs  der 
Seiten  <aSl,  Slo,  ow  anschliessen,  mit  (A,),  (A2)  und  (A8);  nun  über- 
zeugen wir  uns  leicht,  dass  die  Involution  conjugirter  Durchmesser 
stets  hyperbolisch  resp.  elliptisch  sein  wird,  wenn  das  Centrum  Q 
des  entsprechenden  Büschclkegelschuittes  in  die  Räume  (A,),  (Aj),  (As) 
resp.  (e),  («j),  (<•*),  (c3)  fällt.  Es  bietet  uns  somit  das  Dreieck  owfi 
ein  Mittel  an  die  Hand,  aus  der  Lage  des  Centrums  eines  Büschel- 
kegelschnittes auf  seine  Art  zu  schliessen. 

Somit  werden  in  einem  Büschel,  dessen  Mittelpunktscarve  M 
eine  Ellipse  ist,  nur  Hyperbelu  vorkommen,  da  die  Ellipse  M  nur 
die  hyperbolischen  Teile  der  Ebene  durchläuft.  Ist  hingegen  M  eine 
Hyperbel,  so  durchläuft  ein  Ast  stets  nur  elliptische,  der  andere  nur 
hyperbolische  Ebeuenteile;  demnach  erfüllen  die  Centra  der  Ellipsen 
und  der  Hyperbeln  je  einen  besonderen  Ast  der  Hyperbel  M  und  so 
wie  die  beiden  Parabeln  des  Büschels  die  von  Ellipsen  und  Hyperbeln 
erfüllten  Teile  der  Ebene  trennen,  so  trennen  analog  auch  die  beiden 
Parabelcentra  —  dio  Asymptotenpuukte  von  M  —  den  Ellipsen- 
und  den  Hyperbclast  des  Mittelpunktskegelschnittes. 

Die  Doppelpunkte  Dx  und  D2  der  7-involution  werden  somit 
—  als  unendlich  kleine  Ellipsen  des  Büschels  —  auf  dem  EUipscn- 
aste  liegen ;  in  Folge  dessen  befinden  sich  auch  die  Mittelpunkte  der 
imaginären  Kegelschnitte,  welche  bekanntlich  auf  dem  von  D,  und 
D2  begrenzten  Teile  der  Mittelpunktscurve  liegen,  stets  auf  ihrem 
Ellipscnaste. 

Wird  schliesslich  der  Mittelpuuktskegelschnitt  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  so  geht  derselbe  auch  durch  den  Höhenpuukt  //  des  Drei- 
ecks oG)  der  Büschclkcgelschnitt,  dessen  Centrum  nach  H  fällt, 
ist  ein  Kreis,  denn  die  Involution  seiner  conjugirten  Durchmesser  ist 
circular  {Ho  senkrecht  auf  o>£,  Uco  senkrecht  auf  Slo,  HSl  senkrecht 
auf  ow). 

Jägerndorf  (österr.  Schlesien),  17.  Jänner  1882. 


Digitized  by  Google 


Dostor:  Volumes  et  Sur/aces  de  deux  corps  de  Evolution.  421 


XXVI. 

Volumes  et  Surfaces  de  deux  corps  de 

rßvolution. 

Par 

Georges  Dostor. 


1.  Dans  ces  Archiv  es  (T.  LXVH,  page  254),  nous  avons 
donne  les  expressions  des  volumes,  qui  sont  engendres  par  la  revo- 
lution,  autour  du  diametre  d'un  demi-cercle,  des  deux  trianglcs  mixti- 
lignes,  compris  entre  ce  diametre,  une  tangente  issue  d'un  point  du 
mSrao  diametre  prolonge  et  les  deux  arcs  du  demi-cercle,  qui  sont 
limites  au  point  de  contact  de  la  tangente. 

On  peut  arriver  ä  ce  resultat  d'une  manierc  plus  simple  et  plus 
rapide,  et  meme  obtenir  des  expressions  differentes  de  celles  quc 
nous  avions  trouvees. 

2.  Theoreme.  D'un  point  S  (Fig.  1),  exterieur  ä  un 
cercle  0,  on  mene  ä  ce  cercle  la  tangente  SA  et  au  centro 
la  secante  SO,  qui  coupe  la  circonference  en  B  et  C.  Si 
Ton  fait  tourner  la  figure  autour  de  SO,  les  trianglcs 
mixtilignes  SA  MB  et  SANC  engendrent  des  volumes,  qui 
sont  equivalents  aux  cönes  ayant  pour  hauteur  commune 
la  distance  SO  et  pour  rayons  de  base  los  projections 
BD  et  CD  des  arcs  g6nerateurs  AMB  et  ANC  sur  la  se- 
cante SO-y 

c'est-ä-dire  que 

vol.  SAMB  —  IxBD'.SO, 
yoL  SANC  -  \nCD2.SO. 
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En  effet,  nous  avons  evidemment 

vol.SAMB  -»  vol.&40  +  vol.  ABO, 

vol.  SANC  —  vol.SilO—  vol^iCO; 

ou    _ 

wolSAMB  =  \7tADi.SO+l7iAOt.BD, 

vol.  SANC  -  inZÖ8.  SO  - 1*10*.  CD. 

Commo  les  triangles  rectangles  ABC  ot  &40  nous  donncnt 
ÄD%  -  Z?/>.CD  et  2Ö1  —  SO.  OD, 

il  nous  vient 

VOLAAMB  —  in(BD.CD.S0+2S0.0D.BD), 
VOl.  -S^iVC  -  J?r(J9Z)  CD.  SO  —  2S0 .  OD .  CD) ; 

ou 

V01.&WB  -  i*£Z>.£0(CZ>  +  20Z>), 
\olSANC  -  i*CZ>. S0(BD-20D). 

Mais  il  est  facile  de  voir  que 

C£>  +  20D  -  0Z>  +  CZ>+  OD  -  00+  0Z>  =  ÄD, 
BD  —  20D  =  BD—  OD—  OD  —  OB— OD  —  CD; 

donc  on  trouve  que 

(I)         VOL&UCO- inBD*.SO,   vol.SANC  =  $nCD*.SO. 

3.  Corollairc.    On  en  conclut  quo 

vol.&O/g  iTD2  ylÄ4 
vol.&4iVC  ~  ÖD*  =  äc4 

4.  Les  oxpressions  (I)  peuvcnt  so  trausformer.  Le  triaogle 
rectangle  SAO  nous  douno 

-  -J        o„  -40  SO 

^O  -  SO. DO,  ou 

nous  cn  tirons 

AO      SO  +  AO  SB 
DO  "  AO+DO  ~  BD* 

AO  _  SO  —  ,40  _  50. 
DO  —  -40—  DO  —  CD' 

et  par  suite 

SB.  DO        _     SC.  DO 

m--xr*  cz> — To- 
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Elevant  au  carrä  ot  remplacaot  AO*  par  SO.  DO,  nous  obtenous,  cd 
simplincant, 

SB*. OD     — ,     SC?.  OD 


BD  ~  -WS-'  CD  -  so 

Nous  avons  ainsi 

BD*. SO  =  SB*.  OD,    CD*. SO  —  SC*.  OD 
et  cd  substitaant  dans  les  formales  (I) 

(II)    vol.  SAMB  —  \nSB* .  OD,    vol.  SANC  =  J^SC* .  OZ). 

Dono  los  volames  engendrdes  sont  aassi  equivalenti 
aux  cöncs  ayant  poar  rayons  de  base  les  deux  segments 
SB  et  SC  de  la  sdeante,  et  ponr  baateorcommoac  lapro- 
jection  OD  du  rayon  de  contact  OA  sar  cette  secante. 

5.  Les  volumes  precedents  peavent  aassi  s'obteair  ea  multi- 
pliant  les  surfaces  quo  decrivent  les  ligaes  mixtes 

SA  +  AMB   et   SA  —  ANC 

par  le  tiers  da  rayon  OA  de  la  sphero  engendre  par  le  demi-cerck 
OBAC. 

Car  on  a 

vol.  SAO  =  Burf.  SA  X  \OA, 
vol.  OAMB  —  surf.  AMB  X  \OA, 
VOl. OANC  —  surf. ANC  X  JCM; 

ce  qui  donne 

vol.  SAMB  —  surf.(S^4->lAfß)  X  i<^, 
vol SANC  =  8nrf.(Ä<l  —  ^tiVC)  X  lOA 

6.  Ou  en  coaclat  qae 


SB* .  OD 

sarf.  (SA + AMB)  =  n  — g-r-  , 

St?.  OD 

surf.      —  ^4iVC)  —  » — ÖA~' 

7.   Ccs  deraiers  rdsaltats  peavent  se  calcaler  directement 

Ea  effet,  puisqao  la  similitadc  des  deax  triaogles  SAD  ei  OAD 
donne 

AD  SA 
OD"  OA* 

d'oa 
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SA.  OD 

AD  = 

il  vient 


_*o.  nSA*.OD  nSB.SC.OD 

surf.  SA  =  nSA.AD  =   —-        =  -zr-.  

OA  OA 

Remplacant  d'abord  SC  par  SB  —  20-4,  puis  SB  par  SC+20A, 
trouvo  quo 

surf.  SA  =  nSB0A°D  —  2n SB .  OD, 
surf.  SA  -  nS(^A°D  +  2nSC.  OD. 

On  a  ensuite 

surf.  AMB  *=*2nOA.BD  =  2nOB . DB, 
surf.  ANC  =  2nOA.CD  =  2ä0C\ 

et,  commo  la  divisiou  harmonique  do  la  droite  SB  donne 

gg      SC      SB  — SC      20B  OB 
DB~*  DCB  DB—DC  0  20  D  =  ÖD  ' 

d'oü  Ton  tire 

SB.  OD  -  OB. DB,    SC.  OD  = 

on  voit  quo 

_#,•»•      ,  ,™  nSB*.OD 
sutLAB+sutLAMB  —  ^ — , 


surf.      —  surf.  ANC  = 


OA 
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XX  VU. 

Miscellen. 


L 

Ueber  eine  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks. 

Ein  bekannter  Satz  sagt  ans,  dass  die  drei  Geraden,  welche  die 
Mitten  je  zweier  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierseits,  dessen 
Diagonalen  als  ein  drittes  Paar  von  Gegenseiten  angesehen  werden, 
verbinden,  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  folgenden  allgemeineren  Satzes 
(8.  d.  Figur): 

L  „Eine  Gerade  g  begegne  den  Seiten  eines  vollständigen  Vier- 
ecks ABCD  in  den  Punkten  PtPs,  Ptl\,  P5P6.  Bezeichnet  man 
„auf  diesen  Seiten  die  den  Schnittpunkten  von  g  in  Bezug  auf  je 
„zwei  Ecken  des  Vierecks  zugeordneten  harmonischen  Punkte  mit 
„ITj/Tg,  ntIlAl  n&IJ6  und  verbindet  die  auf  den  Gegenseiten  liegenden 
„Punkte  durch  die  Geraden  i^fij,  ^#4,  ^5^61  80  schneiden  sich 
„diese  in  einem  Punkte". 

Beweis:  Da  P„  P„  P8,  P4  auf  gerader  Linie  liegen,  so  ist 

PyA  PtB  P£  P4£)_  1 
DPt  APt  '  BPa  '  CP4  ~~  *• 

und  weil  nun  P^J^D,  Pfß/2^4,  P^cnsB  und  P^DUkC  harmonische 
Punkte  sind;  so  muss  auch 

I2tA   U%B  JJaC  TIJ} 

Dnx  2n,  ' m^  ' cii;  ~  1  8em- 
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Diese  Bedingung  sagt  aber  aas,  dass  die  Seiten  des  Vierecks 
77,77,773/74  sich  auf  den  Diagonalen  von  ABCD  schneiden.  Die 
Schnittpunkte  müssen  aber  auch  auf  der  Geraden  g  liegen  d.  h.  77,77, 
und  773774  achneiden  sich  in  P6  und  77^773  und  77,774  schneiden  sich 
in  Pb.   Denn  da 

AI\  DP6  BP,  _ 
P,Z>'  P6B'  P^~~ 

ist,  so  ist  auch: 

477,    DPi  2?77, 

nxb '  p6b  '  n,A  — 

d.  h.  77,77,  und  P6  liegen  auf  gerader  Linie. 

Ist  nun  M  der  Schnittpunkt  von  77,77s  und  77, 77^  und  ist  S  der 
Schnittpunkt  von  77,774  mit  g,  so  sind  die  Punkte  M  und  S  in  Bezug 
auf  die  Punkte  77,  und  774  einander  harmonisch  zugeordnet.  Schnei- 
den sich  nun  77,274  und  776776  im  Punkte  M',  so  kann  man  ganz 
ebenso  zeigen,  dass  M'  und  S  in  Bezug  auf  77,  und  774  einander 
harmonisch  zugeordnet  sind.  Also  fallen  die  Punkte  M  und  M '  zu- 
sammen, und  es  ist  gezeigt,  dass  die  drei  Geraden  77, 7^,  I7,I74  und 
775776  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Der  reeiproke  Satz  zu  I.  lautet  folgendermassen : 

II.  „Ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  sei  mit  den  Ecken  und 
„Nebenecken  eines  vollständigen  Vierseits  durch  Strahleu  verbunden. 
„Bezeichnet  mau  die  nach  Gegenpunkten  gehenden  Strahlen  als  ent- 
sprechende und  construirt  zu  jedem  Strahl  den  vierten  harmonischen 
„Strahl  in  Bezug  auf  die  Viereckssciteu,  welche  sich  im  zugehörigen 
„Eckpunkt  schneiden,  so  liegen  dio  drei  Schnittpunkte  je  zweier  ent- 
sprechender vierten  harmonischen  Strahlen  auf  einer  Geraden." 

Ist  in  Satz  L  die  Gerade  g  dio  unendlich  ferne  Gerade  und  in 
Satz  II.  der  beliebige  Punkt  der  unendlich  ferne  Punkt  einer  belie- 
bigen Geraden,  so  ergeben  sich  aus  L  und  II.  folgende  beiden  be- 
kannten S&tze: 

„Die  drei  Geraden,  welche  die  Mitten  M  zweier  Gegenseiten  im 
vollständigen  Viereck  verbinden,  schneiden  sich  in  einem  Punkte" 

und 

„Eiue  Transversale  schneidet  ein  vollständiges  Vierseit.  Verbindet 
mau  je  zwei  gegen überliegeudo  Eckpunkte  mit  den  Mittelpunkten  der 
Segmente,  welche  die  dio  Eckpunkte  erzeugenden  Vierecksseiten  auf 
der  Transversale  bestimmen,  durch  Gerade,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte der  sich  entsprechenden  Geraden  auf  einer  geraden  Linie," 
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Ist  aber  die  Transversale  die  unendlich  entfernte  Gerade,  so  er- 
giebt  sich  folgender,  Boweit  mir  bekannt,  ebenso  wie  I.  und  II.  neuer 
Satz  : 

III.  „Bringt  man  im  vollständigen  Vierseit  die  Halbirungslinien 
,  Je  zweier  innerer  gegenüber  liegender  Winkel  und  der  Supplemente 
„der  dritten  inneren  gegenüberliegenden  Winkel  oder  die  drei  Halbi- 
erungslinien der  Supplemente  der  drei  inneren  gegenüber  liegenden 
„Winkel  zum  Schnitt,  so  liegen  jedesmal  die  drei  Schnittpunkte  der 
„entsprechenden  Halbirungslinien  auf  gerader  Linie.  Die  sechs 
„Schnittpunkte  sind  also  Ecken  und  Nebenecken  eines  neuen  voll- 
ständigen Vierecks." 

Einen  directen  Beweis  des  letzteren  Satzes  kann  man  auch  un- 
schwer finden  mit  Hülfe  des  bekannten  Statzes,  dass  dio  Halbirungs- 
linien der  vier  Winkel  eines  Vierseits  ein  neues  Vierseit  bilden, 
dessen  Diagonalen  durch  die  Nebenecken  des  ersteren  gehen. 

Strassburg  im  Eis. 

Dr.  Arnold  Sachse. 


2. 

Heber  die  Darstellung  der  BernoullPschen  und  Euler'sehen 

Zahlen  durch  Determinanten. 

Die  Darstellung  einer  Bernoulli'schen  Zahl  durch  eine  Deter- 
minante ist  zuerst  von  Herrn  Siacci  gegeben  worden  1).  Herr  Siacci 
geht  von  einer  speciellen  Determinante  aus.  Durch  Benutzung  des 
fundamentalen  Satzes  der  Determinantentheorie,  dass  eine  Determi- 
nante verschwindet,  wenn  die  Elemente  einer  Zeile  durch  die  einer 
andern  ersetzt  werden,  erhält  er  für  die  Unterdeterminanten  erster 
Ordnuug  ein  System  von  Gleichungen,  aus  denen  erkennbar  ist,  dass 
diese  Untcrdeterminautcu  den  Bernoulli'schen  Zahlen  proportional 
sind.  Eine  directe  Ableitung  der  bemerkten  Darstellung  hat  zuerst 
Herr  Lucas  gegeben2),  indem  er  seinen  Deductionen  die  Diffe- 
renzengleichung 


1)  Soll'  uso  dei  deterrainnnti  dclle  potenze  intcre  dei  nrnneri  natnrali. 
Annali  di  Matcmatica.    Ser.  I.    Tomo  VII.  1865. 

2)  Sur  les  sommes  des  puissanecs  eemblables  des  nornbres  entiers.  Nou- 
volles  Annales  de  MathcSmatiques  rödigees  par  M.  M.  Gerono  et  Brisse.  Ser.  II. 

1877. 
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zu  Gründe  logt.  Im  Folgenden  gebe  ich  eine  Darstellung  der  Euler- 
schen  Zahlen  durch  Determinanten,  indem  ich  die  Theorie  dieser 
Zahlen  auf  die  Differenzengleichung 

gründe.  Alsdann  soll  gezeigt  werden,  wie  man  die  Darstellung  der 
Bernoulli'schen  und  Euler'schen  Zahlen  durch  Determinanten  be- 
nutzen kann,  um  eine  Reihe  von  Recursionsformeln  für  dieselben 
abzuleiten. 


Zwischen  y{x)  und bestehe  die  Differenzengleichung: 

*(z+l)  +  tl>(x— 1)  =/(*). 

Ist  f(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade  2r  -f  1,  und 
verstehen  wir  unter  y(x)  die  particuläre  von  Constanten  uud 
sehen  Functionen  freie  Lösung  der  Differenzengleichung,  so 
diese  die  Gestalt  haben: 

2r 

ty(z)  =  £a2r-X+ix2r-*+l. 


Ist/(x)  specioll  =  x2'*1  und  wählen  wir  die  Bezeichnung: 

/    k  \  H  Mf- k  +  l)Fe{X  +  1) 

\r-k)  —  (r  —  A)U!""~  Fc(r  +  1) 

so  ergiebt  die  Vergleichung  der  Coefficicnten  der  Potenzen  von  x  in 
der  Differcnzengleichung  2r  + 1  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen 
a,a,  ...  a2r+i.   Aus  denselben  folgt: 

02r— 2  k  =  0  A=o,  l, ...  r— 1. 

Fc(3)        Fe(l)  0  0 

Fc(5)        Fc{Z)  0  0 


JFc(2r-2A+2) 

k  =  0, 1,  ...  p 


/?b(2A—3)  Fc(2A— 5)  ...  0 
/^(2A--1)  /?c(2A  -3)  ...  J*(S)Fc(l) 
2*(2A+1)  Fc(2A— 1)  ...  Fc(b)  Fc{3) 

Bedeutet  x  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  andererseits  aus  der 
Differenzengleichung  ableiten : 

x-% 

1-lfTHm)  -  2(- IV (2^+1)^1  =  i(*,2r+l) 
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Nun  ist  aber  bekanntlich 

2(-  1)'  +  X-=-2  t(x,  2r  + 1)  (*J l)  Ei*-»» 


wo  £j  £^  .  .  .  Er  die  auf  einander  folgenden  Enlerscheu  Zahlen  be- 
deuten und      den  Wert  1  haben  soll.   Also  ist 


und  demnach 

El  =  (-1)* 

und 


Fe(2r  +  2) 


Fc(2r  —  2  A  +  2)/c(2A + 1 ) 

0    ...  0 


Fc(2X+l)Ex  = 


/c(3)  /<K1) 
Fe{b)  Fc(Z) 


F<K2i-3)  /*<K2i— 5)  ...     Fe{l)  0 
Fc(2A— 1)  ft(21— 1)  ...  Fc(3) 
/H21+1)  i*(21— 1)  ...     Fc(b)  Fc(3) 


II. 

Formel  von  Herrn  Siacci  lautet: 

Fc{3)       Fe{2)  0  ... 

Fc(4)      Fc(3)      Fc{2)  ... 


(-l)*-i/c(2Af 


0 
0 


0 
0 


Fc{2)  0 
Fc(3)  Fc{2) 
Fc(4)  1*(3) 


Fc(2i)      Fc(2A— 1) 
Fc(2X+l)Fc{2X) 
Fc(2k+2)  Fc(2X+l) 

wo  tf,/^  ...  Bx  die  auf  einander  folgenden  Bernoulli'schen  Zahlen 
bedeuten.   Herr  Lucas  hat  dieselbe  dahin  vervollständigt,  dass 

für  q=2,  4,  6  ... 


2*(3)      F<*2)         0  ... 

0 

0 

Fc(4)      Fc(3)      Fc(2)  ... 

•              •  • 
■              •  • 

0 

• 
• 

0 

• 

• 

•               •  • 
Fc(q)  FciQ—1) 

• 

Fc(2) 

0 

Fc(H-l)  *Mq) 

Fc(Z) 

Fc{2) 

Fc(q+2)  Fc(q+1) 

Fc(4) 

Fc(S) 

=  0 


für  f=3, 5, 7  ...  ist. 


Die  bekannten  beiden  Recursionsformeln  für  die  Bernoulli'schon 
Zahlen: 
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Mitcellen. 


2 
und 


A  /2A-4-2\ 

2)  *(r1)w(  J  h+*-o 


entsprechen  einander  als  Fundamentalformeln  in  sofern  als  die  auf 
der  Differenzengleichung 

abgeleitete  Relation  'Ml)  —  0  für  ein  gerades  m  in  1),  für  ein  uns 
gerades  n  in  2)  übergeht.  Ein  derartiges  Entsprechen  dieser  Formeln 
wird  sich  auch  bei  ihrer  Ableitung  aus  obiger  Determinante  zeigen. 

Entwickelt  mau  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten 
Horizontalreihe,  die  neu  auftretende  Dcterminaute  in  derselben  Weise 
u.  s.  f.,  so  erhält  man  ein  System  von  Recursionsformeln,  welches 
erlaubt,  die  Ate  Bernoulli'sche  Zahl  durch  die  p  vorher  gehenden 
auszudrücken.   Dio  allgemeine  Formel  lautet: 

(2X+l)Bx  ==JJ-l)A+*+l  (2J+1)bai+(-1)^i  X 

Fc(2q+3)  Fc(2)  0   ...        0  0 

Fc(2p+4)  Fc{3)  Fc(2)  ...        0  0 

Fc(2A)      Fc(2A— 2p— 1)  ...     Fc(2)  0 

i*(2A+l)  Fc(2k— 2q)  ...     Fc(3)  Fc{2) 

Fc{2\+2)  Fc(2A-2p+l)  -     Ä(4)  Fe{3) 

Für  p  =  A  —  1  geht  dieselbe  in  die  Formel  1)  über.  Entwickot 
man  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Verticalreihel 
so  ergiebt  sich  wieder  Formel  1).  Setzt  man  in  der  so  entwickelten 
Determinaute  statt  der  Elemente  der  ersten  Verticalreihe  die  einer 
andern  ein,  so  verschwindet  die  Determinante.  Die  daraus  entstehende 
Formel  wird  stets  identisch  mit  1),  Sobald  man  eine  ungerade  Verti- 
calreihe einsetzt,  und  identisch  mit  2),  sobald  man  eine  gerade  Verti- 
calreihe einsetzt.  Entwickelt  mau  allgemein  nach  den  Elementen, 
einer  ungeraden  Verticalreihe,  so  ergiebt  sich  Formel  1),  und  ent- 
wickelt man  nach  den  Elementen  einer  eoraden,  so  folgt  Formel  2)- 

Bcliebig  viel  neue  Recursionsformeln  kann  man  finden,  indem 
man  die  Elemente  mehrerer  Reihen  zu  Aggregaten  vereinigt  Sub- 
trahirt  man  z.  B.  die  Elemente  der  2ten  Verticalreihe  von  denen 
der  ersten  und  entwickelt  die  Determinante  nach  den  Elementen  der 
neuen  ersten  Verticalreihe,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 
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Wird  die  Determinante  nach  den  Unterdeterminanten  2ter  Ordnuug 
entwickelt,  so  folgf: 

2(2A+1)äa  ^|(-i)A^(2A-2^-l)(2A+1)  iVf-(-l)"(2A8-3A) 

Allgemein  kann  man  die  Determinante  nach  den  Unterdeterminanten 
der  2^ten  oder  (2p  —  l)ten  Ordnung  entwickeln.  Es  ergeben  sich 
dann  Formeln,  welche  ßx  durch  die  (A  —  q)  ersten  Bcruoulli'schcn 
Zahlen  ausdrücken.  Dieselben  sollen  jedoch  hier  wogen  der  compli- 
cirten  Determinanteuausdrücke  nicht  hingeschrieben  werden. 

Entwickelt  man  die  Determinante  durch  welche  Ex  dargestellt 
wird,  snecessive  nach  den  Elementen  der  Horizontalreiheu,  so  findet 


Q  l2k\ 


Fc(2t»-)-3)  Fc(l) 
Fc(2p+5)  Fc(3) 


0  ... 
Fc(l)  ... 


0 
0 


Für  q 

formel: 


Fc(2\-\)  Fc(2X— 2p-3)  ...   Fc(l)  0 

Fc(2X)  Fc(2X-2g-2)  ...  Fc(3)  Fc(l) 
Fc$X+l)  Fc{2X— 2p— 1)         ...  Fc(b)  Fc(3) 

1  ergiebt  sich  daraus  die  fundamentale  Rccursions 


JMS)*-* 


welche  man  stets  wieder  erhält,  wenn  man  nach  den  Elementen  irgend 
einer  Verticalreihe  entwickelt,  oder  die  Elemente  irgend  einer  andern 
für  die  der  erst  gewählten  substituirt  Beliebig  viele  Recursions- 
formeln  kann  man  wieder  erhalten,  indem  man  die  Elemente  mehrerer 
Reihen  zu  Aggregaten  verbindet.  So  ergiebt  sich  nach  Subtraction 
der  Elemente  der  zweiten  Verticalreihe  von  denen  dor  ersten  durch 
Entwicklung  nach  den  Elementen  der  neuen  ersten  Verticalreihe: 


0 


Entwickelt  man  die  Determinante  nach  den  Unterdeterminanten  der 
2ten  Ordnung,  so  erhält  mau: 
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So  kann  man  auch  die  Determinante  nach  den  Unterdeterminanten 
einer  beliebigen  q  ten  Ordnung  entwickelu  uod  erhält  dann  eine  For- 
mel, welche  Ex  durch  die  (k  —  q)  ersten  Euler'schen  Zahlen  aus- 
drückt, welche  aber  wegen  der  complicirten  Deterainautenausdrticke 
hier  ebenfalls  nicht  hingeschrieben  worden  ist. 

Strassburg  im  Eis.,  im  Juli  1882. 

Dr.  Arnold  Sachse. 


3. 

Ein  Algorithmus  zur  Behandlung  quadratischer  Formen  *). 


Geht  die  binäre  quadratische  Form  (a*_i,  £„_i,  o*),  deren  erster 
Coefficiont  positiv,  deren  Teiler  x  =  1  und  deren  Determinante 
D  =  bn-\%  —  a»o*_i  kein  Quadrat  sein  möge,  durch  die  Aequivalent- 

substitution  in  die  benachbarte  Form  (anbnOn+i)  über,  so 

wird  der  dritte  Coefficient  oh+i,  nachdem  bn  bestimmt  ist,  durch  die 
bn*  —  D 

Formel:    oder  auch  mit  Benutzung  des  2 ten  und  4 ten  Sub- 

stitutionscoefticienten  1  und  ön  durch  die  Formel  o„-i-f-2Mw 1 
erhalten. 

Gewöhnlich  wendet  man  die  erste  an,  jedoch  ist  die  zweite,  die 
sich  a„  +  i  —  aM-i  —  önrn  schreiben  lässt,  nicht  nur  bei  grosszahligeu 
Coefficienten  für  die  numerische  Rechnung  bequemer,  da  6«  nicht 
zum  Quadrat  erhoben  werden  darf,  sondern  sie  führt  auch  auf  einen 
Algorithmus,  welcher  für  die  quadratischen  Formen  eine  entsprechende 
Leichtigkeit  der  Behandlung  erzielt,  wie  die  Kettendivision  bei  den 
lineären  Diophantischen  Gleichungen. 

Wird  nämlich  0*4-1  — »  a„_i  —  6H rn  und  — bn-\  -»  m*  gesetzt,  so 
kann  rw  =  2mn  —  anön  als  Rest  einer  Division  aufgefasst  werden, 

I  2  m« 

bei  welcher  a*  der  Divisior  und  <5»  der  Quotient  ist:  a„  I  ^ 


*)  Ein  specicller  Fall,  nämlich  die  Form:  (1,  )..  X*—D)  wurde  durch  die 
Verwandlung  einer  Quadratwurzel  in  einen  Kettenbruch  behandelt.  [V"^J 
'iüif^l,  dort  durch  a0  beteichnet 
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Jedoch  darf  mau  hiebei,  um  auf  reducirte  Formen  zu  kommen, 
2m  nicht  als  Dividendus  ansehen,  sondern  nur  als  Minuendus,  denn 

in  in  bekannter  Weise  bestimmt  %  wird  nicht  immer  [—  1  d.  h  die 
in         enthaltene  grösstc  ganze  Zahl  sein. 

Es  kann  nun  aber  leicht  ein  Dividendus  ?n  eingeführt  werden, 
so  dass  der  Quotient  K  -  [^J±f  gleich  dem  im  Citate  angegebe- 
neu  du   wird,  wobei  *  =  0  oder  1  ist,  und  da  sich  noch  aus 

~~ön==      £       oder  d*  =  —     und  rn  =  2mn  -  a„  6n  die  For- 

rocl  bn  =ÄB_1  +  rM  ergiebt,  so  sind  die  Coefficienten  bH  und  o^+i 
durch  und  aM  mittelst  der  Grössen  kn  und  r„  ausgedrückt. 

Hiebei  wird  nun  zwar  zur  Erreichung  von  bH  ein  geringer  Umweg 
gemacht,  dafür  aber  auch  aH+i  bedeutend  schneller  erhalten. 

Satz  über  k».  Wird  bei  positiver  Determinante  Bn  —  m8  — A 
und  A  -  [y  />]  gesetzt,  so  ist  *„  =  gj]  ±  e  =  ön.  hierin  ist  f  mm  0 

wenn  dM  ^  0.  Ist  aber  dn  positiv,  so  ist  s  -  1  und  das  Zeichen  so 
za  wählen,  dass  der  numerische  Wert  von  kn  erhöht  wird. 

Setzt  man  bei  negativer   Determinante  dn  =  mn—l»  und 

ln  =  \l\  80  ist  k»  =  [a"]  +  f  =  Hicrin   ist   f  -  °t  wenn 

ö»  <  0.  Ist  aber  wiederum  d»  positiv,  so  ist  t  =  +1.  Geht  jedoch 
3«  durch  an  dividirt  ohne  Rest  auf  (wohin  auch  der  Fall  Bu  =  0  ge- 
hört), so  sind  beide  Werte  für  «  nämlich  0  und  +1  zulassig.  Es 
tritt  dann  eine  Spaltung  ein,  und  sind  in  diesem  Fallo  also  zwei 
Aequivalentsubstitutionen  anzuwenden.  (Vgl.  a.  a.  0.  §  64.  pag.  155. 
und  den  Schluss  von  §  62.:  nochmalige  Spaltung). 


*)  Vgl.  Dirichlct  Zahlenthcorie  h.  v.  Dcdckind  §  64.  und  76.  Um  tu 
reducirten  Formen  zu  gelangen,  muss  bei  positiver  Dct. 

y  d-<«,)<  a*<[y  dj 

bei  negativer  Det. 
sein,  dann  wird 
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Bevor  wir  diesen  Satz  beweisen,  wollen  wir  den  Algorithmus, 
der  im  üebrigen  für  positive  und  negative  Determinanten  gleich  ist, 
nur  dass  bei  positiven  A,  —  lg  ...  =  AN  =  k  =»  [y  D]  zu  setzen, 
durch  folgendes  Schema  andeuten.   Gegeben  ist  die  Form: 

(  «o   h   ai)>   deren  Det.  =  Z> 


T/l, 


-*1 

*7 


«1 


*0 

2ml 


«1 


«2 


*1 

2m2 


( 


er,  /JA  Ms 


~A3 


Oj  |  2^  |fcs. 


Hierin  hängt  ^  mit  =  —  A0  au^  angegebene  Art  zusammen 
und  aus  dem  Bruche  dt :  at  wird  ht  nach  dem  erwähnten  Satze  be- 
stimmt. 


Ferner  ist: 


und 


*>i  -  *0  +  »l 


wo  7t,  =  ^r,  das  Product  aus  Rest  und  Quotient.  Durch  die  Sub- 
stitution: (    j  ^  J  geht  dann  die  Form  K^a,)  in  (o^a*)  über. 

/   0  1  \ 

Diese  letztere  wieder  durch  ^  j  in  (a2  ia  was  durch  —  öt 
schon  angedeutet  ist.  Daher  wird  sogleich  neben  die  zweite  Division 
die  Substitution  Q  gestellt ,  durch  welche  die  erste  Form 
(oo  i0  a,)  in  die  dritte  (a*  iÄ  a8)  übergeht. 

Um  diese  zu  erhalten,  bilde  man 
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Pi  —  ßi  *s 

dann  ist 

«8  —  —  Ä        ^^«l  +  Ml 

Man  fährt  uun  bei  positiver  Det.  sowohl  als  auch  bei  uegativer  so 
lange  fort,  bis  eine  Division  mit  einer  früheren  identisch  wird,  so 
dass  von  da  ab  die  letzten  Formen  sich  periodisch  wiederholen.  Bei 
pos.  Det.  sind  diese  periodischen  Formen  zugleich  die  reducirteu. 
Bei  uegativer  Det.  ist  mindestens  die  erste  derselben  roducirt,  die 
zweite  complementär,  oder  es  sind  auch  beide  reducirt  (formac  an- 
eipites). 


Beispiele  (mit  vollst.  Nebenrechnung). 


Für  pos.  Det.  wählen  wir  das  Beispiel  a.a.O.  pag.  182.;  D  =  35. 

(62   95    145);    y35  =  5,  ,.. 


-95 
—  5 

-100  :  145 
-132 


-190 

 0 

—190 


0 


/  0  1X2 
\-l  o)  0 
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I  ~  5 

-  5 


© 
TS 
© 

s-. 

© 


—10  : 

5 

-10 

0 

-10 

0 

-  5 

5 

—  5 

—10  : 

-2 

=10 

5 

0 

-10 

0 

( 


-  10  —  23\  -115 
7      16/  4-  80 


/  23  -125\  I 
V-  16      87/  - 


250 
174 


5 

-10 


—2 


/+125 
V—  87 


272\ 
— 19oJ 


Bei  negativer  Det.  ist  die  Kenntniss  derselben  nicht  erforderlich. 

(  121    217  390) 
-44 

217 


-217 
—195 
—412 


390 
—384 


—434 
-390 


— 1 


U  -!) 


—2 
+2 


—173 
—  38 

—211  : 


19 

—  3 

+16 


-1 
-8 

-9 


1 

-3 
-2 


77 
—60 


-  44 
173 

-346 
—154 


—2 


tri) 


1  — 2\  —6 
3 


6 
0 


—192 
-19 

38 
18 


3 


/  2  -7\  0 
[-1     4j  0 


20 


:  17 

-2 

0 

0 

0 

—2 

-1 

:  6 

2 

0 

0 

0 

2 

:  17 

1 

0 

—2 

(-4-0 


0 
0 


/— 2  7\  0 
V  l-4j0 

("1 3) 
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Fügen  wir  noch  das  Beispiel  a.  a.  0.  pag.  156.  für  neg.  Det 
hinzu,  wo  Spaltung  eintritt: 


100  100 
-2b 

-125  :  511— 200.— 2 
oj— 102! 
~—  98 


(  200  100  51) 
-196 


V— 1  —2/  2 


/  0  t\0 
V-l  -2/0 


o 
-o 
o 

— 


a 

4:4 


4  —41-1  /-l  -1\0 
0-4|       V   2  1/0 


2 
-25 

27 :  51 
0 


2 

— 4|0 

Ol 


/  1-1X0 
V-l  2/0 


2  -2 
2 


0:  4 


+40 

I  od./  1 
0i[l]  \-2 


-!)8 


-  2 
-25 


-27 : 51 


-4:4 


-4(0/ — 1  0\0 
0|  V   2  -ljo 


-4 


2 
-25 

23 : 51 


-2 


o 

o 
*C 


410/0  — 1\0 
0|  Vi  2/0 


1-  2 


s  4|-4|[-1] 


oder  /  1  OY 
Ol   0  \^_2  1/ 


0 
0 


—  2 
-25 

—23 : 51 


-2 


«J  -1) 


Der  eingeklammerte  Wert  [1]  links  führt  in  die  Periode  rechts  und 
[—1]  führt  in  die  Periode  links  zurück. 

Beweis  des  vorhin  angeführten  Satzes  für  kH. 
I.       positiv.  [VZ>]  -  X  ÖH  =  mn~~bn 


an 


Der  Bruch  — 


mn — X  . 


ist  für  negatives     grösser  oder  gleich 


der  ganzen  Zahl  dn  und  kleiner,  als  die  folgende 


öh+1  =  —  , 


f 
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denn  man  kann  auf  beiden  Seiten  —  weglassen.   Besitzt  er  also  an 

an 

sich  einen  positiven  Wert,  d.  h.  ist  9„  negativ  oder  Null,  so  rauss 

[«"]  8ein'  bcsitzt  er  einen  negfttiven  Wert,  d.  h.  ist  dH  positiv, 

so  ist  -  ÖH+1  oder  <5M  =  gj  _  i  =  *M.   in  diesem  Falle  ist 

aber  fj~j  eine  negative  Zahl,  also  wird  der  numerische  Wert 


von 


kn  erhöht.   Bei  positiven  a„  gilt  umgekehrt  dn==s     ]>  ö„  —  1,  6m-i 

^^^4  ^^^^k  ^^^^ 

—  — —  —    Ist  nun  9»  ^  0,   also  auch  —  ^  0,      so  wird 

|"j~J  =  d„.  Ist  jedoch  9»  >  0,  so  ist  j^J  =  <5„—  1  also  ö„  =  |^~J 
-f  1  —  *n  und  es  wird  ebenfalls  der  numerische  Wert  von  fc*  erhöht 

II.  D  negativ.  AM  =  j^~J  >  [bu)\  o\»  =  &"  9„«=m«  — A* 
die  Grössen  a„  sämratlich  positiv. 

m„  —  äm  — A„      m*  —  äm  —  «n      .      t  .  . 

Ö„  =  >  >  "   —  Oh—  1,     WCll    lM  < 

Äh  +  oh,  selbst  wenn      negativ  wäre. 

Ist  also  9«  negativ,  so  wird  |~J  =  oV 

Ist  9„  positiv,  so  wird  Jjjjjj  =  öH  —  1,  also      =  [^J  +  £  =  *"i 

worin  f  =  +  1. 

9  9 1  T9h 

Geht  aber  *  ohne  Rest  auf,  so  dass  wir  —  =    "  =g  setzen 

können,  so  folgt  aus 

m„  —  bH  —  oh  $n    und    m„  —  A„  «=  aHg,  dass 

bn  —  An  «-  «n(<7—        =  «kA- 

ÄM  —  A„ 

Soll  nun  «=  A  sein,  so  muss  h  entweder  0  oder  —1  werden, 

jenachdem  bn  =*  +  ~*  oder  =  —  y  und  ^*  =  A„  ist.   Hieraus  folgt 

g  =  ön~  kM    oder    <5M  -  g  —  h  =     J  +1  =  kn. 
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Hicmit  ist  der  Nachweis  geführt,  dass  wir  durch  den  angegebe- 
nen Algorithmus  in  der  Tat  dieselben  o"»,  also  auch  dieselben  Aequi- 
>  ilt  nt- Institutionen,  ohne  eine  zu  übergehen,  erhalten,  welche 
man  behnfs  der  Auflösung  diophantischer  Gleichungen  2  ton  Grades 
aufstellen  kann. 

Königsberg  i.  Pr.  d.  15.  Mai  1881. 

Hcrmos. 


4. 

Nachtrag-  zur  Flächentheorie. 

In  T.  LIX.  S.  262.  sind  die  Werte  der  Fundamentalgrössen  der 
Mittelpunktsfläche  einer  beliebigen  Fläche  entsprechend  den  Para- 
metern der  Krümmungslinien  der  Urfläche  hergeleitet.  Aus  diesen 
Werten  ergeben  sich  unmittelbar  zwei  bekannte  Eigenschaften  der 
Mittelpunktsflächen.  Da  die  Folgerung  an  jener  Stelle  nicht  aus- 
gesprochen ist,  so  komme  ich  hier  zur  Vervollständigung  der  Theorie 
darauf  zurück. 

Es  bezeichneten  e,  /",  g  die  Coefficienten  im  Ausdruck  des  Linien- 
elemcnts 

9«2  =  cdn*  +  2fBudv+gdv* 

w,  v  die  Parameter  der  Krümmungslinien,  j>,  g,  r  die  Richtungscosinus 
der  Korraale,  F  die  Grösse 

9**    ,       8*y    .  c*z 

denjenigen  Krümmungsradius,  dessen  Endpunkt  (a^y,^),  wenn 
man  ihn  auf  die  Normale  trägt,  die  in  Rede  stehende  Mittolpunkts- 
fläche  erzeugt,  der  Iudex  1  die  Zugehörigkeit  zu  dieser  Mittelpunkts- 
fläche. 

Von  den  6  Gleichungen  (36)  wenden  wir  die  3  folgenden  an: 

I. 

Variirt  der  Punkt  (^y^i)  bei  constantem  «,  so  erzeugt  er  eine 
Kürzeste.   Die  Richtungscosinus  der  Tangente  sind  proportionirt 


9«,  öyx  &, 
fo'   SV  du 
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Variirt  er  in  normaler  Richtung  zur  Kürzesten,  und  sind  die  Rich- 
cosinus  proportionirt 

8g|  ,  dv  3aCj  dyl  ,  öv  öy,  33j  3t>  ö»j 
du  '      3t?  1    du  '  du  dv  '    du  '  3u  3» 

so  ist  die  Bedingung: 

au  Vau  +  auat;  /  +  du  [du  ~r'dudv)~j~du\d»  ^dub,)-" 

das  ist: 

,     &  . 
*+/>3«  =  ° 

oder  nach  (36): 

und  wir  haben  den  Satz: 

Die  orthogonalen  Trajcctorien  derjenigen  Kürze- 
sten auf  der  Mittclpunktsfläche,  welche  der  zugehöri- 
gen Schar  Krümmungsliuieu  auf  der  Urfläche  entspre- 
chen, entsprechen  den  Curven  constanter  zugehöriger 
Hauptkrümmung  auf  derselben. 

IL 

Die  Gleichung  F  >=  0  ist  die  allgemeine  Bedingung,  unter  der 
die  Tangenten  der  Parameterlinien  coujugirt  sind.  Da  nun  nach  (36) 
dieselbe  auf  der  Mittclpunktsfläche  erfüllt  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Den  zwei  Hauptkrümmungsrichtungen  auf  der  Ur- 
fläche entsprechen  conjugirte  Richtungen  auf  beiden 
Mittelpunktsflächen.  R.  Hoppe. 


5. 

Ueber  eine  CurTe  4ter  Ordnung. 

Bekanntlich  ist  durch  eine  Gleichung  der  Form 

/(*,  y,  t»)  -  0  .  •  1) 

in  welcher  r,  y  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  be- 
deuten, und  u  ein  Parameter  ist,  ein  System  von  Curven  ausgedrückt, 
die  von  einer  gemeinsamen  Cnrve  umhüllt  werden. 
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Ebenso  ist  durch 

y, »)  —  0  2) 

eine  Mannigfaltigkeit  von  Curven  gegeben,  die  von  einer  gemeiasamen 
Curve  umhüllt  werden.  Ist  der  Parameter  u  der  Gleichung  2)  der- 
selbe, als  der  der  Gleichung  1) ,  so  können  2  demselben  Werte  von 
u  entsprechende  Curven  von  1)  und  2)  als  einander  entsprechend 
bezeichnet  werden.  Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  einander 
entsprechender  Curven  dieser  beiden  Curveusysteme  oder  das  Er- 
zeugniss  derselben  ist  eine  Curve,  deren  Gleichung  durch  Elimi- 
nation jenes  Parameters  u  aus  den  Gleichungen  /  und  q>  erhalten  wird. 

Nun  betrachten  wir  die  auf  diese  Weise  aus  den  Gleichungen 

—  0 

nnd 

y  —  ux  =  0 

hervorgehende  Curvo  4ter  Ordnung: 

**+y'x*-y*-0  4) 

welche  somit  Erzeuguiss  eines  Systems  concentrischer  Kreise  und 
eines  mit  ihm  projectivischen  concentrischen  Strahlcnbüschels  ist  und 
ihrer  einfachen  und  schönen  Construction  und  Eigenschaften  wegen 
Erwähnung  verdient 

a)  Construction.   Man  ziehe  (siehe  die  Fig.)  einen  Kreis  K  und 

errichte  in  den  Endpunkten  A,  B  seines  Durchmessers  AB  die  Tan- 
genten T,  T'  zu  K.   Zieht  man  nun  in  dem  Schnittpunkte  E  eines 

zu  K  concentrischen  Kreises  K'  mit  der  auf  AB  senkrechten  Geraden 

CD  eine  Tangente  zu  K\  so  trifft  diese  die  Tangente  T  im  Punkte 
E\  der  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  verbunden  eine  Gerade 
liefert,  die  K'  als  eine  dem  Kreise  K'  vermöge  3)  entsprechende 
Gerade  in  einem  Punkte  F  trifft,  der  ein  Punkt  der  gesuchten  Curvo 
ist.  Auf  diese  Weise  fortfahrend  ist  es  leicht  die  vorgelegte  Curve 
zu  construiren. 

b)  Eigenschaften.    Die  Curve  läuft  symmetrisch  gegen 

die  y-Achse  (hier  CD)  und  auch  gegen  die  «-Achse  (hier 

AB)  und  hat  die  in  den  Punkten  -i.  B  an  den  Kreis  A',  den 
wir  —  weil  dem  Werte  u  =  1  entsprechend  —  Fundamcn- 
talkreis  nennen  wollen,  errichteten  Tangenten  T,  T'  zu 
Asymptoten. 

Jede  durch  den  Anfangspunkt  O  gehende  Gerade 
schneidet  die  Curve  in  zwei  Punkten,  die  von  diesem 
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Punkte  O  gleich  weit  abstehen,  weshalb  dieser  Punkt 
der  Mittelpunkt  und  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  Durch- 
messer genannt  werden  mag. 

Der  Mittelpunkt  der  Curve  ist  zugleich  Rückkehrpunkt 
und  Wendepunkt  der  Curve. 

Dio  Curve  hat  aber  noch  eine  weitere  merkwürdige  Eigenschaft 

Sucht  mau  nämlich  die  von  einem  der  4  Zweige  der  Curve  mit 
der  x- Achse  und  mit  der  Asymptote  eingeschlossene  Fläche,  so  ist 
dieselbe  gegeben  durch 

1 

P   x%dx  n 

und  daher  die  von  der  ganzen  Curve  und  den  Asymptoten  einge- 
schlossene Fläche  =  7t  und  mau  hat  somit  den  Satz:* 

„Die  von  der  Curve  und  ihren  Asymptoten  einge- 
schlossene Fläche  ist  gleich  dem  Flächeninhalte  des 
des  Kreises,  der  die  Asymptoten  der  Curve  berührt  und 
dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  der  Curve  ist" 

Auch  zeigt  sich,  dass  der  Krümmungsradius  der  Curve  im  Mittel- 
punkte derselben  durch  q  =  i  gegeben  und  somit  gleich  ist  dem 
halben  Radius  des  Fundamentalkreises. 

Wien,  im  Juni  1882. 

Dr.  Eduard  Mahler. 


6. 

Zur  Construction  reeiproker  Punkte  des  Dreiecks. 

Sind 

Pa    Pb  Pe 

trimetrischo  Coordinatcn  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Axcn- 
dreieck  ABC  und  dieselben  proportional  den  Abständen  des  Punktes 
P  von  den  Seiten  BC\  hat  ferner  der  Punkt  Q  dio  Coordinaten 

11.1 

Pa      pb  pe 
=  pbpe    pepa  papb- 

so  heissen  P  =  pa,  Q  =  pbpe  reeiproke  Punkte  des  Dreiecks  ABC. 
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asXa  -\-bsXb  +  CtXc  —  0 

die  Gleichungen  zweier  Geraden  ©j,  @,  und  ist 

ai^  =  ii  Ä*  =  ; 
so  heissen  ©,  =  o,,  @2  =  ä,  <?,  reeiproke  Gerade. 

Die  bekannteste  Construction  des  zu  einem  Punkte  P~pa  re- 
eiproken  Punktes  Q~pbpe  ist  folgende: 

J  sei  das  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  ABC.  Die  Spiegelbilder 
der  Geraden  AP  bezüglich  der  AJ  sind  die  Transversalen  AQ. 

Eine  andere  Construction  (Archiv  LX.  98.)  besteht  darin,  dass 
man  von  P  auf  die  BC  Lote  fällt,  welche  in  Ap  treffeu ;  At  sei  die 
Mitte  von  PAP,  die  Normalen  von  A  auf  Bt  Cx  treffen  sich  in  Q. 

Ist  ©,  =  aj  gegeben,  so  wird  ®2  =  b1c1  auf  folgende  Weise 
construirt: 

©,  trifft  BC  in  4,.  J  sei  das  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  ABC. 
Das  Spiegelbild  der  AAt  bezüglich  der  AJ  treffe  BC  in  A%.  Die  its 
liegen  in  der  Geraden  ©8. 

In  Folgendem  wird  eine  Construction  von  Q=pbpc  und  ©2  = 
gegeben,  welche  ausser  der  Construction  des  Punktes  J  nur  das 
Ziehen  gerader  Linien  verlangt.  —  AP  werde  von  BC,  BQ,  CQ  in 
P«,  Ab,  Ae  getroffen. 

Bezeichnen  wir  den   Punkt  (BAe,  CAb)  mit        so  ist  für 
P=  pupbpc,  Q  =  qaqbqc'> 

Ab  =  p$  Qa  pb  qe  pe  qe 
Ae=pbqa       pbqjb  pcqb 

91  =  pbpcqa    pb*qc       pc  qb 
All  =0  pc*  q\>  —pb^qc 

Diese  Gerade  trifft  BC  in 

Za  =  0    pb*qc  pe*qb 
=  0    pb*qcqa  P*qaqb 


Die  AZa  treffen  sich  im  Punkte 
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Sind  also  die  Punkte  P=papbpc,  Q  =  qaqbqc  gegeben;  so  kann 
der  Punkt 

Z  =  pa*qbqe 

lincal  auf  folgende  Weise  construirt  werden: 

BQ,  CQ  treffen  AP  in  ^6,  Ac.  Die  Geraden  BAC,  CAk  schnei- 
den sich  in  H.   Die  A%  begegnen  sieh  in  Z. 

Für  P=l  wird  Z  ~  qi  qc.  Der  zu  dem  Punkte  Q  =  qa  re- 
eiproke  Punkt  Z  =  qb  qc  wird  also  auf  folgende  Weise  durch  Zeich- 
nung gefunden: 

J  sei  das  Inkreiscentrum  des  Dreiecks  ABC.  AJ  werde  von 
BQ,  CQ  in  Ab,  Ac  getroffen.    BAe,  CAb  schneiden  sich  in  Ä. 

Die  A^X  sind  die  Ecktransversalen  des  zu  Q  =  qa  reeiproken 
Punktes  Z=  qb  qc. 

©,  =  «j,  ©2  —  «2  8e*en  zwe*  Gerade  in  der  Ebene  des  Funda- 
mentaldreiecks.  Setzen  wir  in 

Z  =  pa2  qb  qc 

P  =  i2<?2,  Q  =  bL  c, ;  so  wird 

Z  =  «j  V 

Ist  nun  ©,  die  Harmonikale  des  Inkreiscentrums,  so  erhalten 

wir: 

Z  =  <*,. 

Die  Coustruction  der  zur  Geraden  =  o,  reeiproken  Geraden 
ist  demnach  folgende: 

Q  sei  der  harmonische  Pol  von  ©„  J  das  Iukreisccntrum.  BQ, 
CQ  treffen  ^4.7  in  Ab,  Ae.  Die  Geraden  BAe,  CAb  schneiden  sich  in 
VI.   Die  A%  begegnen  sich  im  harmonischen  Pole  der  Geraden  Vi- 

Wien,  Juni  1882. 

Emil  Hain. 


7. 

Ein  Beitrag  zur  Trisection  des  Winkels. 

Bekanntlich  geschieht  die  Dreitciluug  des  Winkels  auf  mechani- 
schem Wege  dadurch,  dass  man  um  den  Scheitel  des  gegebenen 
Winkels  mit  beliebigen  Radius  eiuen  Kreis  beschreibt,  den  Radios 
auf  einem  Streifen  Papier  aufträgt  und  diesen  Streifen  so  lange  ver- 
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schiebt,  bis  der  eine  Endpunkt  des  Radius  auf  dem  verlängerten 
Schenkel,  der  andere  auf  «1er  Peripherie  des  Kreises  liegt,  während 
die  dadurch  bestimmte  Gerade  durch  den  Endpunkt  des  anderen 
Schenkels  geht.  Der  Winkel,  den  diese  Gerade  mit  dem  verlängerten 
Schenkel  bildet,  ist  der  dritte  Teil  des  gegebenen  Winkels. 

Die  Aufgabe  der  Trisection  des  Winkels  reducirt  sich  somit  auf 
die  Aufgabe:  Es  ist  durch  einen  Puukt  der  Peripherie  eines  Kreises 
eiue  Gerade  so  zu  ziehen,  dass  der  Abstand  ihres  Schnittpunkts 
mit  der  Peripherie  von  ihrem  Schnittpunkt  mit  einer  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Geraden  gleich  dem  Radius  sei. 

Dieses  Problem  wurde  zuerst  von  Nikomedes  durch  die  von  ihm 
erfuudene  Conchoidc  gelöst.  Coustruirt  man  nämlich  eine  Conchoide, 
deren  Spitze  im  Endpunkt  (Schnittpunkt  des  Kreisüs  mit  dem  Schen- 
kel) des  einen  Schenkels,  deren  Axe  der  audere  Schenkel  und  deren 
Parameter  der  Radius  ist,  so  ist  die  gesuchte  Gerade  offenbar  be- 
stimmt durch  den  Schnittpunkt  der  Conchoidc  mit  dem  Kreise.  Nun 
schneidet  aber  diese  Conchoide  den  Kreis  in  4  Punkten,  mithin  ist 
die  Aufgabe  nicht  ein-,  souderu  mehrdeutig ,  was  darin  seinen  Grund 
hat,  dass  der  Winkel  er,  den  zwei  Gerade  mit  einander  bilden,  nicht 
nur  entstanden  sein  kann  durch  eine  Drehung  um  a°,  sondern  auch 
durch  eine  Drehuug  um  «°+«.3CUl>.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
die  Geraden,  welche  die  Winkel  «,  a -f- 3GO  und  a+(2x36ü)  in 
drei  gleiche  Teile  teilen,  verschiedene  Richtungen  haben,  dass  aber 
die  Teilungslinieu  von  Winkeln,  die  auch  um  3.360°  unterscheiden 
zusammen  fallen  müssen;  es  also  3  verschiedene  Lösungen  geben 
inuss.  Die  Verbindungslinie  des  vierten  Schnittpunktes  des  Kreises 
mit  der  Conchoide  fällt  mit  dem  Schenkel  selbst  zusammen. 

Die  Scheitel  der  3  gefundenen  Winkel  liegen  alle  auf  dem  einen 
Schenkel  des  gegebenen  Winkels  und  haben  von  der  Peripherie  des 
Kreises  gleiche  Entfernuug,  diese  Entfernungen  gemessen  auf  den 
durch  den  Endpunkt  des  andern  Winkels  gehenden  Strahlen. 

Daher  lässt  sich  die  Aufgabe  auch  so  lösen: 

Man  beschreibe  um  den  Scheitel  des  gegebenen  Winkels  einen 
Kreis  und  construire  eine  Curve,  deren  Punkte  von  der  Peripherie 
des  Kreises  um  den  Radius  abstehen,  diese  Abstände  gemessen  auf 
den  durch  den  Endpunkt  des  einen  Schenkels  gehenden  Strahlen. 
Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  dem  andern  Schenkel  sind  die 
Scheitel,  die  Verbindungslinie  derselben  mit  dem  Centrum  des  Strah- 
lenbüschels sind  die  Schenkel  der  gesuchten  Winkel. 

Es  sei  a  der  gegebene  Winkel.  Beschreibt  man  nun  um  den 
Scheitel  C  desselben  mit  dem  Radius  CA  =  a  einen  Kreis ,  zieht 
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durch  den  Endpuukt  A  des  einen  Schenkels  beliebige  Strahlen,  welche 
die  Peripherie  des  Kreises  in  den  Punkten  Ml%  AT2,  M3  etc.  schneiden 
und  trägt  von  diesen  Schnittpunktsn  nach  beiden  Seiten  der  Peripherie 
den  Radius  auf,  so  bestimmen  die  dadurch  erhaltenen  Paukte  Nv 
A'jj,  iV3  etc.  die  gesuchte  Curve. 

Dieselbe  schneidet  den  zweiten  Schenkel  in  den  Punkten  P,  C, 
Q,  Ii  und  es  siud  dann  qr0,  qp,,  q>2  die  gesuchteu  Winkel,  wie  sich 
planimetrisch  leicht  zeigen  lässt. 

Auch  auf  analytischem  Wege  lässt  sich  diese  Lösung  sehr  leicht 
verfolgen. 

Wählen  wir  die  Spitze  A  der  Curve  als  Pol,  die  Gerade  A  zum 
zweiten  Schenkel  des  Winkels  gezogene  Parallele  Ax  als  Polaraxe, 
so  ist  der  Kreis  dargestellt  durch  die  Gleichung: 


wobei  wir  «  und  y  von  der  positiven  Richtung  der  Axe  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  der  Drehung  eines  Uhrzeigers  zählen,  g  dagegen  uns 
auf  der  Verlängerung  des  beweglichen  Scheukels  von  q>  aufgetragen 
denken. 

Eben  so  leicht  ergiebt  sich  nuu  als  Gleichung  der  besprocheneu 


wobei  <p  alle  Werte  vou  0  bis  360  zu  durchlaufen  hat. 

Als  Gleichung  des  zweiten  Schenkes  des  gegebenen  Winkels 
fiuden  wir 


q  =  2a.cos(<p  —  a), 


Curve 


g  =  a  -f-2aeos(g>  —  a) 
g  =  a(l  +  2cos((p  — «)), 


a .  sm  et 
sinqp 


Für  die  Schnittpunkte  beider  Linien  muss  daher  gelteu: 


O,  ""-"-a  [1  +  2  COS  (<p'-a)] 


oder 


und  da 


sin  «  =  sin  <jp  +  2  sin  <p  cos  (qr>  —  a) 
sin«  =  sin cp  +2 sin cp cos cp  cos«  +2 sin q>  sino 


ist: 


2  sin  <p*  —  1  —  cos  2cp   und   2  sin  <p  cos  cp  =  sin  2g> 
sin  «  =  sin  cp  +  sin  2cp  cos  a  +  sin  «  —  sin  o  cos  2g> 


somit 
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oder  allgemein 


daher 


9  =  ^-f-n.120 


fallen  mit  denen  von  <je0  zusammeu,  so  wie  dio  von  <jp0  mit  denen 
von  <pj  etc.;  so  dass  wir  also  nur  3  verschiedene  Lösungen  erhalten. 
Dass  ausserdem  der  Gleichung 


Genüge  geleistet  wird,  ist  leicht  ersichtlich;  es  wird  dadurch  nur 
bestätigt,  dass  die  Curve  durch  den  Scheitel  des  Winkels  gehen  muss. 

Vergleichen  wir  diese  Art  der  Lösung  mit  der  von  Nikomedcs, 
so  zeigt  sich ,  dass  Kreis  und  Gerade  ihre  Rollen  vertauscht  habeu. 
Bei  Nikomedes  ist  die  Leitlinie  der  gesuchten  Curve  ein  Kreis,  hier 
ist  es  eine  Gerade;  bei  ersterem  bestimmen  dio  Schnittpunkte  der 
Curve  mit  dem  Kreise  die  Schenkel  der  gesuchten  Winkel,  während 
hier  dies  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Geraden  tun. 

£s  ist  ferner  klar,  dass  man  die  Curve  nur  einmal  zu  construiren 
braucht,  um  alle  möglichen  Winkel  mit  Hilfe  derselben  in  drei  gleiche 
Teile  zerlegen  zu  können. 

Man  hat  eben  nur  den  gegebeuen  Winkel  an  den  fixen  Schenkel 
QA  so  anzutragen,  dass  sein  Scheitel  nach  Q  fällt.  Die  Schnitt- 
punkte des  zweiten  Schenkels  des  angetragenen  Winkels  mit  der  Curve 
bestimmen  sofort  die  Scheitel  der  gesuchten  Teile. 


sin  (er—  2<p)  =  sinqp 


auch  noch  durch  den  Wert 


tp  -  180  +  a 
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Hat  diese  Lösung  auch  weiter  keinen  praktischen  Wert,  so  glaubt 
der  Verfasser  doch ,  dass  sie  nicht  ganz  uninteressant  ist  und  sich 
ihrer  Einfachheit  wegen  als  Beispiel  einer  transcendenten  Curve  selbst 
für  den  Unterricht  an  Mittelschulen  ganz  gut  eignen  dürfte. 

Moritz  Rusch. 
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Litterarischer  Bericht 


CCLXIX. 


Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.  Von  Victor  Schlegel, 
Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Waren.  Zweiter  Theil.  Geometrie. 
1879.  —  Dritter  Theil.  Trigonometrie.  (Mit  eiuer  vierstelligen  Lo- 
garithmentafel.) 1880  —  Vierter  Theil.  Stereometrie  und  sphärische 
Trigonometrie.  1880.  Wolfenbüttel.  Julius  Zwissler.  222  -f  116  + 
192  S. 

Dies  Lehrbuch  gehört  zu  denjenigen,  welche  die  eigenartigen 
Grundsätze  des  Verfassers  auf  selbstgewähltem  Wege  zu  verwirklichen 
suchen.  Die  Grundsätze  werden  in  der  Vorrede  ziemlich  eiuseitig 
dargelegt,  so  dass  der  Leser,  um  ihren  Sinn  in  den  Hauptfragen  zu 
finden,  sich  an  den  Ausfall  der  Bearbeitung  halten  muss.  Der  Ver- 
fasser erklärt  die  Euklidische  Form  nur  für  ein,  der  Bequemlichkeit 
dienendes  äusserliches  Merkmal  der  Methodo,  welches  jedoch  dem 
eigentlichen  Zwecke  des  Unterrichts  hinderlich  sei.  Hier  fragt  es 
sich  sogleich,  ob  er  bei  Beseitigung  der  sogenannten  Form  den  Zweck 
der  Euklidischen  Anordnung  der  Sätze  nach  ihrem  Deductiousnexus, 
den  Grund  alles  erworbenen  Wissens  im  Bcwusstsein  zu  erhalten, 
den  Schüler  solange  in  der  intuitiven  und  logischen  Betrachtung  des 
Einfachen,  Speciellen,  Ruhenden  verweileu  zu  lassen,  dass  er  an  kei- 
ner Beziehung  achtlos  vorbeigehen  kann  —  aufrecht  halten  will  oder 
überhaupt  nicht  kennt  und  mit  der  Form  zugleich  wegwirft.  In  der 
Vorrede  spricht  er  nur  von  der  Einteilung  des  Lehrstoffs  in  Lehr- 
sätze, Voraussetzungen,  Behauptungen,  Beweise  und  dem  Voranstellen 
des  Lehrsatzes  vor  den  Beweis,  und  zwar  in  dem  Sinne,  als  ob  dies 
bloss  für  gedächtnissmässige  Aneignung  des  Stoffes  besonders  vorteil- 
haft sei;  dass  hingegen  diese  Anordnung  zur  Coucentration  der  Ge- 
danken auf  eine  eng  begrenzte  Aufgabe  dienen  soll,  die  der  Schüler 
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vorher  kennen  muss  um  za  wissen,  worauf  er  zu  achten  hat,  dass 
dadurch  der  Fortschritt  der  Fähigkeit,  die  Erweiterung  des  Gebietes 
des  begründeten  Wissens  gemessen  wird,  davon  erwähnt  er  nichts. 
Sieht  man  nun  die  Ausführung  an,  so  bestätigt  sich  mehr  uud  mehr 
die  Vermutung,  dass  der  genannte  Zweck  für  ihn  gar  nicht  vorhanden 
ist.   Von  der  Bewegung  wird  gleich  anfangs  ein  sehr  ausgedehnter 
Gebrauch  gemacht.   Offenbar  enthält  ein  bewegtes  Gebilde  eine  grös- 
sere Mannichfaltigkeit  als  ein  festes;  es  ist  daher  genügender  päda- 
gogischer Grund  in  den  Anfängen  der  Geometrie  bei  den  festen  Ge- 
bilden zu  verweilen,  wofern  man  aber  bald  auch  bewegte  Gebilde  in 
Betracht  zu  ziehen  für  gut  findet,  darauf  Bedacht  zu  uehmen,  dass 
die  Bewegung  einfach  genug  ist  um  die  Reihe  der  Zustände  übersehen 
zu  lassen.   Jede  Bewegung  lässt  sich  in  gewisse  Elcmeutarbewegungen 
zerlegen;  der  aualytische  Weg,  welcher  diese  Zerlegung  vollzieht,  ist 
für  Anfänger  ungeeignet,  weil  der  allgemeine  Begriff  seinem  ganzen 
Inhalte  nach  nicht  sogleich  aufgefasst  werdeu  kann,  so  dass  dadurch 
der  Schüler  zu  vager  Betrachtung  gezwungen  wird.    Das  allein  zu- 
lässige Verfahren  würde  also  das  synthetische  sein,  demgemäss  die 
Elemcntarbewegungeu  zuerst,  wo  nicht  ausschliesslich,  gelehrt  werden. 
Das  Lehrbuch  dagegen  beginnt  erstens  mit  dem  allgemeinen  Begriff, 
anstatt  aber  die  Elementarbewegungen  herzuleiten,  iguorirt  es  zwei- 
tens alle  andern  uud  beuennt  jene  bloss,  benennt  sie  überdies  drittens 
unklar  und  widerspruchsvoll.   Es  heisst  z.  B.  bei  der  Bewegung  der 
Geraden  in  der  Ebene:  „Eiue  Gerade  hat  die  Merkmale  der  Lage 
und  Richtung.    Eine  Gerado,  die  sich  bewegt,  kaun  hiernach  entweder 
ihre  Lage  oder  ihre  Richtung  ändern.   Zwei  Geraden  können  sich 
entweder  durch  ihre  Lage  oder  durch  ihre  Richtung  unterscheiden." 
Eine  Drehung  ist,  wie  man  hiernach  vielleicht  noch  zu  bezweifeln 
versuchen  möchte,  wie  es  aber  die  nachherige  Erörterung  unzweideutig 
ausspricht,  eine  Veränderung  der  Richtung  bei  unveränderter  Lage. 
Ob  das  irgend  einen  Sinn  haben  kaun,  lasseu  wir  dahin  gestellt.  Was 
aber  der  Verfasser  uuter  Lage  auch  verstanden  wissen  will,  so  er- 
giebt  es  einen  eclatanten  Widerspruch;  denn,  wenu  zwei  Drehungen 
eine  Parallelverrückung  zur  Folge  haben,  so  sind  hiernach  zwei 
NichtVeränderungen  gleich  einer  Veränderung.   Diese  Stelle,  die  sich 
gleich  in  den  Anfangsgründen  producirt,  also  bestimmend  für  das 
Ganze  wirkt,  mag  als  Beleg  dieneu,  wenn  wir  sagen,  dass  der  Ver- 
fasser die  bewährte  Methode  verworfen  hat,  ehe  er  im  Stande  war 
eine  bessere  zu  schaffen.   Für  Ausbildung  in  mathematischer  Logik 
ist  nicht  nur  nichts  getan,  sondern  im  Gegenteil  der  natürliche  Ver- 
stand der  Schüler  in  solchen  principielleu  Punkten  vexirt,  wo  sie 
sich  schwerlich  selbst  zu  orientiren  vermögen.    Die  zwei  Abteilungen 
der  Geometrie  sind  überschrieben:  Geometrie  der  bewegten,  der 
«übenden  Gebilde.   Letztere  besteht  in  einem  Vortrage  der  neuern 
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Geometrie,  keineswegs  elementar  bearbeitet,  einer  gelehrten  Abhand- 
laug ähnlicher  als  einem  Schulbuch.  Als  Anhang  folgt  die  Theorie 
der  Curven  2.  Ordnung,  welche  als  Oerter  für  constante  Summe  und 
Differenz  der  2  Radien  dargestellt  werden;  dann  Uebungssätze  und 
Aufgaben  mit  vorausgehender  Zusammenstellung  der  Lösungsmethoden ; 
dann  die  Uebersicht  der  Fuudamental-Aufgaben. 

Die  Trigonometrie  ist  gleichfalls  nach  selbstgewählter  Methode 
bearbeitet,  die  zwar  nicht  selbst  erfunden  ist,  sondern  sich  auf  frem- 
den Vorgang  beruft,  doch  von  der  gewöhnlichen  in  manchen  hervor- 
tretenden Punkten  abweicht.  Die  Gründe  für  die  Wahl  sind  in  der 
Vorrede  verständlich  dargelegt,  man  kann  ihnen,  wenn  man  sie  auch 
nicht  für  entscheidend  hält,  doch  Berechtigung  zuerkennen.  Die  Er- 
klärung des  allgemeinen  Functionsbegriffs  nebst  hierher  gehöriger 
Anwendung  tiberschreitet  nicht  den  elementaren  Standpunkt  und  findet 
sich  bald  ebenso,  bald  weniger  klar  in  manchen  andern  Lehrbüchern. 
Statt  der  gleichzeitigen  Einführuug  der  6  oder  4  Functionen  wird 
nur  der  Cosinus  als  Trauscendente  dcfinirt,  die  übrigen,  nachdem  die 
Theorie,  Berechnung  und  eine  dreistellige  Tafel  für  den  spitzen  Win- 
kel aufgestellt  ist,  darauf  zurückgeführt.  Alsdann  wird  der  Cosinus, 
nachher  die  übrigen  Functionen  über  die  Grenzen  des  Winkels  inner- 
halb eines  Rechten  erweitert,  dann  in  imaginärer  Expouential-  uud 
Reiheuform  dargestellt.  Die  Behandlung  der  Trigonometrie  unter- 
scheidet sich  durch  Zuziehung  des  Um-  und  Iukrciscs.  Dann  folgt 
die  trigonometrische  Auflösung  der  Gleichungen  2.  und  3.  Grades, 
dann  die  Uebersicht  der  Formeln  und  Regeln,  dann  Uebungssätze 
uud  Aufgaben,  dann  die  Theorie  und  eine  Tafel  der  rationalen  Drei- 
ecke, dann  eine  vierstellige  Tafel  der  Logarithmen,  die  der  Zahlen 
ausgeführt  bis  2000. 

In  der  Stereometrie  kehrt  dieselbe  Unklarheit,  wie  sie  in  der 
Planimetrie  auftrat,  erweitert  und  vervielfältigt  wieder,  indem  die 
Lage  mit  der  Richtung  und  nun  mit  einem  dritten  Element  „Seite4* 
genannt  als  coordinirto  Attribute  betrachtet  wird.  Dies  verstösst 
nicht  bloss  gegen  den  gewöhnlichen  Wortgebrauch,  sondern  enthält 
einen  Widerspruch  in  sich  selbst.  Bei  der  Drehung  einer  Geraden 
in  der  Ebene  ist  uämlich  unbeachtet  gelassen,  dass  der  Drehpunkt 
ein  verschiedener  sein,  mithin  die  Drehung  auf  unendlich  verschie- 
dene Arten  statthaben  kann,  was  hier  nochmals  direct  geleugnet  wird. 
Eine  analoge  Behandlung  erfährt  die  bewegte  Ebene  oder  die  Ebene 
in  ihrer  Verschiedenheit.  Die  Lago  derselben  soll  durch  2  Punkte 
bestimmt  sein.  Dann  würden  alle  Ebenen  gleiche  Lage  haben ;  aber 
so  dass  nur  jede  mit  einer  nächst  folgenden,  diese  mit  einer  dritten, 
nicht  jedoch  die  erste  mit  der  dritten  gleiche  Lage  hätte.  Die  Sätze 
der  Stereometrie  werden  in  untadelhaft  correcter  Form  ausgesprochen ; 
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was  ihnen  aber  an  Stelle  einer  Herleitnng  vorausgeht,  ist  ganz  un- 
verständlich und  bewegt  sich  in  teils  mangelhaft  bestimmten,  teils 
unvereinbaren  Begriffen.  Unter  solchen  Umständen  würde  es  nutzlos 
sein  über  die  im  einzelnen  befolgte  Methode  etwas  zu  sagen. 

Die  sphärische  Trigonometrie  wird  auf  gewöhnliche  Weise  geo- 
metrisch hergeleitet;  dann  folgt  eine  Beschreibung  der  einzelnen 
Formen  der  Flächen  2.  Grades;  dann  reichlich  Aufgaben  über  alles 
vorhergehende. 

H. 


Sammlung  von  arithmetischen  Aufgaben  in  systematischer  Ord- 
nung. Ein  Uebungsbuch  für  Latein-  und  Realschulen.  Von  F.  A. 
Steck  und  Dr.  J.  Vielmayr.  Sechste,  verbesserte  Auflage.  Kemp- 
ten 1881.   Jos.  Kösel.    135  S. 

Die  Aufgabeu  sind  geeignet  zur  Uebung  des  numerischen  Rech- 
nens in  und  ausser  der  Schule,  ohne  Unterscheidung  ob  im  Kopfe 
oder  schriftlich.  Sic  werdeu  in  Buchstaben  gestellt  mit  nachfolgender 
Reihe  von  Werteu  der  Buchstaben.  Resultate  stehen  nicht  im  Buche. 
Sie  sind  nach  den  Rechnungsarten  geordnet  in  die  Abteilungen:  Un- 
beuannto  und  einfach  benannte,  dann  mehrfach  benannte  Zahlen; 
Teilbarkeit;  gemeine,  Decimalbrüche;  Regeldetri;  arithmetische,  geo- 
metrische Proportionen,  Anwendung;  Kettenbrüche;  kaufmännische 
Rechnungsarten.  Es  ist  jedesmal  zuerst  eine  Reihe  direct  angesetzter, 
dann  aus  den  Fällen  des  Lebens  entnommener  Aufgaben  mit  zn  suchen- 
dem Ansatz  aufgestellt   Die  6.  Auflage  ist  der  5tcn  gleich. 

H. 


Sammluug  von  stercometrischen  Aufgaben  in  systematischer  Ord- 
nung. Ein  Uebungsbuch  für  Gymnasien  und  Realschulen.  Von  F.  A. 
Steck,  köuigl.  Gymnasialprofessor.  Kempten  KS81.  Jos.  Kösel. 
127  S. 

Die  Aufgabeu  beziehen  sich  auf  die  Relationen  zwischen  Inhalt, 
Oberfläche  und  Linearabmessungen  von  Prisma,  Pyramide,  Cylinder, 
Kegel,  Kugel,  deren  Stücken  und  aus  ihnen  zusammengesetzten  Fi- 
guren, Relationen  die  teils  durch  bekannte  Formel  gegebeu,  teils 
geometrisch  zu  suchen  sind.  Sie  fordern  die  numerische  Berechnung 
aus  uumerischen  Daten.    Die  Resultate  stehen  hinter  jedem  Abschnitt. 

H. 
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Uebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Nach  der  Aufgabensammlung  von  Heis  für  höhere  Bürgerschulen, 
Gewerbeschulen,  Progymnasien  und  Realschulen  II.  Ordnung  bear- 
beitet von  Dr.  Ludwig  Matthiessen,  o.  ö.  Professor  der  Physik 
an  der  Universität  zu  Rostock  und  Oberlehrer  der  Mathematik  und 
Physik  am  Königl.  Preuss.  Gymnasium  in  Husum.  Köln  1882. 
M.  Du  Mont-Scbauberg.    252  S. 

Von  der  Beistehen  Aufgabensammlung,  welche  auch  den  Ge- 
brauch an  Gymnasien  und  Realschulen  I.  Ordnung  berücksichtigt, 
ausgehend  sind  die  schwierigem  Aufgaben  weggelassen,  die  leichteren 
vermehrt  worden.  In  5  Abschnitten  enthält  das  Gegenwärtige  Erklä- 
raug und  Aufgaben  über  Summen  und  Differenzen;  Producte  und 
Quotienten.  Teilbarkeit,  abgekürzte  Decimalrechnung;  Potenzen,  Wur- 
zeln (mit  Berücksichtigung  der  Imaginären)  und  Logarithmen;  Glei- 
chungen ersten,  zweiten  Grades  mit  einer,  mit  mehrern  Unbekannten 
(zugleich  die  Proportionen  vertretend);  Progressionen  arithmetische, 
geometrische.  Die  Aufgaben  sind  weniger  auf  Erwerbung  von  Fer- 
tigkeit im  Rechnen,  am  wenigsten  im  numerischen  Rechnen,  vielmehr 
auf  Yerständuiss  und  allseitige  Orientirung  in  den  mannichfachen 
algebraischen  Beziehungen  berechnet  Sie  nehmen  das  Selbstdenken 
der  Schüler  durchweg  in  Anspruch.  Resultate  sollen  besonders  aus- 
gegeben werden. 

H. 

Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra.  Methodisch  geord- 
nete Sammlung  von  mehr  als  12500  Aufgaben  nebst  Auflösungen. 
Von  Theodor  Sinram,  Lehrer  der  mathematischen  Wissenschaften. 
Dritter  Teil.   Hamburg  1881.   Otto  Meissner.    255  S. 

Die  Aufgaben,  welche  dieser  Teil  enthält  betreffen  folgende 
Gegenstände  des  höheren  Schulunterrichts:  Arithmetische,  geome- 
trische Reihen  1.  Ordnung,  zusammengesetzte  Reihen,  Zinseszins-  und 
Rentenrechnung,  Permutationen  und  Variationen,  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, Binomialcoeföcienten,  Convergenz  und  Divergenz  von  Reihen, 
Anwendung  des  Summenzeichens,  die  Reihen  höherer  Ordnung  und 
ngurirten  Zahlen,  Kettenbrüche,  Congruenz  der  Zahlen,  Determinanten, 
complexe  Zahlen  in  trigonometrischer  Form,  Verwandlung  von  Func- 
tionen in  Reihen,  imaginäre  Logarithmen,  Gleichungen  höheren,  drit- 
ten, vierten  Grades,  transcendente  Gleichungen.  Die  Aufgaben  sind 
teils  algebraisch,  teils  numerisch,  teils  mit  gegebenem,  teils  gesuchtem 
Ansatz.  Angehängt  ist  ein  ..Antwortenheft*4.  Giebt  es  Unterrichts- 
anstalten, welche  die  genannten  Zweige  der  Mathematik,  und  zwar 
gerade  diese  betreiben,  so  möchte  sich  schwerlich  eine  Sammlung 
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finden,  die  zur  Einübung  so  reichlichen  und  angemessenen  Stoff  auf 
alle  verteilt,  wie  die  gegenwärtige. 


Vollständig  gelöste  Aufgaben-Sammlung  nebst  Anhängen  unge- 
löster Aufgaben,  für  den  Schul-  und  Selbstgebrauch  mit  Angabe  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  erläutert  durch  viele  Zinkographien, 
Holzschnitte  und  lithograph.  Tafeln,  aus  allen  Zweigen  der  Rechen- 
kunst, der  uiedern  und  höhern  Mathematik,  der  Physik,  Mechanik, 
Graphostatik ,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik,  mathemat.  Geographie, 
Astronomie ;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-,  Brücken- 
und  Hochbaus;  der  Konstruktionslehren  als:  darstell.  Geometrie, 
Polar-  und  Parallel-Perspective ,  Schattenkonstruktionen  etc.  für 
Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Mi- 
litärs etc.  zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen  Studium,  zur  Fort- 
hülfe bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung  der  exaeten 
Wissenschaften,  herausgegeben  von  Dr.  Adolph  Kley  er,  Ingenieur 
und  Lehrer,  vereideter  königl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  gros9h. 
hessischer  Geometer  I.  Klasse  in  Frankfurt  a.  M.  unter  Mitwirkung 
der  bewährtesten  Kräfte.   Stuttgart  1881.   Julius  Maier. 

Die  Sammlung  erscheint  in  Heften  zu  1  Bogen,  jedes  folgende 
einem  neuen  Zweige  zugehörig,  so  dass  vermutlich  die  Fortsetzung 
eines  jeden  Zweiges  erst  nach  dem  Erscheinen  des  Anfangs  aller 
Zweige  zu  erwarten  ist.  Es  werden  zuerst  Erklärungen,  geteilt  in 
wolgesetzte  Frage  und  Antwort,  nach  Art  militärischer  Instruction, 
gegeben.  Dann  folgen  Aufgaben  teils  mit  Andeutung  zur  Lösung, 
teils  vollständig  durchgeführt  Die  Durchführung  kommt  allen  Er- 
fordernissen in  bester  Form  nach:  Analysis,  Auflösung,  Construction 
und  Determination  sind  sorgfaltig  ausgearbeitet.  Die  Figuren  stehen 
neben  dem  Text.  Obgleich  die  abschreckend  vielen  Worte  des  Titels 
keinen  günstigen  Eindruck  machen  mögen,  so  zeigt  der  vorliegende 
kleine  Anfang  wenigstens,  dass  Fleiss  darauf  verwandt  ist,  die  aus- 
gedehnten Versprechungen  nach  Möglichkeit  zu  erfüllen. 


Kopfrechenschule.  Eine  Sammlung  von  methodisch  geordneten 
Kopfrechonaufgaben  bearbeitet  von  A.  P.  L.  Cl  aussen,  Lehrer  am 
Königl.  Seminar  in  Eckernförde.  I.  Teil.  Für  die  mittleren,  n.  Teil. 
Für  die  Oberklassen  der  Volks-  und  Mittelschulen,  für  Präparanden- 
anstalten  und  Seminarieu.    Schleswig  1881.    Julius  Bergas.    72  + 


H. 
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Beide  Teile  enthalten  bis  auf  weniges  Uebungen  derselben  Rech- 
nungsarten. Als  verschiedene  Rechnungsarten  werden  hier  auch  die 
Anwendungen  der  Rechnung  auf  verschiedene  Gegenstände,  geome- 
trische, physikalische  u.  s.  w.  betrachtet  An  Vielseitigkeit  der  Uebung 
lässt  die  Sammlung  nichts  vermissen ;  ebenso  ist  der  Fortschritt  vom 
leichtern  zum  schworern  überall  wol  bemessen.  Das  Resultat  steht 
bei  jeder  Aufgabe. 

Neues  logarithmisch-trigouometrisches  Handbuch  auf  sieben  De- 
cimalen  bearbeitet  von  Dr.  C.  Brünns,  K.  S.  Geheimer  Hofrath, 
Director  der  Sternwarte  und  Professor  der  Astronomie  in  Leipzig. 
Zweite  Stereotypausgabe.   Leipzig  1881.   Bernhard  Tauchnitz. 

Die  Einrichtung  dieser  Tafeln  ist  mit  geringen  Unterschieden 
dieselbe  wie  bei  denen  von  Breraiker  (s.  litt.  Ber.  239.  S.  35).  Das 
Format  ist  ein  wenig  grösser.  Bei  den  Logarithmen  der  Zahlen 
steht  über  der  letzten  Ziffer,  wenn  sie  5  ist,  ein  Strich,  welcher  den 
negativen  Rest  anzeigt.  Die  trigonometrische  Tafel  ist  für  die  6 
(bei  Bremiker  nur  5)  ersten  Grade  durch  alle  Secunden  ausgeführt. 
Ausserdem  sind  auch  hier  dio  Differenzen  angegeben.  Forner  sind 
in  diesem  Umfange  nur  die  4  letzten  Ziffern  für  jede  Secunde  auf- 
gestellt, die  3  ersten  über  jede  Columne  von  10  Secunden  über- 
geschrieben. Die  Gauss'schen  Tafeln  für  Logarithmen  der  Summen 
und  Differenzen  werden  besonders  ausgegeben. 

H. 

Logarithmisch  -  trigonometrische  Tafeln  mit  6  Dccimalstcllcn. 
Mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Schulgebrauch  bearbeitet  von  Dr. 
C.  Bremiker.  Achte  Stereotyp- Ausgabe.  Berlin  1881.  Nicolai. 
542  S. 

Die  4.  Ausgabe  ist  im  235.  litt.  Bericht  S.  29  besprochen.  Seit- 
dem sind  2  Vermehrungen  eingetreten  —  von  welcher  Ausgabe  sie 
beginnen,  ist  aus  dem  datumloscn  Vorwort  nicht  zu  erkennen.  Erst- 
lich ist  die  Tafel  der  sechsstelligen  Additions-  und  Subtractions- 
Logarithmen  aufgenommen  worden.  Sie  folgt  der  Anordnung  von 
Wittstein,  ist  jedoch  durch  eine  besondere  von  B  «=»  0,  4  beginnende 
Subtractionstafel  vermehrt,  durch  welche  der  Vorteil  gewonnen  wird, 
dass  die  Differenzen  62  nicht  übersteigen.  Ferner  ist  in  dem  trigo- 
nometrischen Teile  von  0  bis  5  Grad  die  Verwandlung  von  Sinus  in 
Bogen  hinzugefügt.  Dass  die  Einführung  sechsstelliger  Tafeln  in 
Schulen  ganz  unzweckmässjg  ist,  dass,  wo  der  bisherige  Gebrauch 
siebenstelliger  als  ein  nutzloser  Aufwand  erkannt  wird,  der  Ueber- 
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gang  zu  fünfstelligen  allein  die  Veränderung  lohnen  kann,  sei  hier 
nochmals  ausgesprochen.   Doch  auch,  wenn  man  nur  die  Anwendung 
für  die  Praxis  der  Rechner  im  Auge  hat,  bedarf  die  in  der  Vorredo 
enthaltene  Empfehlung  der  sechsstelligen  Tafel  der  Berichtigung. 
Sie  stützt  sich  nämlich  auf  dio  durchaus  unrichtige  Behauptung,  der 
durch  Weglassung  der  7ten  Stelle  entstehende  Fehler  könne  nie  er- 
heblich grösser  werden  als  der  aus  der  Ungenauigkeit  der  Data  resul- 
tireude.   Letzterer  hat  stets  seine  durch  die  Natur  der  Functionen 
bestimmten  festen  Grenzen;  ersterer  hingegen,  und  zwar  nicht  bloss 
der  mögliche,  sondern  auch  der  wahrscheinliche  Fehler  wächst  mit 
der  Länge  der  Rechnung  über  alle  Grenzen  hinaus.   Zur  Vermeidung 
desselben  wendet  mau  stets  eine  angemessene  Anzahl  überschüssiger 
Stellen  an.   Wem  es  um  die  Sicherung  des  Resultats  zu  tun  ist,  dem 
wird,  auch  wo  er  sonst  nur  6  Stellen  nötig  hat,  sehr  oft  die  Kenut- 
niss  der  7ton  willkommen  sein.    Um  also  für  Entfernung  der  7ten 
Stelle  aus  den  Tafeln,  mit  der  sonst  keine  Reduction  der  Arbeit 
Ycrbuudcn  ist,  einen  Zweck  zu  finden,  so  kaun  sie  sich  nur  etwa  für 
folgenden  Fall  eignen.    Solleu  die  in  Arbeit  genommenen  Rechner 
eines  Faches  von  aller  Abschätzung  des  Restes  befreit  und  an  eine 
gleichmässige  Vorschrift  über  die  Stcllenzahl  des  Rechnens  gebunden 
werden,  so  kann  sich  gerade  die  Zahl  6  als  die  genügende  erweisen. 
Ebcuso  leicht  hingesprochen  wie  obige  Behauptung  ist  wol  auch  die 
weitere  über  die  bereits  ausschliessliche  Anwendung  sechsstelliger  Ta- 
feln von  Seiten  aller  Astronomen  und  Physiker. 


Einführung  in  die  Mechanik.  Von  Hermann  Undeutsch, 
Professor  an  der  königl.  sächsischen  Bergakademie  zu  Freiberg. 
Zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  333 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Freiberg  1881.  Craz  und 
Gerlach.   447  S. 

Laut  Vorrede  bietet  das  Buch  weder  ausführlich  dio  Gebiete  der 
analytischen  noch  die  der  sogen,  technischen  Mechanik,  „sondern  nur 
in  einfacher,  aber  allgemeiner  Form  diejenigen  Unterlagen,  auf  welche 
sich  die  Vorträge  oder  private  Studien  auf  dem  Gebiete  der  Mechauik 
stützen".  Letztere,  affirmative  Angabe  enthält  offenbar  kein  beson- 
deres Merkmal,  denn  sie  passt  auf  jedes  Lehrbuch.  Was  dann  ausser 
dem  analytischen  und  technischen  Gebiete  noch  den  Inhalt  bilden 
soll,  bleibt  hiernach  rätselhaft.    Sieht  man  die  Ausführung  an,  so 


Mechanik. 
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handelt  das  Buch  zwar  von  keinen  technischen  Gegenständen,  doch 
deutet  das  Verfahren  vorwiegend  auf  Bestimmung  für  Techniker  hin, 
denen  es  zur  allgemein  theoretischen  Ausbildung  dienen  soll.  Das 
analytische  Gebiet  hingegen,  und  zwar  in  hinreichend  ausführlicher 
Bearbeitung,  umfasst  es  bis  zu  den  höheren  Theoremen,  so  dass  die 
anfängliche  Ablehnung  desselben  in  keiner  Weise  zutrifft.  Was  daran 
fehlt,  ist  gerade  die  „Einführung"  in  die  analytische  Behandlung  der 
Probleme  der  Mechanik,  ohne  welche  die  Kenntniss  jener  Theoreme 
wenig  Nutzen  verspricht.  Dass  der  Vortrag  mit  den  einfachsten 
Specialfälleu  beginnt,  ist  bei  Herlcitung  der  analytischen  Principien 
oft  gauz  zweckmässig,  wofern  nämlich  erstcre  die  Elemente  bilden, 
woraus  sich  letztere  aufbauen.  Doch  von  einem  solchen  Ziele  ist 
hier  nichts  zu  merken ;  die  allgemeineren  Sätze  folgen  auf  speciellere, 
jeder  für  sich  hergeleitet,  ohne  Hinweis  darauf,  was  jeder  für  das 
Ganze  leistet,  ohne  Ansatz  der  Bedingungen  einer  zu  untersuchenden 
Bewegung. 

Die  Einleitung  entfaltet  und  erklärt  die  zur  Mechanik  gehörigen 
Begriffe.  Hier  findet  mau  manche  berichtigende  Belehrung  gegenüber 
ungenügender  vulgärer  Auffassung  zwar  irgendwo  ausgesprochen,  doch 
hinter  dem  mit  viel  mehr  Worten  bedachten  Mangelhaften  gar  zu  sehr 
in  den  Schatten  gestellt  und  nur  einseitig  angewandt.  Dass  die  Ruhe 
der  Bewegung  nicht  coordinirt,  sondern  ein  Specialfall  derselben  ist, 
dass  die  Mechanik  es  mit  absoluter  Ruhe  uud  Bewegung  in  dem 
Sinne  gewählter  Betrachtung  zu  tun  hat,  ist  freilich  nicht  verschwie- 
gen, doch  vermisst  man  schon  in  Betreff  der  letztern  Aeusserung  die 
bestimmte  Aussage,  dass  ein  anderer  Sinn  nicht  existirt,  da  ein 
ruhender  Punkt  im  Weltraum  undefinirbar  ist.  In  Betreff  der  er- 
stem ist  allerdings  die  Aufstellung  auch  fernerhin  zur  Richtschnur 
genommen,  aber  nicht  ihre  Aualoga.  Es  werden  im  weitern  Fort- 
gang gerad-  und  krummlinige,  gleich mässigo  und  unglcichmässigo  Be- 
wegung als  coordinirt  betrachtet,  mit  dem  Speciellen  wird  begonnen, 
das  Allgemeine  aber  nirgends  oder  nur  gelegentlich  vorübergehend 
zum  Ausdruck  gebracht,  obgleich  viele  Sätze  auf  allgemeine  Basis 
gestellt  sind. 

Unter  den  Theoremen,  auf  welche  sich  der  Vortrag  erstreckt, 
sind  besonders  zu  nennen:  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte,  der 
Flächen,  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  das  Alembert'sche  Priucip 
u.  s.  w.  Die  Herleitung  scheint  uubeschränkte  Voraussetzungen  über 
die  mathematische  Befähigung  der  Hörer  zu  machen.  Die  stets  da- 
neben stehenden  Figuren  kommen  dem  Verständniss  sogut  als  mög- 
lich zu  Hülfe.  Der  Statik  ist  kein  besonderer  Platz  im  Buche  ein- 
geräumt; die  Sätze  derselben  kommen  nur  einzeln  vor. 

II. 
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Grundriss  der  Mechanik.  Von  Dr.  Jakob  Lüroth,  o.  Pro- 
fessor der  k.  technischen  Hochschule  München.  München  1881. 
Theodor  Ackermann.   80  S. 

Der  Anfang  des  Buches  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  er  das 
Wesen  unserer  Raurabestiramungen  in  unverhüllter  Weise,  frei  von 
der  vulgären  Befangenheit,  obwol  nur  von  denjenigen  Seiten,  wo  es 
für  die  Mechanik  Bedeutung  hat,  darlegt.  Dies  geschieht  selten,  weil 
die  meisten  Schriftsteller  sich  um  der  Popularität  willen  glauben  an 
die  gemeinen  Vorurteile  anschliessen  zu  müssen.  Dass  der  Verfasser 
die  5  Systeme  nur  in  historische  Verbindung  bringt,  lässt  sich  als 
rein  stylistischo  Auskunft  betrachten;  Jeder  weiss,  dass  wir  alle 
5  Systeme,  namentlich  das  skopocentrische,  zu  keiner  Zeit  entbehren 
können,  und  aus  der  rationalen  Entwickelung  ist  deutlich,  wie  uns 
jedes  andere  zur  Disposition  steht  —  ein  Standpunkt  den  schon 
Coperuicus  erkliirtermasseu  einnimmt.  Nun  ist  aber  der  Verfasser 
auch  in  einem  andern  Punkte,  in  weniger  glücklicher  Richtung,  vom 
Gewöhnlichen  abgegangen,  indem  er  die  hier  sogenannte  Strecken- 
rechnung und  die  Anfänge  der  Quatcrnionenlehre  für  die  Entwicke- 
lungsform  der  Mechanik  verwendet.  Er  hat  also  das  mit  dieser  vor- 
geblich neuen  Methode  getriebene  Gaukelspiel  nicht  durchschaut;  es 
ist  ihm  entgangen,  dass  sie  unter  fremden  Namen  nur  dasselbe  re- 
präsentirt,  wie  die  gewöhnliche  Coordiuatenmethode,  sofern  diese  die 
3  Axcn  durch  eine  willkürliche  Axe  ersetzt,  und  dass  letztere  den 
Vorteil  bietet,  wo  es  durch  Eintreten  unsymmetrischer  Data  nötig 
wird,  ohne  Forrawcchsel  mit  dreifacher  Bestimmung  fortfahren  zu 
können.  Die  Verschiedenheit  des  Namens  ist  es  aber,  was  den  Leser 
in  hohem  Grade  vexirt;  er  befindet  sich  in  ähnlichem  Falle,  wie 
wenn  ihm  zugemutet  wird,  zum  Verständniss  eines  abwechselnd 
deutsch  und  ungarisch  geschriebenen  Artikels  sich  erst  mit  dem 
Ungarischen  vertraut  zu  machen,  oder  wenn  im  Laufe  einer  Rech- 
nung die  Bezeichnungen  gewechselt  sind.  Näheres  über  den  Lehr- 
gang zu  berichten  würde  wegen  des  genannten  Umstands  zwecklos 
sein.  Die  Hauptteile  des  Buchs  sind:  Die  Bewegung  an  sich.  Me- 
chanik des  materiellen  Punktes.  Mochanik  eines  beliebigen  Körpers. 
Mechanik  des  festen  Körpers.  Mechanik  eines  Systems  von  festen 
Körpern.   Im  Anhang  sind  noch  2  Fragen  behandelt. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Nieuw  Archief  voor  Wisknnde.  Deel  VIII.  Amsterdam  1882. 
Petit  en  Sikken. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Joaquim  Gomes  de  Souza.  Melanges  de  calcul  integral. 
Ouvrage  posthume  augmentä  d'un  memoire  de  l'auteur  sur  le  son  et 
d'un  avant-propos  par  M.  Charles  Henry.  Leipzig  1882.  F.  A. 
Brockhaus.   4°.   280  S. 

J.  G.  de  Souza,  geboren  den  15.  Februar  1829  in  Brasilien, 
Sohn  des  Majors  Jgnacio  Jose  d.  S.,  zeigte  von  Kindheit  an  ent- 
schiedene Neigung  zu  psychologischen  und  physikalischen  Studien, 
ward  anfangs  ohne  allen  Beruf  zur  Militärcarricro  bestimmt,  bis  sich 
zeigte,  dass  er  deren  Anstrengungen  nicht  ertrug.  Er  studirtc  dar- 
auf in  Rio  Janeiro  gleichzeitig  Medicin  und  Mathematik,  bestand, 
wie  in  beiden  Fächern,  auch  glänzend  das  Ingenieur-Examen  und 
beschäftigte  sich  ausserdem  mit  den  Denkmälern  französischer,  engli- 
scher, deutscher  und  italienischer  Kunst  und  Litteratur,  wovon  eine 
von  ihm  verfasste,  sich  auf  die  europäischen  Hauptsprachen  er- 
streckende Anthologie  der  Dichtungen  Zeugniss  giebt.  Von  1854  bis 
1856  besuchte  er  zuerst  Europa ;  1857  war  er  Deputirter  der  mathe- 
matischen Facultät  von  Rio  Janeiro  in  der  allgemeinen  gesetzgebenden 
Versammlung.  Auf  seiner  dritten  Reise  nach  Europa  starb  er  in 
London  den  1.  Juni  1863. 

Die  gegenwärtige  Ausgabe  enthält  seine  mathematischen  Arbeiten 
zusammengeordnet.  Es  spricht  sich  darin  eine  unbegrenzte  Begeiste- 
rung für  die  Lösung  der  Probleme  exaeter  Naturwissenschaft  aus. 
Dass  diese  genötigt  sein  soll  vor  unüberwindlichen  Schwierigkeiten 
der  Integration  Halt  zu  machen,  lässt  ihm  keine  Ruhe.  Es  scheint 
ihm  unzweifelhaft,  dass  Fleiss  und  Anstrengung  der  Mathematiker 
nur  noch  nicht  ernst  genug  gewesen  sind,  wenn  es  ihnen  nicht  ge- 
lungen ist  alle  Differentialgleichungen  zu  lösen.   Dieses  Ziel  glaubt 
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er  in  seiuer  ersten  Abhandlung:  „Ueber  die  allgemeinen  Methoden 
der  Integration"  —  soweit  erreicht  zu  haben,  dass  nur  die  zur  Zeit 
noch  mangelnde  Strenge  seiner  Methoden,  sofern  die  augewaudten 
Reihen  nicht  immer  convergiren,  spätero  Ergänzungen  nötig  machen 
würde.  Die  Arbeit  besteht  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Theoremen, 
welche  nach  Analogie  des  Fourier'schen  allgemeine  Functionen  in 
Form  bestimmter  Integrale  darstellen.  Solche  Transformationen  siud : 


welche  zu  Anfang  als  Problem  aufgestellt  werden  mit  der  Forderang 
die  Function  q>  zu  bestimmen.  Ueber  die  Anwendung  dieser  Trans- 
formationen zur  Integration  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
wird  nur  eine  kurze  Andeutung  gegeben,  dann  die  nicht  linearen 
partiellen  Gleichungen  gleichfalls  sehr  kurz  behandelt,  die  Gleichungen 
mit  totalen  Differentialen  auf  die  partiellen  zurückgeführt.  Die  übri- 
gen Abhandlungen  sind:  „Ueber  die  Bestimmung  der  Constauten  in 
den  Integralen  der  partiellen  Differentialgleichungen  ausgedrückt  durch 
den  Anfangszustand  des  Systems".  „Beweis  einiger  allgemeinen  Sätze 
über  die  Relationen  neuer  transcendenter  Functionen".  „Ueber  die 
Bestimmung  der  unbekannten  Functionen  unter  dem  Zeichen  be- 
stimmter Integration".  „Ueber  die  Analogie  zwischen  den  linearen 
Differentialgleichungen  und  den  gewöhnlichen  algebraischen  Gleichun- 
gen". „Ueber  den  Ton".  „Satz  über  dio  willkürlichen  Functionen1' 
(Bruchstück).  Die  Formeln  sind  durch  eine  weit  grössere  Anzahl 
wesentlicher  Druckfehler  entstellt  als  am  Schlüsse  angezeigt  sind. 


A  treatise  on  the  theory  of  determinants  with  graduated  sets  of 
exercises  for  use  in  Colleges  and  schools.  By  Thomas  Muir,  M.A., 
F.  R.  S.  E.,  mathematical  master  in  the  high  school  of  Glasgow. 
London  1882.    Macmillan  and  Co.    240  S. 
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Das  Lehrbach  beginnt  mit  einer  Betrachtung  der  Determinanten 
3.  Ordnung,  woran  sich  noch  einiges  über  Determinanten  4.  und  5. 
Ordnung  anschliesst.    Dieses  1.  Capitel  ist  Einleitung  genannt;  doch 
hat  alles  folgende  keinen  Bezug  darauf,  und  man  kann  es,  wie  der 
Verfasser  sagt,  überschlagen.  Die  dann  im  2.  Capitel  folgende  Theorie 
der  allgemeinen  Determinanten  beschränkt  sich  nicht  auf  die  Funda- 
mentalsätze, nach  deren  vollständiger  Behandlung  vielmehr  noch  eine 
grosse  Anzahl  instrueüver  Sätze  über  Transformation  der  Determi- 
nanten entwickelt  werden.   Die  Methodo  ist  eigentümlich,  doch  die 
Deduction  mindestens  ebenso  einfach  und  kurz,  wie  es  bekannte  Me- 
thoden zu  leisten  vermögen.    Der  concinno  Ausdruck  fördert  die 
Deutlichkeit;  hierin  ist  besonders  das  Verfahren  einbegriffen  in  der 
Rechnung  nur  diejenigen  Elemeutc,  mit  denen  operirt  wird,  auszu- 
schreiben.  Die  Definition  bestimmt  die  Vorzeichen  der  Tenne  absolut; 
doch  wird  gleich  nachher  zu  der  weit  brauchbarem  relativen  Bestim- 
mung geschritten.   Die  Anwendung  der  Permutation,  wo  sie  factisch 
stattfindet,  hätte  wol  mehr  hervorgehoben  werden  sollen;  sie  wird 
fast  unausgesprochen  als  selbstverständlich  vollzogen.    Der  über- 
raschend einfache  Schluss.  durch  welchen  man  sonst  zu  dem  Null- 
wert  der  Determinante  mit  zwei  gleichen  Reihen  gelangt,  findet  sich 
hier  nicht;  vielmehr  folgt  die  Bemerkung,  dass  dio  Determinanto  bei 
Vertauschung  zweier  Reihen  ihr  Vorzeichen  wechselt,  erst  viel  später, 
nachdem  der  genannte  Satz  direet  bewiesen  ist;  doch  ist  auch  der 
directe  Beweis  sinnreich  und  leicht  verständlich.    Dass  zu  keinem 
Beweise  Zerfällung  in  Unterdeterminanten  gebraucht  wird,  ist  sehr 
zu  billigen.   Anwendungen  der  Dcterminantenlehre  sind  nur  in  den 
Uebungsaufgabcn  enthalten,  welche  auf  jeden  Abschnitt  mit  Anweisung 
zur  Lösung  folgen.   Dies  gilt  sogar  von  der  Auflösung  der  linearen 
Gleichungssysteme,  welche  in  der  Theorie  nicht  besonders  behandelt 
ist.    Das  3.  Capitel  hat  zum  Gegenstande  folgende  specielle  Formen 
von  Determinanten:  Continuanten,  Alternanten,  symmetrische,  schiefe 
und  PfafTsche  Determinanten,  Determinanten  von  Determinanten, 
Functionsdeterminanten;  das  4.  Capitel  enthält  die  Geschichte  der 
Determinantentheorie.    Zu  den  Aufgaben  stehen  am  Schlüsse  des 
Buchs  die  Resultate.  H. 


Neue  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential-Gleichun- 
gen. Zweite  Fortsetzung.  Von  Simon  Spitzer.  Wien  1882. 
Carl  Gerold's  Sohn.   80  S. 

Ueber  die  L  Fortsetzung  ist  im  262.  litt.  Ber.  p.  21  Nachricht 
gegeben.  Die  gegenwärtige  enthält  3  Abschnitte.  Im  ersten  werden 
viele  Specialfälle  der  Gleichung 
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x(x  —  l)y"+[Bx+ Bt(x  —  vy+lAx+A^x—  l)]y  =  0 

integrirt;  im  zweiten  die  Gleichung  3.  Ordnung  mit  linearen  Coeffi- 
cienton  durch  erste  Integration  auf  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung 
mit  Coefficienten  2.  Grades  reducirt.  Der  letzte  Abschnitt  enthält 
verschiedene  die  Integration  von  Differentialgleichungen  betreffende 
Sätze.  H. 


Theorie  der  trilinear-symmetrischen  Elementargebilde.  Von  Dr. 
Benno  Klein.  Mit  4  lithographirten  Tafeln.  Marburg  1881. 
N.  G.  Elwert.    78  S. 

Diese  Theorie  ist  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  identisch  mit 
der  algebraischen  Theorie  der  binären  kubischen  Formen,  geometrisch 
gestaltet  und  rein  geometrisch  hergeleitet;  doch  wird  die  kubische 
Form  nicht  vorausgesetzt,  sondern  ihre  Auffindung  bildet  den  Schluss- 
steiu.  Die*  Arbeit  stellt  zugleich  einen  Versuch  dar,  in  dio  Geometrie 
der  Lage  ciue  neue  Verwandtschaft  einzuführen  und  von  dieser  Nutzen 
zu  ziehen.  Vermöge  dieser  Verwandtschaft  sind  in  3  Elemcntar- 
gebilden  je  3  Elemente  so  einauder  zugeordnet,  dass  durch  2  der- 
selben das  dritte  bestimmt  ist.  Der  Name  „trilineare  Verwandtschaft" 
bezieht  sich  auf  ihren  Ausdruck  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
3  Variabein  für  Gebilde  einer  Dimension.  Von  ihr  ist  die  sogenannte 
ein-zweideutigo  Verwandtschaft  ein  specieller  Fall.  Von  dieser  aus- 
gehend giebt  der  Verfasser  zunächst  eine  geometrische  Begründung 
derselben,  definirt  dann  die  triliueare  Verwandtschaft  auf  geometri- 
scher Grundlage  und  zeigt  die  Beziehung  der  erstem  zu  ihr  in  all- 
gemeinerer Auffassung.  Einen  besonderu  Fall  bildet  die  trilinear- 
symmetrische  Verwandtschaft  zwischen  den  Elementen  des  Trägers 
zweier  Gebilde,  wo  die  3  im  allgemeinen  zu  2  beliebigen  Elementen 
desselben  gehörenden  Elemente  in  eins  zusammenfallen.  Die  Haupt- 
abschnitte der  Arbeit  sind:  1)  Projectivische  Beziehung  eines  Ele- 
mentargebildes auf  die  Reihe  der  Elementenpare  eines  zweiten  invo- 
lutorischcn  Elementargebildes.  2)  Trilineare  und  trilinear-symme- 
trischo,  Verwandtschaft.   3)  Das  Tripeinetz.  H. 

Geometrie.  La  science  de  l'espace.  Par  Lucien  Buys,  Capi- 
taine  du  Genie.   Bruxelles  1881.   C.  Muquardt.   608  S. 

Der  Anlage  nach  ist  das  durch  den  Titel  bezeichnete  Buch  zn 
einem  Universalwerk  bestimmt.  Auch  kann  man  wol,  obgleich  die 
Zugehörigkeit  nicht  ausgesprochen  ist,  das  im  J.  1880  erschienene, 


Geometrie. 
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im  264.  litt.  Ber.  S.  44  besprochene  Buch:  ,,La  science  de  la  quan- 
tite"  —  als  ersten,  das  gegenwärtige  als  zweiten  Teil  des  Gesammt- 
werks  betrachten,  welches  für  den  Gebrauch  in  belgischen  Militär- 
schulen bearbeitet  zu  sein  scheint,  da  manche  Bezugnahme  darauf 
hindeutet.  In  der  Geometrie  werden  3  Abteilungen  (divisions)  auf- 
gestellt: 1)  Elemente  der  synthetischen  Geometrie  und  Trigonometrie  ; 
2)  analytische-,  3)  descriptive  Geometrie.  Nur  die  1.  Abteilung  ist 
im  Vorliegenden  onthalten.  Auch  in  der  Geometrie,  wie  in  Betreff 
der  Arithmetik  früher  bemerkt,  tritt  die  Neigung  hervor,  gebräuch- 
liche Benennungen  durch  systematisirende  zu  ersetzen.  Während  aber 
in  jenem  abstracteren  Zweige  solche  Bezeichnungen,  die  trotz  aller 
Umständlichkeit  doch  zur  Bestimmung  nicht  ausreichen,  dem  Ver- 
ständniss  äusserst  hinderlich  waren,  ist  hier  wenigstens  überall  darauf 
Bedacht  genommen,  dass  der  Leser  weiss,  von  welchen  Gegenständen 
die  Rede  ist.  Die  Systematik  bleibt  jedoch  auf  die  obersten  Eintei- 
lungen beschränkt;  im  Lehrstoff  selbst  kann  man  eher  ordnende  Ge- 
sichtspunkte vermissen.  Er  stellt  sich  als  eine  Entfaltung  vieler 
wissenswerten  Dinge  dar.  Im  einzelnen  ist  der  Vortrag  leichtfasslich 
und  correct,  wiewol  ohne  tiefere  Auffassung  und  logische  Gründlich- 
keit.   Auf  praktische  Anwendung  ist  vielfach  Rücksicht  genommen. 

H. 

Die  Polbahnen  des  Hooke'schen  Gelenks.  Dissertation  von  Os- 
wald Marbach,  Königl.  Gowerbeschullehrer  in  Potsdam.  Berlin 
1880.    Ernst  u.  Korn.   47  S. 

Zwei  ein  starres  rechtwinkliges  Kreuz  bildende  Gerade  rotiren, 
jede  in  einer  besondern  festen  Ebene  um  den  Durchschnittspunkt. 
Durch  diese  Bedingung  ist  die  Bewegung  des  Systems  geometrisch 
bestimmt,  die  Geschwindigkeit  der  einen  Geraden  bestimmt  die  der 
andern.  Das  so  geführte  Kreuz  heisst  das  Hooke'sche  Gelenk.  Die 
Führung  lüsst  sich  durch  2  Bügel  bewirken,  deren  jeder  die  Enden 
einer  Geraden  fasst  und  um  eine  Axe  drehbar  ist,  deren  Verlängerung 
die  Gerade  senkrecht  im  gemeinsamen  Punkte  trifft.  Die  hier  über 
das  Gelenk  angestellten  Betrachtungen  sind  ausschliesslich  geometrisch. 
Es  wird  namentlich  die  Bahn  des  um  die  Linieneinheit  vom  festen 
Punkte  abstehenden  Punktes  der  momentanen  Rotntionsaxe  untersucht 
und  Polbahn,  dio  relativ  zum  starren  System  bestimmte  Bahn  Pol- 
curve  genannt.  Die  eine  rollt  auf  der  andern.  Von  der  bewegten 
Polcurve  wird  die  Einhüllende  in  Betracht  gezogen.  Es  werden  die 
Krümmungsradien  berechnet,  eine  Construction  gegeben,  die  Glei- 
chungen der  Curven  hergeleitet  und  verschiedene  andre  Fragen  unter- 
sucht. Reichliche  Zeichnungen  auf  2  grossen  Figurentafeln  sind  bei- 
gefügt. H. 
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Die  synthetische  Geometrie  der  Ebene.  Ein  Lehrbuch  für  den 
Schulgebrauch  und  Selbstunterricht.  Von  Dr.  Julius  Wenck, 
Dircctor  der  Herzogl.  Baugewerb-  und  Gcwerbschule  zu  Gotha.  Mit 
243  Figuren.    Leipzig  und  Heidelberg  1882.   C.  F.  Winter.   274  S. 

Der  Gegenstand  des  Buchs  ist  die  neuere  oder  höhere  synthe- 
tische Geometrie,  fälschlich  in  der  Vorrede  genannt  „die  neuere  oder 
synthetische  Geometrie",  als  ob  die  Euklidische  nicht  synthetisch 
wäre.  Die  successiven  8  Abschnitte  behaudeln:  die  Punktreihen  und 
Strahlenbüschel;  die  geradlinigen  Figuren;  die  projecti vischen  Ver- 
wandtschaften derselben ;  die  harmonischen  und  polaren  Eigenschaften 
des  Kreises;  Strahlenbüschel  im  Kreise  und  Tangenten  am  Kreise; 
die  Potenzliuie  und  die  Aehnlichkeitspunkte;  die  projectivischen  Ver- 
wandtschaften des  Kreises;  die  Kegelschnitte.  Rechnung  kommt  bei 
der  Herleitung  in  Anwendung,  doch  wird  das  Hauptgewicht  auf  die 
Con8tructionen  gelegt.  Die  Kegelschnitte  gehen  durch  Verwandtschaft 
aus  dem  Kreise  hervor.  Der  Vortrag  ist  correct  und  leicht  verständ- 
lich, nicht  karg  an  Worten,  wo  es  die  Deutlichkeit  verlangt,  setzt 
einen  gewissen  Grad  von  allgemeiner  mathematischer  Bildung,  nicht 
aber  viel  Specialkcnutnisse  voraus.  Die  Art  der  Einfuhrung  des  un- 
endlich entfernten  Punktes  auf  einer  Geraden  giebt  Anlass  diesen 
Gegenstand  zu  besprechen.  Es  wird  nämlich  anfangs  ganz  richtig 
gesagt:  die  2  Lagen  des  Punktes  C,  welche  dem  Werte  des  Strecken- 
verhältnisses 


entsprechen,  seien  gleichwertig  und  bedeuten  mithin  eine  ein- 
zige Lage  von  C  Hätte  der  Verfasser  mit  dieser  rein  nominellen 
Definition,  derzufolge  C  ein  Punkt  heisst,  nicht  ist  und  nicht  als 
Punkt  gedacht  werden  kann,  —  abgeschlossen,  statt  uun  selbst  den 
falschen  Schluss  zu  ziehen,  wir  seien  berechtigt  anzunehmen,  dass 
beide  unendlich  entfernten  Punkte  in  einen  zusammenfallen,  so  würde 
der  Leser  zwar  stets  in  Gefahr  kommen,  der  Gleichwertigkeit  in  Be- 
zug auf  das  Streckcnverhältniss  das  Zusammenfallen  unterzuschieben; 
doch  würde  das  dessen  Fehler  sein.  Der  sonstigen  Gründlichkeit 
hätte  es  entsprochen  ausführlich  auf  die  sachliche  Bewandtniss  ein* 
zugehen  und  dem  Misverständniss  vorzubeugen.  Wenn  die  Strecken- 
verhältuisse  zweier  Punkte  C  eine  beständig  abnehmende  Differeni 
haben,  so  kann  der  Abstand  beider  Punkte  beständig  zu-  oder  ab- 
nehmen, nämlich  jenachdem  der  Wert  ( —  1)  zwischen  beiden  Ver- 
hältnissen liegt  oder  nicht.  Demgemäss  giebt  es  auch  2  Fälle,  die 
bei  verschwindender  Differenz  stattfinden  können,  sie  können  zu- 
sammenfallen oder  sich  unendlich  von  einander  entfernen.  Das  Zu- 
sammenfallen in  unendlicher  Ferne  ist  auf  beiden  Seiten  von  AB 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CCLXX. 


18 


möglich,  nie  aber  wenn  AB  zwischen  beiden  C  liegt  Zu  der  obigen 
Annahme  sind  wir  also  nicht  berechtigt,  der  darin  liegende  Wider- 
spruch tritt  sogleich  zutage,  sobald  wir  2  Streckenverhältnisse  ihre 
Werte  durchlaufen  lassen.  Um  exact  zu  reden,  müssen  wir  sagen: 
der  unendlich  ferne  Punkt  C  ist  der  stylistische  Vertreter  des  nicht 
existirenden  und  nicht  denkbaren  Punktes,  welcher  dem  Strecken- 
verhältniss  1  entspricht.  Als  solcher  ist  er  von  Natur  nur 
einer;  denn  sein  Wesen  liegt  allein  in  jenem  Werte.  H. 

Vorträge  über  darstellende  Geometrie  von  Johann  Matthäus 
Eisert,  Zeichenlehrer.   Kaiserslautern.   Karl  Gotthold.   43  S. 

Die  kleine  Schrift  lehrt  in  gewöhnlicher  Weise  die  Darstellung 
der  Punkte,  Geraden,  Ebenen  und  ebenflächigen  Körper  durch  Nor- 
malprojection  auf  2  Ebenen  und  durch  Spuren  in  denselben.  Sie  ist 
hauptsächlich  für  den  Gebrauch  an  Seminarien,  wo  die  Zeit  zu  grös- 
serer Ausdehnung  des  Unterrichts  fehlt,  in  dieser  Kürze  und  Be- 
schränkung bearbeitet  H. 

Discussion  of  a  geometrical  problera:  with  bibliographical  notcs. 
By  Marcus  Baker,  U.  S.  coast  survey,  Washington,  D.  C.  (Extr. 
from  the  bulletin  of  the  society).   Philadelphia  1880.  Collins.  11  S. 

Die  Aufgabe  ist,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  finden,  wenn  die 
Längen  der  die  2  spitzen  Winkel  halbirenden  Transversalen  gegeben 
sind.  Sie  ward  in  „The  Ladies'  Diary"  1797  gestellt  und  wird  hier 
auf  6  verschiedenen  Wegen  von  verschiedenen  Autoren  auf  kubische 
Gleichungen  zurückgeführt,  die  letzte  dieser  Gleichungen  auch  durch 
Coustruction  mittelst  der  Schnitte  zweier  Parabeln  aufgelöst  Am 
einfachsten  wird  die  Gleichung,  wenn  der  tang.  eines  der  halben 
spitzen  Winkels  die  gesuchte  Grösse  ist.  Zum  Schluss  werden  Nach- 
richten über  die  einzelnen  Bearbeiter  gegeben.  H. 


Ueber  eine  Art  Bewegungen  eines  Punktes  auf  einer  Kugelfläche. 
Dissertation  von  Ernst  Jürgensen  aus  Berlin.   Halle  a.  S.  1881. 


Es  wird  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  berechnet, 
der  von  einem  Punkte  derselben  Kugelfläche  mit  einer  Intensität 
proportional  einer  beliebigen  Potenz  der  Entfernung  mit  positivem 


Mechanik. 
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oder  negativem  ganzem  Exponenten  angezogen  wird.  Diese  Bewegung 
ist  als  Specialfall  in  derjenigen  bekannten  Bewegung  auf  Rotations- 
fläch*  enthalten,  wo  die  eine  Projectiou  der  Flächengeschwiudigkeit 
constant  ist.  Es  war  daher  kein  Problem  zu  lösen,  sondern  nar  die 
Lösung  zu  discutiren.  Dies  ist  denn  auch  recht  eingehend  und  aus- 
führlich geschehen.  Namentlich  war  die  Periodicitat  der  Höhe  und 
des  Fortschritts  im  Umlauf  um  die  Axe  zu  untersuchen.  In  den  vor 
Gl.  (5)  stehenden  2  Gleichungen  ist  zu  erinnern,  dass  je  ein  Tenn 
fehlt;  der  Fehler  hat  keinen  Einfluss.  H. 

Der  Angriffspunkt  des  hydrostatischen  Auftriebes.  Theoretische 
Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Statik  und  Hydrostatik.  Von 
H.  Haedicke,  Kais.  Marineingenieur  a.  D.  Zürich  1881.  Orell 
Füssli  u.  Co.    60  S. 

Als  Einleitung  der  Schrift  werden  einige  Sätze  aus  der  Statik  in 
Erinnerung  gebracht,  insbesondere  die  Verlegung  des  Augriffspunkts 
der  Kraft,  dann  die  Reduction  des  Luftwiderstandes  gegen  ein  Ge- 
schoss  besprochen,  um  schliesslich  auf  das  eigentliche  Thema,  die 
Statik  schwimmender  Körper  zu  kommen.  Der  Verfasser  setzt  die 
Behandlungsweise  derselben  von  Seiten  der  Autoren  Bouguer,  Euler, 
Chapman,  Poissou,  Duhamel,  James  Peake,  Carl  Mielichhofer,  Weiss- 
bach, J.  Scott  Rüssel,  Rankine,  M.  Bischof,  E.  Gardiner  Fishbourne, 
Bertiu,  W.  H.  White  und  zweier  Leitfäden  auseinander  und  teilt  sie 
ein  in  solche,  die  ohne  weiteres  den  Angriffspunkt  des  Auftriebes  in 
den  Deplacementsschwerpunkt  verlegen,  solche,  die  ihn  zu  bestimmen 
versuchen,  aber  bei  derselben  Annahme  stehen  bleiben,  solche  die 
die  Angabe  vermeiden,  und  solche,  welche  direct  die  Verschiedenheit 
der  Punkte  behaupten.  Nach  den  allgemeinen  Gesetzen  der  Statik 
wird,  wie  er  sagt,  kein  Punkt,  sondern  nur  eine  Wirkungslinie  der 
Resultante  bestimmt.  Wenn  nun  doch,  meint  er,  in  diesem  Falle 
nur  ein  bestimmter  Angriffspunkt  zulässig  sei,  so  müsse  der  Grund 
gefunden  werden-,  keiner  jener  Autoreu  habe  die  Frage  uutersuebt 
Er  selbst  ist  nun  zu  dem  Ergebniss  gelangt,  dass  wirklich  nur  ein 
bestimmter  Punkt  in  der  Wirkungsliuie  den  Bedingungen  genüge. 
Er  definirt  ihn,  mit  Berutung  auf  Weissbach,  als  denjenigen,  io 
welchem  man  den  schwimmenden  Körper  stützen  muss,  damit  er 
genau  so  getragen  werde,  wie  durch  die  hydrostatischen  Pressungen, 
und  findet,  dass  er  in  der  doppelten  Tiefe  des  Deplacementsschwer- 
punktes liegt. 

Die  gesammte  Darstellung  lö sst  viel  an  Klarheit  der  Auffassaug 
und  des  Ausdrucks  vermissen.  In  der  Einleitung  ist  kein  Wort  da- 
von gesagt,  dass  die  Verlegbarkeit  des  Angriffspuukts  nur  im  Starrel» 
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System  gültig  ist,  ferner  nie  die  Frage  gestellt,  ob  in  einem  be- 
stimmten Falle  eine  Resultante  existirt   Bei  Beurteilung  der  Vor- 
gänger hat  der  Verfasser  die  auf  der  Hand  liegende  Deutung  gauz 
vergessen :  dass,  wenn  es  sich  nur  um  Bestimmung  der  Wirkungslinie 
bandelte,  und  deren  verticale  Richtung  voraus  bekannt  war,  ihre 
Bestimmung  mit  der  eines  Punktes  auf  ihr  gleichbedeutend  sein 
musste,  dass  also  diejenigen  Autoren,  welche  einen  Angriffspunkt 
angaben,  damit  nichts  weiter  als  die  Lage  der  Verticalen  ausdrücken 
konnten.   In  der  nun  folgenden  eignen  Untersuchung  des  Verfassers 
ist  es  schwer  einen  vernünftigen  Gedanken  zu  entdecken.   Die  oben 
genannte  „Definition'1  ist  völlig  nichtssagend;  sie  spricht  die  Bedin- 
gung, die  der  Punkt  zu  erfüllen  habe,  gar  nicht  aus.   Das  blosse 
Gleichgewicht  bestimmt  keinen  Punkt,  wie  vorher  bekannt  war.  Dass 
die  Höhe  des  Punktes  zugleich  ein  Ausdruck  der  Stabilität,  wenig- 
stens in  einer  Richtung,  sein  sollte,  war  denkbar;  doch  mit  dieser 
Frage  macht  sich  die  Rechnung  nichts  zu  tun.   Vielmehr  wird  stets 
ein  Angriffspunkt  vorausgesetzt,  und  nur  die  Höhe  dos  Schwerpunkts 
über  ihm  gesucht,  die  in  den  betrachteten  Fällen  die  Hälfte  des 
Abstands  vom  Niveau  ist.    Der  Irrtum  geht  also  aus  keinem  Räson- 
nement  hervor,  sondern  ist  willkürlich  vom  Verfasser  hineingetragen. 

H. 


Physik. 

Die  Continuität  des  gasförmigen  und  flüssigen  Zustandes.  Von 
Prof.  Dr.  J.  D.  van  der  Waals.  Aus  dem  Holländischen  übersetzt 
und  mit  Zusätzen  versehen  von  Dr.  F  r  i  e  d  r  i  c  h  R  o  t  h.  Leipzig  1881 . 
Jobann  Ambrosius  Barth.   168  S. 

Die  Schrift  enthält  die  Principien  der  mechanischen  Wärme- 
theorie, vorzugsweise  eingehend  auf  die  Folgerungen,  die  daraus  auf 
die  Constitution  der  Materie  gezogen  werden.  Sie  sucht  durchzu- 
führen, dass  der  gasförmige  und  flüssige  Aggregatzustand  nur  quanti- 
tativ und  graduell  verschieden  sind,  mithin  stetig  in  einander  über- 
gehen können.  Der  Beweis  stützt  sich  auf  die  Gleichung  der  Iso- 
therme, welche  für  beide  von  gleicher  Form  ist.  Als  Antrieb  zur 
Wahl  des  Gegenstandes  nennt  der  Verfasser  den  Wunsch,  die  Con- 
stante,  welche  in  der  von  Laplace  entwickelten  Capillaritätstheorio 
als  Mass  der  Cohäsion  eingeführt  wird,  die  jedoch  aus  den  End- 
gleichungon  stets  herausfällt,  gleichwol  bei  gewöhnlicher  Methode 
nicht  entbehrt  werden  kann,  kennen  zu  lernen.  Der  Inhalt  der 
Schrift  ist:  Allgemeine  Betrachtungen.  Ableitung  der  Grundgleichung 
für  die  Isotherme.   Analytischer  Ausdruck  für  den  molecularen  Druck. 


21 


Litterarischer  Bericht  CCLXX. 


Ueber  die  potentielle  Energie  einer  Flüssigkeit.  Einfluss  der  Zu- 
sammensetzung, dann  der  Ausdehnung  der  Molecüle.  Beziehungen 
zwischen  dem  molecularen  Druck  und  dem  Volumen.  Anwendungen 
der  Isotherme  nämlich:  Der  Spannungscoefficient ;  die  Zusammen- 
drückbarkeit  dor  Gase;  der  Ausdehnungscoefficient;  Versuche  von 
Andrews;  kritische  Temperatur.  Werte  von  A'  (wozu  ein  Nachtrag). 
Molecularo  Dimensionen.  Anwendung  auf  die  mechanische  Wanne- 
theorie.  Uebereinstimmende  Eigenschaften  der  Normalcurven  de« 
gesättigten  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  für  verschiedene  Körper 
und  eine  Andoutung  für  die  Gestalt  dieser  Curven  bei  Gemengen. 
Die  Ausdehuungs-  und  Zusammendrückbarkeitscoefncienten  in  über- 
einstimmenden Zuständen  verschiedener  Flüssigkeiten.  H. 

Algemeene  Theorie  der  Vloeistoffen.  Door  H.  Kamerlingh 
Onnes.  Eerste  cu  tweede  Stuk.  Uitgegeven  door  de  Koninklijke 
Akademie  van  Wctenschappen  te  Amsterdam.  Amsterdam  1881. 
Johannes  Müller.   4°.   47  S. 

Unter  dem  Namen  „Vlocistof"  werden  tropfbare  Flüssigkeiten 
und  Gase  zusammenbegriffen.  Es  werden  zuerst  über  die  Beschaffen- 
heit der  Molecüle  die  Annahmen  aufgestellt:  sie  sollen  elastische 
Körper  von  wenig  veränderlichen  Abmessungen  sein;  ihre  Kräfte  sich 
auf  Normaldruck  proportional  dem  Quadrat  der  Dichte  reduciren. 
Danu  wird  die  Gleichung  der  Isothermen  gesucht,  und  Bemerkungen 
über  deren  allgemeine  Form  gemacht,  dann  aus  ihrer  Gleichung  die 
kritische  Temperatur,  das  kritische  Volum  und  der  kritische  Druck 
bestimmt.  Der  Verfasser  folgt  hauptsächlich  der  Theorie  von  van  der 
Waals.  Es  folgt  die  Herleituug  von  dessen  allgemeinem  Flüssigkeits- 
gesetze. Daun  wird  die  Gleichförmigkeit  der  Isothermen  als  unmittel- 
barer Ausdruck  der  Gleichförmigkeit  der  Bewegung  gefunden.  Das 
weitere  handelt  von  der  kinetischen  Theorie  der  Dampfspannungen 
und  dem  Gesetz  der  übereinstimmenden  Dampfspannungen.  Im  2.  Stück 
wird  der  oben  aufgestellte  Satz:  Die  Gleichförmigkeit  der  thermo- 
dynami sehen  Flächen  ist  der  Ausdruck  der  Gleichförmigkeit  der  Be- 
wegung der  Molecüle  —  weiter  entwickelt.  H. 

Ueber  die  latente  Wärme  der  Dämpfe.  Eine  Theorie  der  Dampf- 
und Gas-Form  der  Körper  auf  Grund  der  Aequivalenz  von  Wärme 
und  Arbeit.  Von  Carl  Puschl,  Capitular  des  Benedictiner  Stiftes 
Seitenstetten.  Zweite,  wesentlich  verbesserte  Auflage.  Wien  1881. 
Alfred  Hölder.   59  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  263.  litt.  Ber.  S.  32  besprochen.  Der 
Inhalt  in  der  neuen  Bearbeitung  ist  folgender:  Allgemeine  Grund- 
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sätze.   Arbeit  der  Wärme  in  Kreisprocessen.   Empirische  Folgerun- 
gen.  Die  innere  Arbeit  der  Wärme  in  einem  Kreisprocesse  ist  im 
allgemeinen  nicht  null.   Hypothese  für  gesättigte  Dämpfe.  Ausdruck 
der  latenten  Verdampfungswärme.   Eine  merkwürdige  Bedingung  der 
Sättigung.   Vorhalten  gesättigter  Dämpfe  zu  den  ideellen  Gasgesetzen. 
Anwendung  auf  Wasserdampf.    Bemerkenswerte  Sättigungspunkte. 
Allgemeiner  Verlauf  der  Function  pv.t.   Zusammenhang  des  Verhal- 
tens der  Dämpfe  mit  dem  der  Flüssigkeiten.   Verlauf  der  2  inncrn 
Resultanten  eines  Dampfes.    Hypothese  über  deren  Ursprung.  Im- 
manente und  effective  Sättigungswärme.    Specifische  Wärme  bei  con- 
stantem  Volum  und  bei  constantcm  Drucke.    Anwendung  auf  die 
Dämpfe  von  Wasser  und  Quecksilber.    Geschwindigkeit  des  Schalles. 
Verhalten  der  Dämpfe  bei  Entfernung  von  der  Sättigung.  Möglich- 
keit einer  Verflüssigung  der  Gase  durch  Hitze.   Hypothese  über  den 
physischen  Zustand  der  Sonne.  H. 


Ueber  die  statiouäro  elektrische  Strömung  in  einer  unendlichen 
Ebene  und  einer  Kugeloberfläche.  Dissertation  von  Carl  Hilde- 
brandt, Realschullehrer  in  Gandersheim.    Göttingen.   4°.    18  S. 

Es  werden  zuerst  sämmtlicho  Vorausgeheudo  Arbeiten  über  den 
Gegenstand  für  verschiedene  Flächen,  theoretische  und  experimen- 
telle, aufgeführt,  dann  wird  die  Aufgabe  für  eine  unbegrenzte  Ebene 
und  beliebige  Einströmungspunkte  in  den  2  Fällen,  wo  die  Ausströ- 
mung im  Unendlichen  und  wo  sie  in  beliebigen  Punkten  geschieht, 
in  Angriff  genommen.  Das  Verfahren  stützt  sich  auf  den  von  Kirch- 
hoff entdeckten  Satz,  dass  jede  conforme  Abbildung  eines  Strömungs- 
netzes wieder  ein  Strömungsnetz  darstellt.  Ausgehend  von  dem  ein- 
fachsten Falle  einer  Strömung  aus  einem  Punkte  ins  uuendliche,  wo 
die  Strömungslinieu  gerade  Radien,  die  Isothermen  concentrische 
Kreise  sind,  werden  dieselben  durch  conforme  Abbildung  auf  die  ge- 
nannten Fälle  übertragen,  Auwendungen  auf  Specialfälle  gemacht  und 
mit  den  Ergebnissen  früherer  Arbeiten  verglichen.  Eine  neue  Ab- 
bildung durch  stereographische  Projection  löst  dann  die  Aufgabo 
für  die  Kugelfläche.  Die  Strömungsnetze  sind  auf  2  Figureutafeln 
vor  Augen  gestellt.  H. 


Preisaufgabe 

der 

Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft 

in 

Leipzig. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche  Section. 

Für  das  Jahr  1885. 

Die  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung  hat  durch  die  neueren 
Untersuchungen  vou  Schläfli,  Klein,  Zeuthen  und  Rodenberg  einen 
gewissen  Abschluss  erhalten,  insofern  es  jetzt  möglich  ist,  die  Gc- 
samratheit  der  bei  diesen  Flächen  auftretenden  Gestalten  mit  Leich- 
tigkeit zu  überblicken.    Hieran  anknüpfend  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  in  gleichem  Siune  durchzuführende  Unter- 
suchung der  allgemeinen  Flächen  Tierter  Ordnung. 

Die  mannigfachen  Betrachtungen  über  die  Gestalten  der  Compla- 
fläche,  welche  Plücker  in  seiner  „Neuen  Geometrie  des  Raumes44  ge- 
geben hat,  sowie  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Röhn  über 
Kummer'sche  Flächen  werden  dabei  ebenso  als  Vorarbeiten  zu  be- 
trachten sein,  wie  die  Angaben  von  Zeuthen  und  Crone  über  die 
Flächen  vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt.   Preis  700  Mark. 

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer 
anderen  Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder 
französischer  Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben 
und  paginirt,  ferner  mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem 
versiegelten  Couvert  begleitet  sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto 
der  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers 
angiebt  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November 
des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretir 
der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1882  Geh.  Hofrath  Prof.  Dr.  R  Len- 
ckart,  Thalstrasse  15b)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der 
eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigentum  der  Gesell- 
schaft, welche  sich  vorbehält,  im  gegebenen  Falle  die  dafür  ausge- 
setzten Preise  nach  ihrem  Ermessen  von  700  Mark  auf  1000  Mark 
zu  erhöhen. 

W.  Roscher,  Präses. 
0.  Curtius.    W.  Hankel.   A.  Leskien.    R.  Leuckart 
W.  Scheibner.    G.  Voigt.   F.  Zarncke.   F.  Zirkel. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Wilhelm  Herschel.  Sein  Leben  und  seine  Werke.  Von 
Edward  S.  Holden.  Uebersetzt  von  R.  V.  Mit  einem  Vorwort 
von  Prof.  Dr.  W.  Valentiner,  Vorstand  der  grossh.  Sternwarte  zu 
Karlsruhe.   Berlin  1882.   Wilhelm  Hertz.   Kl.  8°.   238  S. 

Dem  Verfasser,  einem  sehr  befähigten  Astronomen  in  Washington, 
standen  zur  Darstellung  des  Lcbeus  und  der  Werke  W.  Herschel's 
nur  die  Memoiren  seiner  Schwester,  dessen  eigene,  namentlich  in 
den  Philosophical  Transactions  erschienene  wissenschaftliche  Abhand- 
lungen und  die  Mitteilungen  und  Tagebücher  seiner  Zeitgenossen  zu 
Gebote,  während  zu  späterer  Vervollständigung  noch  manches  auf 
dem  Familiensitz  aufbewahrtes  Material  vorhanden  ist.  Die  Memoiren 
(s.  den  241.  litt.  Ber.  S.  2)  sind  bereits  für  die  Bestimmung  als  Bio- 
graphie zu  dienen  zusammengestellt  und  ergänzt,  und  bilden  auch 
hier,  wo  der  Verfasser  vorwiegend  die  Quellen  reden  lässt,  mit  einer 
für  die  Charakteristik  getroffenen  Auswahl  deu  Hauptteil  der  Dar- 
stellung. Was  der  Leser  aber  darin  nicht  findet,  und  in  Anbetracht 
der  eng  begrenzten  Beteiligung  der  Schwester  an  den  Arbeiten  nicht 
zu  finden  erwarten  konnte,  sind  die  wissenschaftlichen  Grundsätze, 
Ansichten  und  Gesichtspunkte,  über  welche  W.  Herschel  nicht  so 
schweigsam  gewesen  ist,  als  es  nach  jenen  den  Anschein  hat.  Ueber 
diese  werden  hier  seine  Aeusseruugeu  in  ihrer  erstaunlichen  Viel- 
seitigkeit ans  Licht  gezogen,  und  mit  grosser  Sorgsamkeit  seine  Denk- 
weise Punkt  für  Punkt  entfaltet.  Die  Memoiren  lassen  es  unerklärt, 
wie  er  bei  seinem  Uebergang  von  der  Musik  zur  Astronomio  unmit- 
telbar mit  einer  so  hohen  theoretischen  und  technischen  Ausbildung 
auftreten  konnte.  Im  Gegenwärtigen  erfahren  wir,  dass  er  in  der 
Tat  eino  bewundernswerte  Fähigkeit  bosass,  die  verschiedenartigsten 

Teil  LXVUI.  H«fl3.  3 


24 


Litterarischer  Bericht  CCLXX1. 


Arbeiten  zu  gleicher  Zeit  auszuführen,  dass  seine  astronomischen 
Studien  schon  sehr  frühzeitig  begonnen  haben,  und  als  schon  längst 
die  Astronomie  sein  Beruf  war,  die  musikalischen  Aufführungen  und 
der  Unterricht  nicht  unterblieben.  Von  Anfang  an  war  es  sein  Grund- 
satz auf  keine  fremde  Beobachtung  zu  vertrauen,  bis  er  sie  mit 
eigenen  Augen  erneuert  hatte.   Dieser  Grundsatz  trieb  ihn  dazu  an 
die  Instrumente  der  Beobachtung  weiter  zu  vervollkommnen,  als  es 
allen  Vorgängern  gelungen  war-,  hierzu  bedurfte  er  der  Ausbildang 
technischer  Fertigkeit,  die  er  im  Kleinen  begann  und  unermüdlich 
fortsetzte.   Zu  deu  Memoiren  kommen  als  wichtiges  Document  die 
eigenen  biographischen  Angaben  hinzu,  welche  W.  Berschel  für  das 
Göttinger  Magazin  der  Wissenschaften  und  Litteratur  im  45.  Lebens- 
jahre an  deu  Herausgeber  auf  dessen  Bitte  gesandt  hat,  und  welche 
auch  das  Vorstehende  enthalten.    Sic  geben  ausser  den  Schicksalen 
über  die  Studien,  die  Anfertigung  der  Fernröhro  uud  die  Entdeckung 
des  Uranus  Auskunft.    Herschel  begann  seine  Tätigkeit  damit,  den 
ganzen  sichtbaren  Himmel  zu  durchsuchen  uud  jede  auffallende  Erschei- 
nung zu  notiren  und  näher  zu  beobachten.   Zu  diesen  gehörten  die 
Kometen,  die  Trabanten,  die  Planetoiden,  die  Nebelflecke,  die  ver- 
änderlichen und  die  Doppelsterue,  deren  Kcnntniss  auf  diesem  Wege 
um  eine  bedeutende  Anzahl  vermehrt  werden  musste,  die  Trabanten 
und  4  Planetoiden  betreffend  fast  ganz  neu  hinzukam.   Diese  Ent- 
deckungen werden  erst  nach  Zeitfolge  beschrieben,  dann  in  der 
„Uebersicht  der  wissenschaftlichen  Arbeiten"  besonders  behandelt: 
die  Verbesserung  der  Teleskope  und  optischen  Werkzeuge ;  die  Unter- 
suchungen über  die  relativo  Helligkeit  der  Sterne  und  die  veränder- 
lichen Sterne;  die  Untersuchungen  über  Doppclsterne;  über  Planeten 
und  Satelliten;  über  die  Natur  der  Sonne;  über  die  Bewegung  der 
Sonne  und  des  Sonnensystems  im  Welträume;  über  den  Bau  des 
Himmels;  Untersuchungen  zur  Erlangung  eines  für  himmlische  Ent- 
fernungen geeigneten  Masses ;  Untersuchungen  über  Licht  und  Wärme 
u.  s.  w.;  über  die  Dimensionen  der  Sterne;  über  die  Spectra  der 
Fixsterne;  über  die  Veränderlichkeit  der  Ausstrahlung  von  Licht  und 
Wärme  von  der  Sonne;  über  Nebelflecke  und  Sternhaufen.  Dann 
folgt  das  Verzeichniss  der  astronomischen  Schriften  Wilhelm  Hcrsckd's 
in  chronologischer  Anordnung,  dann  das  Verzeichniss  der  Schriften, 
welche  sich  auf  sein  Leben  und  seine  Werke  beziehen.  H. 


Das  Zahleuwesen  der  Völker  im  Alterthume  und  die  Entwicklung 
des  Ziffcrrechneus.  Von  Prof.  Franz  Villicus.  Aus  den  Jahres- 
berichten der  k.  k.  Staats-Realschule  und  der  gewerblichen  Fortbil- 
dungsschule am  Schottenfelde  für  die  2  Studienjahre  1879—81. 
Wien  1880.  1881.   L.  W.  Seidel  u.  Sohn.   69  S. 
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Die  Schrift  handelt  hauptsächlich  von  den  Anfängen  des  Zahl- 
begriffs und  Zahlgebrauchcs  und  stellt  eine  grössere  Anzahl  aus- 
gewählter Zeugnisse  über  das  Zahlenwesen  nicht  nur  der  alten,  son- 
dern mehr  noch  der  nicht  oder  weniger  civilisirteu  Völker  Afrikas 
und  Amerikas  aus  neuster  Zeit  zusammen,  welche  in  grosser  Ueber- 
einstimmung  auf  deu  ursprünglichen  Ausdruck  der  Zahl  in  Fingern 
und  Zehen  hinweisen.  Hiernach  sind  einige  Völker  überhaupt  beim 
blossen  stummen  Vorzeigen  der  Finger-  und  Handstelluug  stehen 
geblieben,  andere  haben  das  Wort,  noch  andere  auch  das  Schrift- 
zeichen hinzugefügt.  Als  Folge  dieses  Ursprungs  findet  man  teils 
das  Fünfer-,  teils  das  Zehner-,  teils  das  Zwanzigersystem  entwickelt. 
Es  wird  nach  einander  besprochen:  das  Fingerrechnen;  dio  Zahlen- 
zeichen und  das  Zahlensystem  der  alten  Völker;  das  Rechnen  mit 
Hülfe  eines  Rechenapparates,  des  Abacus  und  auf  der  Linie;  die 
Zählungssysteme  in  plastischer  und  lautlicher  Darstellung;  das  älteste 
Rechnen  der  Völker;  die  indische  Rechenkuust  nach  Brahmagupta 
und  Bhascara.  H. 


Materialien  zur  Entwicklung  der  altjüdischen  Zeitrechnung  im 
Talmud.  Von  Dr.  B.  Zuck  er  mann.  Breslau  1882.  Prcuss  u.  Jünger 
(Barschak).   68  S. 

Der  Gegenstand  der  Schrift  ist  das  Verfahren  und  die  Grund- 
sätze der  Feststellung  des  Monats-  und  Jahresanfangs  durch  einen 
Gerichtshof  nach  den  Anordnungen  des  Talmuds,  welche,  wie  vor- 
mutet wird,  auch  für  die  frühere  Zeit,  wo  uns  alle  Nachricht  fehlt, 
im  wesentlichen  gegolten  haben.  Der  Monatsanfang  richtete  sich  nach 
dem  ersten  Sehen  der  Mondsichel  nach  dem  Neumond.   Zur  Beob- 
achtung war  niemand,  zur  Reise  nach  dem  Gerichtsortc  und  Zeugniss- 
ablegung  jeder  Israelit,  der  sie  gesehen  hatte,  verpflichtet.  Auf  Grund 
dieser  Zeugenaussagen  urteilten  3  Richter,  die  für  Debatten  ihr  Col- 
legium  zu  5,  für  Beschlussfassung  zu  7  erwoitern  durften,  nach  Ma- 
jorität.  Der  Jahresanfang  ward  im  Laufe  des  12ten  Monats  nach 
der  Gerstenernte  festgesetzt,  und  ein  13ter  Monat  eingeschoben,  wenn 
im  nächstfolgenden  Monat  dieselbe  nicht  zu  erwarten  war.   Dio  vielen 
durch  ein  solches  Verfahren  notwendig  gewordenen  Spccialbestimmun- 
gen  und  die  Vorfälle,  welche  sich  bei  der  Ausübung  ereignet  haben, 
machen  den  Inhalt  der  Schrift  aus.  Von  einigen  Versuchen  zu  einem 
astronomisch  geregelten  Kalender  überzugehen  ist  am  Schlüsse  dio 
Rede,  doch  liegt  nur  ein  Entwurf  vor,  der  nie  zur  Annahme  gelangt 
ist.  H. 


Marcus  Baker.  The  history  of  Malfatti's  problem.  Bulletin 
of  the  Philosophical  Society  of  Washington,  vol.  II.  p.  113—123. 
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Das  Vorliegende  ist  ein  Vortrag,  welcher  von  einem  Artikel  der 
Trans,  of  the  R.  Soc.  of  Edinb.  von  H.  F.  Talbot  über  neue  Unter- 
suchungen über  Malfatti's  Problem  ausgeht,  und  weil  der  Verfasser, 
und  ebenso  alle  andern  Autoren,  die  wichtige  Schrift  von  Paucker 
übersehen  haben,  Anlass  nimmt  die  Geschichte  des  Problems  von 
Anfang  an  vorzuführen.  Nachdem  die  Lösungen  von  Malfatti,  Ger- 
gonne,  Crelle,  Lehmus  und  Steiner  besprochen  sind,  wird  über  die 
genannte  Schrift  Folgendes  mitgeteilt.  Paucker  analysirt  das  Problem 
und  gicbt  dann  eine  Lösung,  welche  nur  unwesentlich  von  der  Steincr- 
schen  abweicht,  indem  St.  eine  Tangente  an  einen  der  3  Partial- 
Inkreise  zieht,  die  dann  auch  den  zweiten  berührt,  P.  hingegen  eine 
Verbindungsgerade  zieht  und  die  Doppelberührung  beweist.  Letzterer 
fügt  anch  zur  Lösung  einen  Beweis  hinzu.  Die  zwei  Umstände,  dass 
seine  Lösung  nur  wenig  über  ein  Jahr  später  erschien,  und  dass  er 
alle  frühem  Autoren,  nur  nicht  Steiner  citirt,  lassen  vermuten,  dass 
er  die  Lösung  unabhängig  von  diesem  gefunden  hat.  Er  beweist  die 
Richtigkeit  der  (  Instruction  nach  Euklidischen  Methoden,  macht 
keinen  Gebrauch  von  der  neuern  Geometrie  und  geht  mit  viel  Sorg- 
falt in  die  Details.  Er  beginnt  damit,  viele  Lemmata  zu  beweisen, 
worin  ihm  die  spätem  Schriftsteller  gefolgt  sind.  Zwei  derselben 
werden  geuannt,  welche  Hart  im  Quarterly  Journal  gleichfalls  beweist 
ohne  ihn  zu  citiren.  P.  giebt  ferner  eine  zweite  Lösung,  ganz  un- 
abhängig von  den  Hülfskreisen,  welche  unmittelbar  aus  einem  Satze 
von  Pierre  Tedenat  hervorgeht,  nebst  einem  Beweise  dieses  Satzes; 
ferner  eine  Modification  von  Crelle's  und  Lehmus'  trigonometrischer 
Lösung.  Die  Abhandlung  ist  vollständig  vom  Standpunkt  der  alten 
Geometrie;  doch  zeigt  der  Verfasser  keinen  so  weit  umfassenden 
Blick  und  untersucht  nicht  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Lösungen 
wie  Steiner.  Von  spätem  Bearbeitern  des  Problems  werden  genannt: 
Zornow,  Plücker,  Hyraer,  Adams,  Schellbach,  Hart,  Cayley,  Talbot. 
Am  Schluss  folgt  ein  Litteraturverzeichniss.  H. 


Mitteilungen  des  Copperaicus- Vereins  für  Wissenschaft  und  Knnst 
zu  Thorn.  III.  Heft  Herausgegeben  vom  Vorstande  des  Vereins  1881. 
IV.  Heft.  Herausgegeben  im  Auftrage  des  Vorstandes  von  dem  ersten 
Schriftführer  Maximilian  Curtze.  Thoru  1882.  Ernst  Lambeck. 

Ucber  den  Beginn  der  Zeitschrift  ist  4m  261.  litt.  Bericht  S.  3. 
gesprochen.   Hinzugekommen  sind  seitdem  folgende  Abhandlungen. 

Im  in.  Heft  1)  A.  Favaro:  Die  Hochschule  Padua  zur  Zeit 
des  Copperaicus.   Deutsch  von  M.  Curtze. 
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2)  G.  Bcn#dcr:  Archivalischo  Beiträge  zur  Familiengeschichte 
des  Nikolaus  Coppernicus.   Nebst  Beilagen. 

3)  A.  Pro  wo:  Bogumil  Goltz.  Eine  Gedächtniss-Rede,  gehalten 
bei  der  80.  Wiederkehr  seines  Geburtstages. 

Im  IV.  Heft  1)  M.  Curtze:  Ergänzungen  zu  den  „Inodita  Cop- 
pernicana"  im  I.  Hefte  dieser  Mitteilungen. 

2)  H.  Adolph:  Das  Geburtshaus  des  Nikolaus  Coppernicus. 
Eine  Widerlegung. 

3)  F.  Hipler:  Die  Vorläufer  des  Nikolaus  Coppernicus,  ins- 
besondere Celio  Calcagnini.   Mit  einem  Holzschnitte. 

4)  G.  Bender:  Weitere  archivalischo  Beiträge  zur  Familien- 
geschichte des  Nikolaus  Coppernicus.   Mit  einem  Holzschnitte 


Zur  Theorie  vom  kosmischen  Massendruck.  Jahresbericht  des 
Breslauer  Physikalischen  Vereins  1882.  Breslau  1882.  Wilh.  Gottl. 
Korn. 

Dieser  Verein,  welcher  seit  11  Jahren  besteht  und  gegenwärtig 
112  Mitglieder  zählt,  verfolgt,  soviel  sich  aus  der  vorliegenden  Schrift 
entnehmen  lässt.  einzig  und  allein  das  Ziel  die  Grundlagen  der  Me- 
chanik umzustosseu.  Mit  einer  solchen  Tätigkeitsart  steht  ganz  im 
Einklänge  die  vorzugsweise  Anführung  von  Namen  beteiligter  Per- 
sonen, welche  sich  bereits  durch  kosmische  Phantasien  einen  Ruf 
erworben  habeu.  Im  übrigen  lässt  sich  bemerken,  dass  gerade  in 
den  Hauptgegenständen  die  vertretenden  Autoren  ungenannt  bleiben. 
Der  Verein  verwirft  die  Attractioushypothese  als  „das  grösste  Hin- 
derniss,  welches  seit  200  Jahren  den  Fortschritten  in  der  Erkenn tniss 
der  Ursache  der  Bewegung  im  Wege  steht".  Von  den  grossen  Män- 
geln dieser  Hypothese  ist  den  Reden  zufolge  innerhalb  des  Vereins 
jedermann  überzeugt.  Worin  sie  bestehen,  wird  nirgends  erklärt; 
es  finden  sich  darüber  nur  ganz  unbestimmte  Acnsserungcn,  die  eher 
auf  Gewinnung  der  Sympathie  Gleichdenkender  als  auf  Verständniss 
berechnet  sind.  Dem  Vorliegenden  zufolge  hat  es  den  Anschein,  als 
hätten  es  die  Bestrebungen  des  Vereins  10  Jahre  lang  bei  der  Ne- 
gative bewenden  lassen.  Dies  wird  wol  nicht  der  Fall  sein,  doch 
mögen  Versuche  positiver  Aufstellungen  aus  dieser  Zeit  keine  so 
dauernde  Annahme  gefunden  haben,  dass  sie  hier  erwähnt  worden 
wären.   Erst  im  vorigen  Jahre  ist  ein,  wieder  nicht  genannter  Schrift- 


H. 


Methode  und  Principien. 
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steiler  mit  einer  „Theorie,  vom  Masscndruck  aus  der  Feme"  auf- 
getreten, welche  die  Attractionstheorie  ersetzen  soll,  und  gegenwärtig 
vom  Verein  adoptirt  wird.  Ob  der  Druck  etwas  anderes  bedeuten 
soll  als  die  Anziehung,  ist  nicht  gesagt;  das  Specifische  scheint  viel- 
mehr zu  sein,  dass  die  Kraft  durch  Lichtstrahlen  von  einem  leuchten- 
den Körper  zu  einer  fremden  Masse  hingetragen  wird.  Hiernach 
gebraucht  sie  Zeit  bis  zum  Beginn  ihrer  Wirksamkeit,  eine  Annahme 
die  ohne  Erfolg  schon  von  Audem  gemacht  worden  ist  Von  Ueber- 
einstimmung  mit  den  Gesetzen  der  Erscheinungen  ist  indes  hier  nicht 
die  Rede.  Der  Lichtstrahl  soll  also  wol  nur  die  Vorstellung  der 
durch  die  Stellung  der  Massen  erregten  Kraft  vermitteln.  Einer  Er- 
klärung kommt  man  dadurch  nicht  näher;  denn  das  Einfachste,  was 
sich  denken  lässt,  die  Anziehung,  wird  auf  einen  complicirten  Vor- 
gang zurückgeführt,  dessen  Endwirkung  nach  aller  Erfahrung  unbe- 
greiflich bleibt  Besondern  Wert  legt  der  Verein  auf  einen  von  An- 
derssohn verfertigten  Demonstrationsapparat,  genannt  teilbarer  Globus. 
Dieser  stellt  den  kugelförmig  begrenzten  Weltraum,  geteilt  in  6  sich 
abschliessende  Pyramiden  von  quadratischer  Basis  dar.  Was  auf 
dieser  Kugel  verzeichnet  ist,  und  welcher  Gebrauch  davon  gemacht 
wird,  ist  nicht  angegeben;  doch  soll  er  sich  vorzüglich  dazu  eignen, 
dio  Lehre  vom  Massendruck  aus  der  Ferne  zu  veranschaulichen.  Es 
ist  bewundernswert,  mit  welchem  Geschick  die  Redner  des  Vereins, 
der  noch  keine  wissenschaftliche  Leistung  aufzuweisen  hat,  eine  so 
würdevolle,  vom  Bcwusstseiu  cdcln  wissenschaftlichen  Strebens  getra- 
gene Sprache  zu  führen  wissen.  Hoppe. 

M.  Sibiriakoff.  Prcuve  elemcntaire  de  la  proposition  fouda- 
montalo  de  la  theorie  des  lignes  paralleles.  St  Petersburg  (1872). 
Aug.  Deubner.   9  S.   (In  russischer  und  französischer  Sprache.) 

Der  Verfasser  hat  den  fraglichen  Beweis  der  Petersburger  Aka- 
demie der  Wissenschaften  vorgelegt,  von  ihr  einen  Einwurf,  und  nach 
Widerlegung  desselben  einen  zweiten  andrer  Alt  erhalten.  Da  er 
beide  nicht  anerkennt,  so  wendet  er  sich  an  das  Urteil  des  Publicums. 
Wir  müssen  dem  Verfasser  darin  Recht  geben,  dass  er  die  Einwürfe 
nicht  gelten  lässt.  Sie  sind  ohne  sonderliche  Aufmerksamkeit  abge- 
fasst  und  treffen  deu  Punkt  nicht.  Der  Fehler  des  Beweises  liegt 
sehr  nahe.  Es  werden  zuerst  11  Sätze  aufgeführt,  die  unabhängig 
vom  Parallelensatz  gelten,  dann  letzterer  in  der  Form  aufgestellt: 
Eine  senkrechte  und  eine  schräge  Gerade  von  2  Punkten  einer  Ge- 
raden AB  gezogen  schneiden  sich.  Zum  Beweise  wird  von  ersterem 
Puukte  ein  Lot  auf  die  Schräge  gefällt  und  um  dio  eigene  Länge 
verlängert,  dann  verlangt,  mau  solle  sieh  durch  den  Endpunkt  einen 
Kreis  gezogen  denken,  der  AB  in  dem  erstem  Puukte  berührt  Dann 
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liegt  der  Mittelpunkt  auf  der  Senkrechtem  und  auf  der  Schrägen,  ist 
also  der  fragliche  Schnittpunkt.  Bei  allen  9onstigeu  Behauptungen 
hat  der  Verfasser  die  betreffenden  Sätzo  richtig  citirt;  dass  aber  ein 
solcher  Kreis  existirt,  ist  durch  kein  Citat  belegt,  findet  sich  nicht 
unter  den  11  Sätzen  und  gehört  auch  nicht  zu  den  vom  Parallelen- 
satz unabhängigen;  denn  es  ist  vollkommen  identisch  damit.  Der 
Verfasser  hat  also  geradezu  vorausgesetzt,  was  zu  bewoiseu  war.  Von 
den  2  Einwürfen  der  Akademie  sagt  der  erste,  der  Kreis  könne  un- 
endlich sein.  Diese  Aussago  ist  entschieden  incorrect,  da  ein  Con- 
stautes  immer  endlich  ist.  Was  weiter  hinzugefügt  wird,  ist  dunkel 
und  unnötig  complicirt.  Der  zweito  Einwurf  ignorirt  den  präsumtiven 
Beweis  ganz  und  führt  nur  aus,  wie  in  der  uichteuklidischen  Geo- 
metrie die  schräge  Linie  ohne  Durchschnitt  mit  der  senkrechten  be- 
stehen köune.    Damit  ist  der  Fehler  des  Beweises  nicht  enthüllt. 

Hoppe. 

Das  Dogma  in  der  Wissenschaft.  Von  Dr.  J.  H.  Hotz-Ostcr- 
wald  in  Zürich.    Basel  1880.    Schweighauser.   50  S. 

Die  Schrift  ist  reichhaltig  an  Beispielen  derjenigen  Erscheinungen 
in  der  Gclchrtenwelt,  welche  der  Verfasser  unter  den  Dogmatismus 
suusumirt.  Sic  lässt  es  aber  sehr  fehlen  an  der  Enthüllung  seines 
Wesens  und  Begrenzung  seines  Begriffs,  worüber  der  Verfasser  sich 
Klarheit  zu  verschaffen  nicht  für  nötig  gehalten  hat.  Dio  Beispiele, 
welche  aus  der  Sphäre  der  Mediciu,  Philologie,  Altertums-  und  Völker- 
kunde entnommen  sind,  stellen  nur  Fälle  differirender  Ansichten  und 
Hypothesen  dar,  wo  die  ältere  dem  Aufkommen  der  neuern  einen 
ungerechtfertigten  Widerstand  entgegensetzt,  und  worin  der  Verfasser 
bloss  eine  in  der  Kindheit  angenommene  Meinung,  die  gegen  dio 
Tatsachen  blind  macht,  erblickt.  Die  vielfachen  Interessen,  welche 
hier  mit  einspielen,  teils  das  wissenschaftliche,  welches  sich  an  die 
Verfolgung  der  noch  nicht  erschöpften  alten  Basis  knüpft,  teils  allerlei 
unwissenschaftliche,  übersieht  er,  und  gegen  diese  bedurfte  es  eiuer 
Abgreuzung,  wenn  der  Dogmatismus  nicht  als  blosses,  jederzeit  be- 
streitbares und  von  der  Abschätzung  abhängiges  Uebermass  einer  au 
sich  notwendigen  und  nicht  verwerflichen  Beharrlichkeit  erscheinen 
und  dem  Misbrauch  als  verunglimpfendes  Parteiwort  entzogen  werden 
sollte.  Einem  Falle,  aber  auch  nur  vorübergehend,  schenkt  der  Ver- 
fasser Beachtung,  wo  die  neue  Lehre  nicht  bloss  gegen  das  alte  Dogma 
zu  kämpfen  hat,  sondern  selbst  wieder  zum  Dogma  gemacht  wird: 
dies  nämlich  sagt  der  Verfasser  von  der  Darwinschen  Lehre.  In  der 
Tat  aber  muss  dasselbe  in  der  Regel  stattfinden.  Wer  so  wenig  In- 
teresse und  Befähigung  für  Forschung  hat,  dass  er  die  alte  Lehre 
als  Dogma  glaubte,  der  wird  schwerlich  durch  Adoption  der  neuen 
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zum  Forscher  werden;  er  wird  im  neuen  Dogma  den  höhern  Stand- 
punkt sehen.  Die  Beispiele  hierfür  sind  in  den  exacten  Wissen- 
schaften sprechender  als  in  den  vorgenannten  Wissenschaftszweigen. 
Die  Lehre  des  Coppernicus,  dass  die  Sonne  stillsteht,  die  von  Steiner, 
dass  Parrallelen  im  Unendlichen  zusammentreffen,  die,  dass  es  Func- 
tionen ohne  Differentialquotienten  giebt,  und  viele  andre  sind  Dogmen 
für  Solche,  die  nicht  selbständig  untersuchen,  ebenso  wie  die  ent- 
gegengesetzten, als  sie  diese  noch  glaubten.  Davon  sind  die  gewöhn- 
lich damit  verbundenen  Misvcrständnisso  ein  sprechendes  Zeugniss. 
Mit  den  Beispielen  schlicsst  die  Schrift  ohne  Nutzanwendung.  Es 
scheint  also  nur  der  Zweck  des  Verfassers  gewesen  zu  sein,  eine 
Anzahl  Lehren  zusammenzustellen,  die  nach  seiner  Ansicht  als  Er- 
scheinungen des  Dogmatismus  charakterisirt  sind.  Hoppe. 

Glaube  und  Aberglaube  in  der  neueren  Naturwissenschaft.  Von 
Dr.  Heinrich  Bolze.    Danzig  1882.    Franz  Axt.   43  S. 

Die  Schrift  hat  es  nirgends  mit  Glauben,  noch  weniger  mit  Aber- 
glauben zu  tun.  Was  hier  Glaube  genannt  wird,  sind  Versuche  der 
Erkeuntniss,  Hypothesen  der  Forschung,  an  denen  zu  Zeiten  viele 
Meuschcn  beteiligt  sind.  Aberglaube  steht  nur  auf  dem  Titel;  es 
mögen  damit  diejenigen  Hypothesen  gemeint  sein,  welche  sich  als 
unhaltbar  erwiesen  haben;  doch  wird  keiner  das  Prädicat  erteilt. 
Es  werden  die  universellen  Hypothesen  der  Naturwissenschaft  von 
der  Gravitation  bis  zum  Darwinismus  und  der  Weltcutstchung  durch- 
gemustert und  vom  vulgär  realistischen  Standpunkte  kritisirt.  Es 
fehlt  der  Schrift  nicht  an  Gedanken  genügend  zur  Unterhaltung,  Be- 
lehrung und  Anregung  für  Laien ;  doch  mischt  sich  das  wenige  Tref- 
fende mit  vielen  oberflächlichen  und  einseitigen  Urteilen.  Bei  der 
überall  durchschaulicheu,  manchmal  ins  derb  humoristische  streifeuden 
Sprache  lässt  sich  von  letztern  kein  ernstlicher  Schade  erwarten, 
namentlich  da  die  Schrift  von  Tendenzen  frei  ist.  Hoppe. 

0.  Schmitz-Dumont.  Erläuternde  Bemerkungen  über  Die 
Einheit  der  Naturkräfte.   4  S. 

Zu  dem  so  betitelten,  im  266.  litt.  Ber.  S.  12.  besprochenen  Buche 
hat  der  Verfasser  teils  zur  Berichtigung,  teils  zu  besserem  Verstäud- 
uiss  nachträglich  einige  Bemerkungen  bezüglich  auf  einzelue  Stellen 
publicirt.  Auf  die  Beurteilung  des  Buchs,  wie  sie  daselbst  gegebcu 
ward,  haben  letztere  keinen  Einfluss,  doch  mögen  einige  nähere  Er- 
klärungen darüber  am  Platze  sein.  Die  als  falsch  bezeichnete  Formel 
soll,  wie  der  Verfasser  jetzt  sagt,  durch  Versehen  hineingekommen 
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sein  (der  falsche  Ausdruck  kommt  freilich  noch  einmal  vor),  doch 
ergebe  sie  innerhalb  des  betrachteten  Intervalls  nur  eine  sehr  geringe 
Abweichung.  Wie  entfernt  nun  die,  wenn  gleich  berichtigte  Formel 
und  die  sonstigen  Ausführungen  bleiben,  der  Aufgabe  einer  Erklärung 
der  Stabilität  aus  blosser  Abstossung  zu  genügen,  fällt  in  die  Augen-, 
wir  wollen  nur  zweierlei  anführen.  Erstens  ist  nur  unter  Voraus- 
setzung einer  sehr  kleinen  Verrückung  eines  Atoms  aus  bestimmter 
Lage  zwischen  2  andern  Atomen  eine  überschüssige  Kraft  in  rück- 
gängiger Richtung  nachgewiesen.  Warum  aber  ist  die  Verrückuug 
stets  klein?  warum  kann  das  Atom  nicht  durch  die  Wirkung  andrer, 
nicht  betrachteter  Atome  in  andre  Lage  geraten,  namentlich  da  die 
2  Atome  auch  nicht  fest  sind?  Hierauf  geht  keine  der  folgenden 
Betrachtungen  ein.  Zweitens  hat  die  gedachte  Lage  des  Atoms,  nach 
dessen  Bewegung  gefragt  wird,  Zwischen  2  andern  auf  die  Grenze 
eines  Körpers  keine  Anwendung.  Das  Atomsystem  müsste  also  den 
ganzen  Weltraum  erfüllen,  wie  der  Aether,  wo  ohnedies  nur  abstos- 
sende  Kräfte  in  Betracht  kommen.  Die  Aufgabe,  die  Cohäsion  starrer 
Körper  auf  dieselbo  Kraft  zurückzuführen  wie  die  Zustände  der  Gase 
und  des  Aethers,  deren  Lösung  doch  anfangs  angekündigt  ward,  ist 
überhaupt  nicht  in  Angriff  genommen  worden.  Jeder  Teil  der  mate- 
riellen Welt  muss  von  aussen  zusammengehalten  werden,  statt  dass 
er  selbst  trennenden  äussern  Kräften  Widerstand  leisten  sollte. 

Hoppe. 

Sta,  sol,  ne  moveare.  Von  August  Tischnor.  II— V.  Leip- 
zig 1882.    Gustav  Fock.    227  S. 

Im  266.  litt.  Ber.  S.  13.  ist  das  I.  Heft  besprochen.  Dem  Ver- 
fasser ist  inzwischen  alle  gewünschte  Erklärung  reichlich  gegeben 
worden.  Er  hält  nichts  desto  weniger  die  vorgefasste  Meinung  fest, 
dass  die  Astronomen  sich  nicht  entschlicssen  könnteu,  die  Bewegung 
der  Sonne  zu  berücksichtigen  um  nicht  die  Unbrauchbarkeit  ihrer 
bisherigen  Arbeiten  ciuräumen  zu  müssen.  Der  Inhalt  der  genannten 
Hefte  ist  ein  Vielerlei,  welches  zwar  eine  gewisse  Belesenheit,  doch 
keine  Ahnung  von  der  Existenz  einer  Dynamik  kund  giebt.  Am 
meisten  zur  Sache  gesprochen  sind  wol  noch  die  Ausführungen  des 
IL  Hefts  über  Perspective,  welche  dartun  sollen,  dass  die  Ucberein- 
stimmung  der  Rechnung  mit  der  Beobachtung,  auf  welche  man  sich 
berufe,  kein  Bewois  für  die  Richtigkeit  der  Annahmen  sei,  weil  die 
Beobachtung  eine  blosse  Radialprojection  ergebe. 

Hoppe. 
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Erd-  und  Himmelskunde. 


Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe- 
matik von  Prof.  H.  C.  E.  Mar  tu  s,  Direktor  der  Sophien-Realschale 
in  Berlin.  Mit  80  Figuren  im  Texte.  Schul- Ausgabe.  Leipzig  1881. 
C.  A.  Koch.    224  S. 

Dieses  Buch  hat  denselben  Inhalt  wie  das  unter  gleichem  Titel 
1880  erschienene  (s.  260.  litt.  Ber.  S.  46),  ist  aber  kürzer  gefasst 
und  soll  den  Schülern  als  Wicderholuugsbuch  dienen.  H. 

Lehrgang  der  populären  Astronomie  und  mathematischen  Geo- 
graphie für  Gymnasien  bearbeitet  von  A.  Kaspar  Schelle,  Pro- 
fessor am  K.  Gymnasium  iu  Kempten.  Zweite,  verbesserte  Auflage, 
mit  27  in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  Kempten  1882.  Jos.  Kö- 
scl.   113  S. 

Für  den  Charakter  des  Buchs  erscheint  die  Bestimmung  für 
Gymnasien  als  unwesentlich,  durch  welche  Bezeichnung  wol  nur  die 
erforderlichen  Vorkenntnisse,  sich  erstreckend  auf  Algebra  und  Tri- 
gonometrie, ausgedrückt  sind.  Es  giebt  Jedem,  der  umfassende  ma- 
terielle Bildung  sucht,  in  der  Kürze  und  ohne  pädagogische  Beihülfe 
Auskuuft  über  alle  wichtigen,  dem  Nicht-Astronomen  verständlichen 
Tatsachen,  legt  Grund  zu  richtigen  Begriffen  und  Vorstellungen  und 
leitet  zur  Ausführung  der  einfachsten  Rechnungen  au,  während  es 
alle  dynamischen  und  alle  zur  Präcision  gehörigen  Frageu  gänzlich 
unberührt  lässt  Die  Hauptabschnitte  sind:  Die  Uimmclskugel,  die 
Himmelskörper  und  ihro  scheinbaren  Bewegungen.  Die  Erde,  ihre 
Gostalt  und  Rotation.  Die  Himmelskörper  des  Sonnen-  oder  Planeten- 
systems. Zeitrechnung  uud  Kalcnderregeln.  Die  im  Anhaug  stehen- 
den Ucbuugsaufgaben  sind  nicht  sowol  Beispiele  als  vielmehr  durch- 
geführte Anleitung  zur  Berechnung  beliebig  zu  wählender  Beispiele 
iu  einem  gewissen  Kreise  astronomischer  Fragen.  H. 

Das  Zodiakallicht,  eine  Folge  des  Baues  unseres  Planetensystems. 
1.  Wissenschaftliche  Beilage  für  das  Programm  des  Gymnasiums  zu 


Stolp  1882.   Von  Dr.  E.  Suchsland.    Stolp  1882.    C.  Schräder. 


Nach  Abbildung  und  Beschreibung  des  Phänomens  folgen  histo- 
rische Angaben.  Von  Childrey  ward  es  1661  zuerst  als  gesondertes 
Phänomen  aufgefasst.    Humboldt  entdeckte  1803  den  Gegenschein. 
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Brorsen  und  Schiaparelli  machten  auf  den  verbindenden  Lichtstreifen 
beider  aufmerksam.  Julius  Schmidt  und  Heis  haben  dio  Resultate 
fortgesetzter  Beobachtungen  aufgezeichnet.  Cassini  versucht  eine 
Erklärung  durch  eine  stark  abgeplattete  Atmosphäre  der  Sonne, 
welche  die  Venus,  auch  manchmal  die  Erde  mit  umfasst,  Heis  durch 
einen  Nebelring  um  dio  Erde.  Der  Verfasser  sucht  eine  neuo  Hypo- 
these, derzufolge  das  Zodiakallicht  aus  der  Totalreflexion  der  Atmo- 
sphäro  dos  Mars  notwendig  hervorgehen  und  im  zweiten  Brennpunkt 
von  dessen  Bahn  zur  Erscheinung  kommen  soll.  Leider  ist  diese 
Hypothese«  nur  ganz  unbestimmt  angedeutet.  Die  vorgängigen  Auf- 
stellungen über  die  Totalreflexion,  die  sich  auf  den  Fall  zweier  ho- 
mogenen Mittel  beschränken,  sind  unzureichend  um  daraus  die  Conse- 
quenzen  für  Reflexiou  einer  Atmosphäre  von  stetig  variirender  Dichte 
zu  entnehmen.  Darum  erscheint  denn  auch  das  daraus  abgeleitete 
Resultat  als  eine  blosse  Möglichkeit,  welche  keinen  Einblick  in  die 
Bedingungen  gewährt.  Am  Schluss  erklärt  der  Verfasser,  dass  er 
nicht  in  der  Lage  sei  dio  Richtigkeit  seiner  Annahme  durch  eigene 
Beobachtung  prüfen  zu  können;  er  hat  aber  nirgends  ausgesprochen, 
dass  er  dio  theoretische  Gestaltung  für  sich  weiter  als  es  hier  ge- 
schehen ist  geführt  und  sie  auf  den  Punkt  gebracht  habe,  wo  die 
Beobachtung  mit  Nutzen  eintreten  kann.  Dies  würde  in  eiuer  Frage 
wie  der  vorliegenden  doch  das  nächste  Ziel  sein  müssen.  II. 

Astronomischer  Kalender  für  1882.  Nach  dem  Muster  dos  Karl 
von  Littrow'scheu  Kalcudcrs  herausgegeben  von  der  k.  k.  Sternwarte. 
Neue  Folge.  Erster  Jahrgang.  Wien  1882.  Carl  Gcrold's  Sohu. 
143  S. 

Dieser  Kalender  ist  dio  Fortsetzung  von  Littrow's  „Kalender 
für  alle  Stände",  dessen  Erscheinen  nach  Littrow's  Tode  von  1878 
an  unterbrochen  war.  Dabei  sind  einige  Aonderungen  vorgenommen 
worden.  In  den  Ephemerideu  der  Sonne  und  des  Mondes  wird  nicht 
mehr  die  Länge,  sondern  dio  Rectasccnsion  angegeben,  in  den  Pla- 
neteuephemeriden  bei  der  Rectasccnsion  statt  des  Zeitmasses  das 
Bogenmass  eingeführt.  Die  Asteroiden  sind  von  den  grossen  Planeten 
getrennt,  und  von  ihnen  nur  die  grosse  Halbaxc  und  Exccntricität 
der  Bahn  und  die  Epoche  aufgeführt.  Statt  der  Meilen  dient  das 
Kilometer  als  Mass.  Der  gegenwärtige  Jahrgang  enthält  auch  eine 
Biographio  von  Littrow.  II. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Substitutioneiitheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra.  Von 
Dr.  Eugen  Netto ,  a.  o.  Professor  an  der  Kaiser  Wilhelms-Universität 
zu  Strassburg  i.  E.   Leipzig  1882.   B.  G.  Teubner.   290  S. 

Es  ist  dies,  laut  Vorwort,  die  dritte  umfassende  Bearbeitung 
eines  in  neuster  Zeit  emporgewachsenen  Zweites  der  Mathematik, 
ohne  Beziehung  zu  der  von  J.  A.  Serret,  von  der  sie  durch  die  Ver- 
schiedenheit der  Methoden  sich  gänzlich  trennt,  dagegen  auf  die  von 
C.  Jordan  in  grundlegenden  Begriffen,  Beweisen  und  Gedankeufolgen 
sich  vielfach  stützend,  während  eine  Arbeit  von  L.  Kronecker  nur 
zu  spät  erschienen  ist  um  darauf  von  Einfiuss  zu  sein.  Die  Substi- 
tutionentheorio  handelt  von  den  Wirkungen  der  Permutation  der 
Argumente  einer  Function  auf  deren  Wert,  doch  gewinnt  sie  ihre 
Ausdehnung  erst  durch  Beschränkung  auf  ganze  Functionen  und  un- 
abhängige Argumente.  Sie  hat,  in  gegenwärtiger  Darstellung,  einen 
Anknüpfungspunkt,  welcher  sich  vortrefflich  eignet  den  mit  dem  Gegen- 
stande unbekannten'  Leser  leicht  in  das  eigenartige  Untersuchungs- 
feld einzuführen;  denn  mit  den  den  Anfang  bildenden  Sätzen  über 
symmetrische  Functionen  wird  jeder  Mathematiker  so  vertraut  sein, 
dass  er  gewohn  ist  sie  als  Identitäten  zu  betrachten.  Indem  aus 
diesem  bekannten  Centrum  die  Aufgabe  durch  Erweiterung  hervor- 
geht, motiviren  sich  leicht  die  getroffenen  Anordnungen.  Zunächst 
treten  neben  den  symmetrischen  die  alternirenden  Functionen  auf, 
und  findet  hier  die  Discriminante  als  Quadrat  des  Differenzenproducts 
ihre  Erklärung.  In  mehrwertigen  Functionen,  deren  Betrachtung  nuu 
beginnt,  werden  die  Substitutionen  (d.  h.  stets  Permutationen)  eines- 
teils zerlegt  in  Productc  (d.  h.  Successionen)   von  Transpositioneu 
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(d.  h.  Permutationen  zweier  Argumente),  also  ohne  Vcrtauschbarkeit 
der  Faetoren,  andernteils  von  Cyklen  ohne  gemeinsame  Argumente, 
daher  Vertauschuug  oder  Gleichzeitigkeit  der  Substitutionsfactoren 
zulassend.  Dann  wendet  sich  die  Betrachtung  insbesondere  auf  die 
Gruppen,  wo  unter  einer  Gruppe  stets  ein  Complex  von  Substitutionen, 
welche  den  Wert  der  Function  nicht  ändern,  verstanden  wird.  Es 
wird  erklärt  der  Grad  der  Gruppe,  Anzahl  der  Variabein,  und  die 
Ordnung,  Anzahl  der  Substitutioneu.  Die  Gruppe  gewinnt  Bedeutung 
durch  den  Umstand,  dass  sich  jede  zu  ihr  gehörige  Function  rational 
in  jeder  andern  desgleichen  ausdrücken  lässt  Insbesondere  werden 
betrachtet  die  alteruirenden  Gruppen.  Der  Dächte  Gegenstand  sind 
die  verschiedenen  Werte  einer  Function,  wobei  es  sich  hauptsächlich 
um  Anzahlen  handelt,  und  ihre  algebraischen  Beziehungen  zu  ein- 
ander. Erklärt  werden  die  Aehnlichkeit  und  Transformation,  im 
nächsten  Abschnitt  die  Trausitivität  und  Primitivität,  der  Isomor- 
phismus, später  die  Gattungen,  darunter  die  conjugirten  Gattungen. 
Nach  Beschluss  der  Theorie,  aus  welcher  eine  grosse  Anzahl  vou 
Lehrsätzen  resultireu,  folgt  deren  Anwendung  auf  die  algebraischen 
Gleichungen,  auf  die  2.,  3.,  4.  Grades,  die  Kreisteilungsgleichungen, 
die  Aberschon  Gleichungen ,  woran  sich  weitere  Untersuchungen 
schliesseu  über  die  Gleichungen,  bei  denen  rationale  Beziehungen 
zwischeu  3  Wurzeln  herrschen,  über  die  algebraische  Auflösung  der 
Gleichungen,  dio  Gruppe  einer  algebraischen  Gleichung  und  algebraisch 
auflösbare  Gleichungen.  H. 

Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  für  den  Unter- 
richt an  technischen  Anstalten  bearbeitet  von  II  ans  Staudachcr, 
Professor  für  Mathematik  und  Physik  am  kgl.  Realgymnasium  Speyer. 
Mit  19  Figuren  im  Texte.   München  1882.   R.  Oldeubourg.    169  S. 

Wenn  der  Verfasser  das  Lehrbuch  mit  besonderer  Betonung 
elemeutar  nennt,  so  zeigt  er  eine  hohe  Achtung  vor  der  Fassungs- 
kraft der  Schüler.  Allerdings  genügt  es  in  Klarheit,  Correcthcit, 
Einfachheit  und  guter  Ordnung  allen  Erfordernissen  des  Verständ- 
nisses bei  aufmerksamem  Durchstudireu  und  erleichtert  dasselbe  dnreh 
Beispiele  an  rechter  Stelle.  Doch  lässt  es  sich  nicht  wol  einer 
wissenschaftlichen  Darlegung  der  dariu  behandelten  Themata  ent- 
gegensetzen: die  Aufstellungen,  namentlich  die  Definitionen,  sind  con- 
cinn,  ohne  pädagogische  Bcihtilfc,  die  Deductionen  kurz.  Gerade 
dieser  überall  eiugehaltene  wissenschaftliche  Standpunkt  möchte  eher 
das  Vorliegende  charakterisiren.  Die  Combinatorik  wird  an  die  Spitze 
gestellt  und  dann  soviel  als  möglich  als  Quelle  weiterer  Theorien  be- 
nutzt, somit  das  Interesse  an  ihr  durch  dargetane  Anwendbarkeit 
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erhöht.  Hierhin  gehört  zuerst  die  bekannte  combi natori sehe  Her- 
leitung des  binomischen  und  polynomischen  Lehrsatzes.  Nachdem 
hierauf  die  Theorie  der  arithmetischen  Reihen,  im  Anschluss  die  der 
geometrischen  u.  a.,  dann  die  der  complexen  Zahlen  gezeigt  ist,  wird 
die  Lehre  von  den  Determinanten  ebenfalls  auf  die  Combinatorik  ge- 
gründet; sie  verbindet  mit  dem  Notwendigen  vieles  Wissenswerte. 
Die  Unterdeterminanten  werden  zwar  zeitig  eingeführt,  dienen  jedoch 
nicht  als  Deductionsbrücke  für  die  Hauptsätze,  welche  vielmehr  nach 
der  directen  Methode  hergeleitet  werden.  Unmittelbar  daran  schliesst 
sich  die  Anwendung  auf  die  linearen  Gleichungssysterae  und  quadra- 
tische Gleichungen.  Nachdem  über  die  ganzen  Functionen  das  Er- 
forderliehe gesagt  ist,  wird  die  Lehre  von  den  höhern  Gleichungen 
in  eingehendster  und  hinreichend  vielseitiger  Weise  behaudelt  Nur 
kurz  und  zu  blosser  Begründung  des  Folgenden  werden  einige  spe- 
ciale Aufstellungen  über  Grenzwerte  und  Stetigkeit  gemacht.  Dann 
folgt  die  Theorie  der  Reihen,  erst  allgemein,  dann  die  der  specielleu 
Reihen.  H. 


Vom  Körper  höherer  Dimension.  Beiträge  zu  den  Elementen 
einer  n-dimensionalen  Geometrie.  Von  K.  Rudel,  Professor  für 
Mathematik.  Kaiserslautern  1882.  Herrmann  Kayscr.  56  S.  Wissen- 
schaftliche Beigabe  zum  Jahresberichte  der  Kgl.  Industrie-Schule  in 
Kaiserslautern  für  das  Schuljahr  1881.  1882. 

Der  Verfasser  lässt  die  linear  begrenzten  Figuren  von  0,  1,  2, 
3,  4,  5,  .  .  .  Dimensionen  successive  aus  einander  hervorgehen ,  be- 
schränkt die  Betrachtung  zuerst  auf  die  Figuren  kleinster  Grenzen- 
zahl, Dreieck,  Tetraeder,  etc.  und  zählt  die  Grenzfiguren  zusammen. 
Es  ergiebt  sich  die  absolute  Summe  =  2»  —  1  und  die  Summe  bei 
abwechselnden  Vorzeichen  =  1 ,  woraus  der  Euler'sche  Satz  hervor- 
geht Auch  Winkel  und  Keile  werden  gezählt.  Die  gleiche  Betrach- 
tung findet  statt  bei  den  rechtwinkligen  Figuren,  Quadrat,  Würfel, 
etc.  Dann  werden  die  möglichen  regelmässigen  Figuren  von  4  Di- 
mensionen aufgesucht.  Durch  Anwendung  dreier  Bedingungen,  1)  die 
grösste  Zahl  Polyeder-Ecken  um  einen  Punkt  herum,  2)  die  grösste 
Zahl  Keile  um  eine  Kante  herum,  3)  den  Euler'schen  Satz  —  be- 
schränkt sich  die  Möglichkeit  auf  diejenigen  6  Figuren,  welche  be- 
kanntermassen  auch  wirklich  existiren.  Ein  Anhang  enthält  noch  die 
Besprechung  von  3  Gegenständen. 
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Was  die  Abfassung  betrifft,  so  ist  die  Arbeit  mehr  ein  Monolog 
als  ein  Vortrag  zu  nennen.  Nichts  wird  definirt ;  den  Wortsinn  muss 
uer  Leser  aus  einigen  unzureichenden  Angaben  und  aus  dem  Zu- 
sammenhange erraten.  So  errät  man  freilich  bald,  dass  „vorhanden" 
nur  das  heisst,  was  der  Verfasser  genannt  hat ;  auf  der  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  sind  alle  Punkte  zwischen  diesen  nicht  vor- 
handen, sondern  nur  die  2  Punkte.  Den  Begriff  von  „projiciren" 
muss  sich  der  Leser  daraus  bilden,  dass  ein  Dreieck,  ein  Tetraeder 
entsteht,  wenn  man  eine  Seite  von  der  Gegenecke  aus  „projicirt"  (?) 
Im  weitern  Fortschritt  wird  natürlich  ein  Eingehen  auf  die  Meinung 
des  Verfassers  immer  mühevoller,  und  man  kann  nur  darum  im 
wesentlichen  nicht  wol  fehlgehen,  weil  die  Arbeit  die  Grenzen  des 
Bekannten  weder  im  Resultat  noch  in  der  Methode  überschreitet 
Was  gezeigt  werden  sollte,  muss  man  also  schon  vorher  kennen,  um 
die  Worte  zu  verstehen,  die  es  zeigen  sollen. 

Weit  verständlicher  ist  der  Anhang:  in  der  Behandlung  der  2 
ersten  Punkte  macht  sich  der  bezeichnete  Maugel  überhaupt  nicht 
bemerklich.  Das  erste  Thema  ist  der  Umstand,  dass  2  Gebilde,  die 
in  der  n-Dimeusioncu -  Geometrie  symmetrisch  sind,  und  nicht  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  beim  Heraustreten  aus  der  n-deh- 
nung  congruent  werden.  Dieses  wird  durch  successive  Uinzunahme 
eiuer  Dimension  recht  ausführlich  erörtert.  Das  zweite  Thema  be- 
trifft dio  Schnitte  der  linearen  Gebilde.  Der  Verfasser  nennt  Gerade 
im  Räume,  dio  keinen  Punkt,  und  Ebenen  in  der  Vierdehnung,  die 
keine  Gerade  gemein  haben,  sich  kreuzend,  ohne  jedoch  diesen 
Wortsinn  vorher  festgestellt  zu  haben.  Da  er  aber  ausdrücklich  auf- 
stellt: Sich  kreuzeudo  Ebenen  haben  einen  Punkt  gemein  —  so  ist 
der  Sinn  nicht  zweifelhaft.  Erst  beim  dritten  Thema  wird  der  Mangel 
dieser  Definition  vcrhängnissvoll.  In  einem  Artikel  von  Schlömilch's 
Zeitschr.  XXIII.  Heft  4,  dessen  Verfasser  hier  nicht  genannt  wird, 
findet  Rudel  den  Versuch  eines  Nachweises,  dass  dio  Annahme  sich 
kreuzender  Ebenen  einen  logischen  Widerspruch  in  sich  schliesst, 
und  geht  ausführlich  darauf  ein,  die  logischen  Fehler  des  Beweises 
aufzudecken.  In  dieser  Kritik,  die  manches  recht  treffende  enthält, 
wird  aber  gar  nicht  beachtet,  dass  der  Ungenannte  sagt,  der  Begriff 
sich  kreuzender  Ebenen  sei  unmöglich,  weil  sie  immer  einen  Punkt 
gemein  hätten.  Hiernach  liegt  es  am  Tage,  dass  beide  Verfasser 
unter  „kreuzen"  nicht  dasselbe  verstehen.  Vom  Kreuzen  der  Geraden 
ausgehend  kann  man  offenbar  den  Begriff  in  mehr  als  einer  Richtung 
erweitern.  Mit  Rudel's  Wortgebrauch  stimmt  es,  weuu  in  der  ndeb- 
uuug  zwei  (n  —  2)delmuugeu  sich  kreuzen,  die  keine  (n  —  3)dehnung 
gemein  haben;  mit  dem  des  Ungenannten  hingegen,  weun  die  Be- 
dingung ist,  dass  sie  keinen  Punkt  gemein  haben.   Bei  der  3  dehnung 
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fällt  beides  znsammen,  bei  der  4dchnung  scheiden  sich  die  Begriffe 
schon,  und  von  letzterer  ist  hier  die  Rede.  Folge  dieser  Abweichung, 
Folge  also  des  Mangels  an  Definition  und  des  Bauens  auf  unbe- 
stimmte Analogien  ist  von  da  an  ein  beständiges  Misverstehen.  Be- 
seitigt man  diesen  Punkt,  so  bleibt  für  die  logische  Kritik  keine 
rechte  Veranlassung.  Hoppe. 


Ueber  die  Principien  der  neueren  Hydrodynamik.  Von  Dr.  Ri  c  h  ar  d 
Reiff,  Repetent  am  mathematischen  Seminar  der  Universität  Tü- 
bingen.   Freiburg  i.  B.  und  Tübingen  1882.   J.  C.  C.  Mohr. 

Die  Untersuchung  ist  eine  rein  kinematische,  in  welcher  die  Zeit 
nur  die  Rolle  eines  Parameters  spielt.    Sie  um  las  st  daher  nur  eine 
Seite  der  Principien  der  Hydrodynamik,  was  der  Titel  nicht  erkennen 
lasst.    Weitere  Unbestimmtheiten  des  Ausdrucks  finden  sich  in  der 
Einleitung.   In  der  geometrischen  Betrachtung  der  Bewegung  wird  ja 
die  substantielle  Identität  der  Punkte  willkürlich  hinzugedacht;  doch 
bleibt  die  (Betrachtung  immer  davon  abhängig,  wird  sie  also  nicht 
festgestellt  —  und  eben  daran  fehlt  es  hier  —  so  bleibt  der  Sinn 
des  Ganzen  zweifelhaft;  erst  die  spätern  Formeln  leiten  nachträglich 
zum  Verständniss.   Ferner  wird  hier  das  Verhältniss  der  Euler'schen 
zur  neuern  Hydrodynamik  dargestellt,  als  ob  erstere  die  relative  Be- 
wegung unberücksichtigt  Hesse.    Kann  der  Verfasser  irgend  eine  Be- 
wegungsbestimmung denken,  welche  die  relative  Bewegung  nicht  in 
sich  enthält?    Das  Wahre  an  der  Sache  ist,  dass  die  gegenwärtige 
Abhandluug  ausschliesslich  die  relative  Bewegung  zweier  unendlich 
naher  substantieller  Punkte  eines  Continuums  betrachtet,  und  zwar 
einesteils  die  Variation  ihrer  Distanz  (Dilatation),  andernteils  der 
Richtung  ihrer  Verbindungslinie  (Rotation)  bestimmt.    Sie  erscheint 
hiernach  als  eine  Vorbereitung,  um  die  Viscosität  der  Flüssigkeit  in 
die  hydrodynamischen  Gleichungen  einzuführen,  eine  Bestimmung  die 
indes  nicht  ausgesprochen  ist.    Es  werden  zu  Anfang  die  Arbeiten 
von  Navier,  Poisson,  Cauchy,  Stokes  und  Helmboltz  über  den  Gegen- 
stand in  ihrem  Verhältniss  besprochen.    Die  gegenwärtige  unter- 
scheidet sich  von  der  Beltrami's  dadurch,  dass  sie  von  der  Verände- 
rung des  Linienelements,  jene  von  der  des  Volumenelements  ausgeht. 
Sie  entwickelt  zuerst  die  allgemeinen  Gleichungen  der  relativen  Be- 
wegung und  bestimmt  darin  die  Dilatation  und  Rotation  des  Linien- 
elements, handelt  dann  von  diesen  einzeln  und  verbindet  zuletzt  die 
rein  rotatorische  Bewegung  mit  der  Potentialbewegung.  IL 
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Trigonometrie. 

Die  Functionen  Cosinus  und  Sinus  beliebiger  Argumente  in  ele- 
mentarer Darstellung.  Von  R.  Götting,  Professor  am  Gymnasium 
zu  Torgau.   Berlin  1881.   J.  A.  Wohlgemuth.   66  S. 

Die  Functionen  cos  und  sin  werden,  zunächst  für  rationale 
Brüche  des  Kreises,  durch  recurrente  Relationen  der  Sehnen  von 

Bogen  der  Form  *  rc,  anfangend  mit  dem  Durchmesser  «o,  d.  i. 

fcsssn,  die  nächste  Sehne  Oj,  d.i.  =  »—  1,  zu  Grunde  legend, 
bestimmt,  und  zwar  oj  sogleich  beliebig  complex  genommen.  Bogen 
ohne  rationale  Beziehung  sind  nur  in  so  fern  einbegriffen,  als  sich 
immer  n  unendlich  nehmen  lässt.  Der  2.  Abschnitt  knüpft  an 
die  Betrachtung  einer  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecko  von  Sehen- 
Ar  71 

kein  =  1  innerhalb  eines  Winkels  von  der  Form  ^ — an  und 

macht  Anwendung  auf  regelmässige  Vielecke.  Der  dritte  gewinnt 
Formeln  für  die  cos  und  sin  der  Vielfachen  eines  Bogens,  der  vierte 
entwickelt  die  Functionen  in  Reihen.  Bemerkenswert  ist  auch  die  An- 
wendung der  Hyperbel  zur  Coustruction  der  hyperbolischen  Cosinus 
und  Sinus.  H. 


Parabolische  Logarithmen  und  parabolische  Trigonometrie,  eine 
vergleichende  Untersuchung  von  Dr.  S.  Günther.  Leipzig.  B. 
G.  Teubner.  1882. 

Nachdem  die  hyperbolischen  Functionen  als  Analogon  der  cykli- 
schen  in  die  Analysis  eingeführt  waren,  machte  sich  der  Begeisterung 
ihrer  Bearbeiter  und  Gönner  Gudermann,  Heis,  Gronau  u.  s.  w.  ge- 
genüber bald  in  weiten  Kreisen  die  Auffassung  geltend,  dass  diese 
neuen  Beziehungen  doch  weiter  nichts  als  neue  Namen  für  bekannte 
Dinge  seien.  Zudem  traten  diese  hyperbolischen  Transcendenten  in 
einen  ungünstigen  Vergleich  zu  anderen  Transcendenten,  welche  mit 
ihren  ungeheuren  Gedankenreichtum  die  mathematischen  Talente  von 
abgebauten  Feldern  ablockten. 

Dennoch  hat  die  Sache  ihre  zwei  Seiton.  Gewiss!  wo  es  sich 
um  den  analytischen  Charakter  unserer  Functionen  handelt,  da  wäre 

e*-f-«-z 

es  ein  Anachronismus,  für  — ^ —   ein  neues  Zeichen  zu  setzen. 

Aber  genau  das  Gleiche  gilt  für  —  -x —  und  nicht  selten  ist  es 
für  den  Analytiker  in  der  Tat  bequemer,  nicht  sinz,  sondern  den 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht  CCLXXll. 


40 


obigen  Wert  in  die  Rechnungen  einzuführen.  Aber,  wo  es  sich  um 
geometrische  Anwendungen  handelt,  da  darf  kühn  behauptet  wer- 

den,  dass  die  Wucht,  mit  welcher  sich  die  Verbindungen   ^ — ' 

— x       u.  8.  w.  aufdrängen,  so  unwiderstehlich  ist,  wie  die  Eleganz, 

Symmetrie  und  Kürze  der  dadurch  gewonnenen  Formeln  einladend 
wirkt.  In  dem  vorliegenden  Werkchen  hat  der  gelehrte  Parlamentarier 
Dr.  Günther  —  wir  dürfen  verraten,  während  der  verlaufenen  Reich- 
tagssession, als  parergon  mathematicum  —  an  einem  schönen  Bei- 
spiele die  Biegsamkeit  der  hyporbolischon  Functionen  gozeigt. 

Nachdem  zunächst  in  einer  historischen  hochinteressanten  Skizze 
von  älteren  und  neueren  Untersuchungen  die  Rede  ist,  welche  sich 
auf  Curvcnrectification  beziehen,  gibt  der  Verfasser  im  zweiten  Capitel 
auf  10  Seiten  eine  klare  Darstellung  der  Theorie  der  hyperbolischen 
Functionen.  Dieselbe  erfährt  sofort  durch  einen  die  Lemniskatc  be- 
treffenden Lehrsatz  eine  interessante  neue  Anwendung. 

Das  dritte  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  von  Booth  bearbeiteten 
„Logocyklik".  Dieselbe  erscheint  in  den  Cartesischen  Coordinaten 
als  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt: 

y*(2a-x)  =  x(x— af 

Der  Verfasser  wählt  zur  Bearbeitung  ein  Polarcoordinatcnsystem, 
worin  die  Gleichung  lautet: 

r  =  a(see#±tang#). 
Und  nun  geschieht  der  entscheidende  Schritt:  Er  setzt 

Xana  g  =  tanß  2 

und  erhält: 

r  =  a((£oätt±®inu) 

Hierdurch  ist  er  in  den  Stand  gesetzt,  sämmtliche  Relationen  auf 
das  hyperbolische  Hülfsargument  u  zurückzuführen  und  somit  ge- 
stalten sich  seine  Beweise  für  die  einigen  20  eleganten  Sätze,  welche 
er  ableitet,  nicht  blos  einfacher,  sondern  vor  Allem  einheitlicher  als 
die  seiner  Vorgänger. 

Im  vierten  Capitel  wird  die  praktische  Trigonometrie  Booth's  auf 
ihren  wahren  Charakter  zurückgeführt.  Derselbe  hatte  neue  Ope- 
rationszeichen „logarithmic  plus  and  minus"  eingeführt  —  eine  Me- 
thode, welche  immer  so  ernsten  Bedenken  begegnen  sollte,  wie  sie 
Herr  Günther  gegen  dieselbe  äussert  —  und  nun  gelingt  der  Nach- 
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weis,  dass  die  Operationszeichen  des  euglischcn  Mathematikers  mit 
-|-  und  —  identisch  werden,  wenn  man  die  Amplituden  durch  die 
hyperbolischen  Argumente  ersetzt.  Ja,  iu  einer  Fussnote  macht  unser 
Verfasser  den  meiner  Uoberzeuguug  nach  vollkommen  geglückten 
Versuch,  die  Frage  zu  beantworten,  wie  doch  der  scharfsinnige  Booth 
dazu  kam,  den  wahren  Charakter  seiner  Untersuchungen  zu  ver- 
kennen. Die  hier  hergehörigen  Bemerkungen  machen  einen  Glanz- 
punkt der  kleinen  Schrift  aus. 

Im  letzten  Capitel  wird  die  graphische  Darstellung  der  Logarith- 
mensysteme durch  homofocale  Parabeln  gelehrt. 

Die  kleine  Schrift  bietet  ein  interessantes  Beispiel  der  Curven- 
bn trachtungen  dar,  wo  die  Bestimmungsstucke  als  Functionen  eines 
Parameters  erscheinen.  Sie  ist  reich  an  schönen  Ergebnissen  und  die 
Darstellung  eine  so  lichtvolle,  dass  sie  dem  Anfänger  eine  leichte 
Arbeit  und  dem  Geübteren  eine  fesselnde  Leetüre  sein  wird. 

Coesfeld  im  Juli,  1882. 

K.  Schwering. 


Geodäsie. 

Die  Terrain-Aufnahme  mit  der  taehymetrischen  Kippregel  von 
Tichy  und  Starke.  Für  das  Selbst-Studium  bearbeitet  von  Anton 
Schell,  k.  k.  Professor.  Mit  20  in  den  Text  gedruckten  Holz- 
schnitten.  Wien  1881.   L.  W.  Seidel  u.  Sohn.   48  S. 

Die  Schrift  behandelt  das  von  A.  Tichy  erfundene  Verfahren, 
Horizontaldistanz  und  Höhe  eines  Punktes  ohne  Keuntniss  der  schiefen 
Distanz  mit  Hülfe  eines  in  dem  Visirfernrohre  eines  theodolithartig 
gebauten  Instrumentes  oder  einer  Kippregel  angebrachten  Ocular- 
Filar-Schrauben-Mikrometer8  an  einer  in  dem  Endpunkte  der  zu 
messenden  Linie  vertical  aufgestellten  und  mit  einer  Teilung  ver- 
sehenen Latte  abzulesen.  Bei  Anwendung  dieser  von  Tichy  und 
Starke  hergestellten  Vorrichtung,  „dem  Tachymeter- Theodolithen", 
wird  die  Feldarbeit  etwas  vermehrt,  dagegen  die  Hausarbeit  vermin- 
dert Es  wird  zuerst  die  taehymetrische  Kipprcgel,  mit  theoretischer 
Erklärung  der  anallatischen  Einrichtung  des  Fernrohres  und  der  Con- 
struetion  der  taehymetrischen  Teilung  des  Vcrticalkreises,  dann  der 
Messtisch,  dann  die  Latte  mit  Abbildungen  beschrieben;  dann  werden 
die  Eigenschaften  der  Kippregel  aufgeführt,  ihre  Prüfung  und  Recti- 
heation  erörtert;  dann  das  Verfahren  der  Aufnahme  mittelst  des  In- 
struments ausführlich  dargelegt.  H. 
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Technik. 

Die  elektrische  Beleuchtung  für  industrielle  Zwecke.  Von  R. 
E.  Crompton,  Ingenieur  und  Unternehmer  für  elektrische  Beleuch- 
tung. Deutsch  von  F.  Uppenborn,  Ingenieur  und  Elektrotech- 
niker zu  Hannover.  Mit  1  Tafel.  München  und  Leipzig  1881. 
R.  Oldenbourg.   41  S. 

Gegentiber  zahlreichen  Schriften,  welche  in  ihren  Angaben  wenig 
Kenntniss  von  einander  nehmen,  ist  die  gegenwärtige  der  vergleichen- 
den Zusammenstellung  und  kritischen  Sichtung  gewidmet.  Sie  setzt 
für  ein  urteilendes  Vcrstandniss  sowol  theoretische  als  auch  techni- 
sche Kenntnisse  voraus  ohne  im  mindesten  über  das  Allgemeine  der 
Sache  Belehrung  zu  geben  ;  doch  wird  die  Meinung  des  Verfassers 
und  die  Auseinandersetzung  der  Fragen,  welche  in  Betracht  kommen, 
für  jeden  Leser  deutlich.  Von  3  unterschiedenen  elektrischen  Be- 
leuchtungsarten, der  Incandescenzbeleuchtung ,  den  Wechselstrom- 
maschinen mit  Regulatorlampen  oder  mit  Kerzen  verbunden  und  den 
Maschinen  für  gleichgerichtete  Ströme  mit  Regulatorlampen  wird  die 
letzte  als  die  vorzüglichste  allein  besprochen,  nachdem  ihre  Eigen- 
schaften in  Vergleich  gestellt  sind.  Es  wird  zuerst  über  Betriebs- 
kraft, dann  über  die  Art  des  Lichtes  und  die  Messung  der  Intensität 
gehandelt.  Statt  der  Vergleichung  mit  Kerzenlicht  wird  es  besser 
befunden  3  Stufen  der  Helligkeit  anzunehmen,  die  bei  welcher  sich 
feine  Arbeit  verrichten  lässt,  die  bei  welcher  man  lesen  kann,  und 
die  Mondscheinhelligkeit.  Hierüber  ist  eine  tabellarische  Zusammen- 
stellung gegeben.  Dann  folgt  die  Frage  der  Dauerhaftigkeit  Der 
nächste  Gegenstand  sind  die  Regulatorlampen,  die  folgenden  Kabel 
und  Drähte,  die  Kohlen,  der  letzte  die  Betriebskosten.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Anuali  di  Matematica  pura  ed  applicata  diretti  dal  prof.  Fran- 
cesco Brioschi  in  Milano  colla  cooperaziono  dei  professori: 
Luigi  Crcmona  in  Roma,  Eugcnio  Beltrami  in  Pavia,  En- 
rico Betti  in  Pisa,  Feiice  Casorati  in  Pavia.  Serie  II.  Tomo 
X.   Milano  1880—1882.   Bernardoni  di  C.  Reboschini  e  C. 

Der  Inhalt  des  10.  Bandes  ist  folgender. 

Brioschi:  Von  einer  Eigenschaft  der  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung.  —  Ueber  eine  Classe  von  linearen  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung.  —  Ueber  die  Erzeugung  einer  Classe  von  linearen, 
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durch  elliptische  Functionen  integrirbaren  Differentialen.  —  Ueber 
die  Differentialgleichungen  des  Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosaeders. 
—  Michel  Chatles,  Nekrolog.  —  Die  Göpersche  Relation  für  hyper- 
elliptische Functionen  beliebiger  Ordnung.  —  Uober  ein  System  von 
Differentialgleichungen. 

Casorati:  Die  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen  interpretirt 
und  durch  neue  Theoreme  vermehrt  mit  Hülfe  vornehmlich  auf  die 
comploxe  Variabilität  gegründeter  Untersuchungen  aus  neuester 
Zeit.  —  Ueber  eine  ganz  neue  Schrift  von  L.  Stickelberger.  — 
Verallgemeinerung  einiger  Sätze  von  Hermite,  Brioschi  und  Mittag- 
Leffler  über  die  Differentialgleichungen  2.  Ordnung.  —  Beiträge 
zu  neuen  Arbeiten  von  Weierstrass  und  Mittag  -  Leff  ler  über  die 
Functionen  einer  complexen  Variabein. 

Bcltrami:  Ueber  einige  neue  Sätze  von  Neumann  über  die 
Potentialfuuctionen.  —  Ueber  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Elasti- 
zität. —  Ueber  das  magnetische  Potential. 

Kantor:  Wie  viele  cyklischo  Gruppen  giebt  es  in  einer  qua- 
dratischen Transformation  der  Ebene?  —  Beantwortung  derselben 
Frage  für  Cremona'schc  Transformation. 

Christoffel:  Algebraischer  Beweis  des  Satzes  von  der  Anzahl 
der  linearunabhängigen  Integrale  1.  Gattung. 

Her  mite:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung. —  Ueber  eine  analytische  Darstellung  der  Functionen  mittelst 
der  elliptischen  Transcendenten. 

Schwarz:  Verallgemeinerung  eines  Fundamontalsatzes. 

Dini:  Ueber  die  Entwickelungen  der  Functionen  einer  reellen 
Variaboln  in  Reihen  von  Jacobi'schen  Functionen. 

Botti:  Ueber  die  Bewegungen!,  bei  welchen  einer  heterogenen 
flüssigen  Masso  die  cllipsoidale  Gestalt  erhalten  bleibt 

Scherrer:  Ueber  ternäro  biquadratische  Formen. 

Cazzaniga:  Ausdruck  ganzer  Functionen,  welche  an  willkürlich 
gegebeneu  Steilen  vorgeschriebene  Werte  annehmen. 

Tonelli:  Ueber  die  Potentialfuuctionen  in  einem  Räume  von 
n  Dimensionen.  H. 
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Mittheilnngen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg. 
No.  1.  Ausgegeben  im  Mai  1881,  No.  2.  im  März  1882.  Leipzig. 
B.  G.  Teubner.    16  -f  20  S. 

Im  vorigen  Jahre  hat  die  Gesellschaft  angefangen  ihre  Sitzungs- 
berichte zu  veröffentlichen.  Die  erste  Nummer  enthält  ihre  Ge- 
schichte von  ihrer  Gründung  1690  an  bis  zu  ihrem  hundertjährigen 
Jubiläum  1790,  wo  sie  unter  dem  Namen  „Kunstrechnungs  liebende 
(und  übende)  Societät"  bestand.  Ihr  Sitz  war  Hamburg,  doch  sind 
stets  die  Mehrzahl  ihrer  Mitglieder  auswärtige  gewesen,  insbesondere 
traten  später  Holländer  und  Wiener  bei.  Als  die  verdienstvollsten 
werden  aus  der  ältesten  Zeit  genannt  Valentin  Heins,  Heinrich  Meissner 
und  Paul  Halcken.  —  No.  1.  teilt  folgende  Vorträge  mit: 

Schubert:  Die  trilinearo  Verwandtschaft  zwischen  3  einstufigen 
Grundgebilden. 

Franz  Fischer:  Die  mathematischen  Grundlagen  der  Militär- 
dienstversicherung. 

Schräder:  Die  Beweguug  von  Massenpunkten  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetz. 

No.  2.  enthält  zuerst  folgende  Vorträge  und  2  Aufsätze  ohne 
Namen  der  Verfasser. 

Schubert:  Ueber  die  Zahl  der  Bilder  bei  einem  Winkelspiegel. 

Sin r am:  Ueber  die  Berechnung  von  Volumina  von  Rotations- 
körpern und  speciell  über  die  Fassberechnung. 

Zur  Theorie  der  atmosphärischen  Wirbel. 

Einstufige  Ausartungen  der  quadratischen  Transformation  der 
Ebene.  H. 


Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidcnskab.  Udgivet  af  Sophus 
Lic,  Worm  Müller  og  G.  0.  Sars.  IH.  IV.  V.  Bind.  Kristiania 
1878—1880.   Alb.  Cammermeyer. 

Hierin  sind  folgende  mathematischo  Abhandlungen  enthalten: 

Sophus  Lie:  Theorie  der  Transformationsgruppen.  —  Bestim- 
mung aller  in  eine  algebraische  Developpablc  eingeschriebenen  alge- 
braischen Integralflächcn  der  Differentialgleichung  *  =  0.  —  Zur 
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Theorie  der  Flächen  constanter  Krümmung.  —  Weitere  Untersuch- 
ungen über  Minimalflächon.  —  Ueber  Flächen,  deren  Krümmungs- 
radien durch  eine  Relation  verknüpft  sind.  —  Bestimmung  aller 
Flächen  constanter  Krümmung. 

S.  A.  Scxe:  Wie  vermeidet  man  die  imaginäre  Grösse? 

H.  Geelmuyden:  Die  konische  Pendelbewegung. 

H. 
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